OBSERVATII ASUPRA REZOLVARII SISTEMELOR DE
ECUATII CU AJUTORUL PROCEDEELOR ITERATIVE?Y
DE

ION PAVALOIU
(Cluj)

In lucrare se di un criteriu de convergentd a procedeului iterativ de tip Gauss-
Seidel folosit la rezolvarea sistemului de ecuatii :

T =@ (x, y)
y=d(x y).

" In cadrul aceleagi probleme se dau apoi evaluiirile erorilor in cazul caleulului
exact si apoi in cazul calculului aproximativ. De asemenea se di un criteriu de
convergentd pentru cazul cind sistemul de mai sus contine un numair k de ecuatii
cu k necunoscule.

INTRODUCERE

TFie dat sistemul de ecuatii :
x = ¢ (z,y)
y = (2, y)
unde despre functiile ¢ s§i ¢ presupunem ci indeplinesc urmétoarele
conditfii : o
a) Functiile ¢ si ¢ sint definite pe domeniul D, inchis gi transform
acest, domeniu in el insugi. Al
b) Functiile ¢ si ¢ satisfac conditiile lui Lipschitz in domeniul D,
adicd existdi constantele nenegative o, B, a sibd astfel ca :

(1)

| @ (@4, Y1) — @ (%2 ¥a) | < | By — 25 | +B (Y1—Ya |
| g (@1, yl)_‘p(mz: Yo) | <Lt |y — | + D |y —ys I pentru orice (z;,¥;) € D! 1=1,2.

1) Comunicare prezentatd la cea de-a doua sesiune gtiintifiea a tineretului din 20 —22 mai
1966, Bucuresti.
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Pentru rezolvarea sistemului (1) propunem urméitorul procedeu
iterativ. Tie (z,, y,) € D un punet oarecare; atunci considerim wurmi-

toarele doud giruri :
@ = @ (%i_1s Yia)

@) | .
Yi =9 (T, 4,210 =1,2,3,...,

In legiiturd cu sirurile (2) este bine cunoscut urmitorul rezultat [1]:

TEOREMA 1. Dacd funcliile ¢ §i Y satisfac condifiile a) si b) cu
urmdtoarele restrictiit o« +p <1, a+b <1 saw a+a <1, b+ p <1,
atunci girurile (2) sint convergente cdtre limitele = si y asifel cd punctul
M (z, ) constituie o solutie pentru sistemul (1), si aceastd solujie este unicd.

Deoarece teorema 1 ne oferd conditil suficiente dar nu §i necesare
pentru convergenta sirurilor (2), existd multe cazuri in care constantele
«, B, @ i b nu satisfac condifiile teoremei 1 si totusi girurile (2) converg.
In aceastd Notd ne propunem si dim conditii asupra constantelor «, B,
a §1 b diferite de cele prezentate in teorema 1 care cuprind pe acestea gi in
plus in conditiile date de noi vor intra gi alte cazuri pentru care sistemul
(1) admite solutie unicd gi solutia se calculeazd cu ajutorul girurilor (2).

§ 1. PROPOZITII AJUTATOARE

Fie date doud siruri de numere nenegative :

G = {0y g1y - -3Gus---}
f = {ﬁnjla--'! w!"'}'

Presupunem i elementele celor doud siruri de mai sus sint legate prin
urmitoarele inegalitdfi :

! ’
(1 2) fn"~<-.. o’-.fnfl + p’gn—l
gn"-< a”fn + b'gngli "= 17 2! L
unde «’, B’ §i a’, b’ sint numere reale nenegative. Sistemului de inega-
litdfi recurente (1.2) ii atagdm urmétorul sistem de ecuatii algebrice in
necunoscutele % si  :

(1.3)

(1.1)

o' + B"h = kh,
a'k + b = kh.

LEMA 1. Conditia necesard si suficientd pentru ca sistemul (1.3)
sd admitd o solutie (hy, k), by > 0, k; > 0, pentru care

(1.4) 0.< By by g1
este ca constaniele o', B’y a' si b s3d satisfacd wrmdtoarele inegalitdis :
o +0 +a' P <2

(1 —a") (1 —20b")> a'p.

Demonstrajie. Necesitatea. Din sistemul (1.3) deducem urmitoarea
ecuatie in h:
(1.6)

(1.5)

—a')h — a'a’ = 0.

Blhz I (bl + Bfaf

4
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Dac# la sistemul (1.3) addugidm relatia : .

(1.7) ‘* p=Fk-h

gi elimindm din cele trei egalititi obtinute pe % si & gi tinem cont de ecuatia
(1.6), obtinem urmitoarea ecuatie in p :

(1.8) F(p)=p*— (" +pfa +a)p+ba =0
Tot din sistemul (1.3) mai deducem urmitoarea ecuatie in k :
(1.9) a'k? — (¢ + B'a” — ')k — B'd = 0.

Se observd ed ecuatiile (1.6) si (1.9) admit rdddcini reale si deoarece ter-
menii liberi de la ambele ecuatii sint negativi, rezultd cid ambele ecuatii
admit regpectiv raddcini de semne contrare.

Fie (hy, h,) rddicinile ecuatiei (1.6) si (%, k,) ridicinile ecuatiei
(1.9) ; atunci radécinile ecuatiei (1.8) vor fi p, = kh, 8i p, = k,h, §i aceste
ridicini sint totdeauna reale. Dacd (k,, h,) este perechea de ridicini po-
zitive a ecuatiilor (1.6) si (1.9), atunci evident c¢i p, > p, si p, > 0. Pre-
supunem ci p; < 1. Dar pentru ca aceastd inegalitate si fie satisficuti,
Pt D,

f)

dd

este necesar ca F (1) > 0 si <1 ceea ce conduce la inegaliti-

tile (1.5).
Suficiena. Dacd inegaliti#tile (1.5) sint indeplinite, rezultd ci :

F0) =ba >0
F)=@10—a)(1—0b) —a'B’' >0

gl
%+m=w+2+wm<1
2

de unde rezultd cid p, <1, ceea ce trebuia demonstrat.

LeMA 2. Dacd o', B', a' si b satisfac inegalitdtile (1.5) iar ele-
mentele sirurilor (1.1) satisfac inegalitdfile (1.2), atuneci ewistd o constantd
nenegativd ¢, pentru care

fo< e I R

(1.10) !
gn\< C:1 )l"ki!_l

=] oo
si in plus seriile Y, f, st X g, stni convergente.
i=0 =1

Demonstrafie. Fie (hy, k,) o solutie a sistemului (1.3) pentru care sint
satisficute conditiille lemei de mai sus. Presupunem cid pentru n = 1
avem :

h<e

(1.11)
<o hy




1292 TON PAVALOTU 4

se observi fard nici un fel de dificultate ci pentru ca aceste inegalitdti si
tie satisficute este suficient si alegem pe ¢, astfel ca :

a'fy + b'gy l
sy f

Dar daci lnegallta,igﬂe (1. 11) sint satistdcute cu ¢, astfel ales, atunci vom
presupune prin inductie ¢ :

Jica < ohi ™ B2
Toeqs G ke,

Dar bazindu-ne pe faptul ci sistemul (1.3) este verificat de solutiile h,
§i &, din (1.2) avem :

fo SO B (@ + Bhy) = ohi~t B

(1.12) ¢; > max { «fo + B'go,

On-S CRT IR (a'ky - B) = a2 B

Conform principiului iuductiei, prima parte a lemei 1 este demonstrati.
Cea de a doua parte nu mai necesitd niei un fel de demonstratie, deoarece
termenii celor doud serii sint majorati de termenii a doud serii geometl'lce
cu ratia subunitard.
(‘ONSECIN';JA 1. Dacd o' + B <1 a" +b <1 sau o +a <1
si B’ + b < 1, inegalititile (1.5) sint satisficute.
LEMA 3. Daca elementele sirurilor (1.1) satisfac wrmdloarele ine-
galitdfi :
frr “< o"’fu—l + ﬂ’gn—l —l_ 8
gri “‘< a”fﬂﬂ + b'gn-—l + 8

unde 3 este o constantd pozitivi gi dacd o, B’, a’ §i b’ satisfac inegalititile

(1.5), atunci existd o constantid 1)041th¢1, (55; pentru care :

(1.13)

)
"<Gh_1i|"]+__ :
in 1—nk
(1.14)
I wheE
1 — Ky

Demonstrafia acestei leme este analoagd cu demonstratia lemei 1
s1 de aceea aici nu ne vom ocupa de ea.

§ 2. TEOREMA DE EXISTENTA SI UNICITATE A SOLUTIEX

TEOREMA 2. Dacd funcliile ¢ §i { satisfac condifiile a) sib) siin
plus constaniele «, B, a si b sint asifel ca inegalitdafile :

a-+b+ap<2
(1 —a)( —b) > ap

(2.1)

r"
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sd fie satisfacute, atunei sistemul (1) admite o solufie unicd in domeniul D,
datd de limitele sirurilor (2).

Demonstratie. Vom ardta mai intii cd girurvile (2) sint convergente.
Se observi ci sumele partiale ale urméatoarelor doui serii

- <]
(X) Ty + X (2, — ;1)
(2.2) i i
o
(¥) Yo+ B (¥ —¥i-a)
=
coineid cu fermenii sirurilor (2). Dar dacd notim f, ;, = | @, — @, _4| 4

Gy-1 =Yy — Y./, atunei tinind cont de conditia b) si de termenii giru-
rilor (2) gisim urmitoarele inegalititi :

fu- ‘< c”'fn—l —'_ Byn—l

rJ' “\. afn + b(]n 1

acum folosindu-ne de lema 2, rezultd ci seriile (2.2) sint absolut conver-
gente si deci convergente. Dar a2 cum am observat mai inainte, rezultd
cd existd doud numere T i 7, peutm care avem :
Iim gz, =% gi im y, = 7.
n— oo Np 00
Dacd tinem acum cont ci functiile ¢ si ¢ satisfac conditia b), re-
zulta cd ele sint contmue pe domeniul U si deci trecind la limitd in ega-

litatile :
Tus1 = @ (@) Ya)
Yur1 = Y (21 ¥a)
obfinem :
= ¢ (%, Y)
sl
y=v(7)

de unde rezultd cd x si y verificd sistemul (1). S& ardtim acum e solutia
ob‘ginutfi este unica solutie a sistemului (1) in domeniul D. Presupunem
¢ pe lingd solutia (x, 7) sistemul mai admite gi o altd solutie (x;, 7,) dife-
ritd de prima. Vom arita mai intii ci daci (z, §) este o solutie a sistemului
(1) i (xy, ¥,) este un punct oarecare din domeniul D, atunei existd douid
giruri

&y =P (wl)’ y{})! ey X, =0 (wu—l',‘ yit.—l)" Ok

Y= @ (1, Yo, ¥ = ¢ (2 Yu_1)

pentru care

Im |ZT — 2,] =0
(2‘3) H-—roo

Iim |g ﬁyul =0

n—co
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Intr-adevir, din faptul cd solutia (Z,%y) veriticd sistemul (1) si dacd tinem
cont de condifia b) rezulti urmitoarele inegalititi :

lf_mn.Jémlf_mn—ll + ﬁlrg_yn—ll
|;lj*y"[-.<a,|-f J—i—bly“yﬂ—ll’

din care dacd tinem cont de lema 1 rezultd ci au loc egalititile (2.3). Dacé
(@49 Yo) $1 (25, ;) sint doud puncte distincte din domeniul D si

L, = @ (mu,fl’ Yn-1) @, = @ (m:eﬁ1p ?:»-1)
?}'1,:41 (mﬂ? yu—l)! ?7’:192? SR y:z "P u:JnAl 1 ”_1 27‘ G
sint girurile care le corespund lor, atunci vom arita ci :

Im |2, —a, | =0
(2.4) g

lim |y'ﬂ LA y“ = 0.

n=pto

Intr-adevir, avem :
|wm i y;Ll "‘< CL{ Ly—1 — m:&—-l | + BJ ?],._1 = y;z —-]_I
|y1} - ."7;.‘ "‘-<. a’l -’L'" T m}’t l + bl yu_]_—y;ﬁll.

Atunci din lema 1 rezultd egalitifile (2.4). Dar din cele demonstrate mai
sus rezultd od dacé {z,} si {y,} sint doud giruri pentru care :

i @. =%
=0
llm y" — y
=00

si {x;}, {y,} sint doud siruri pentru care :
Hm' ), =,
lim y; = 3y,
atunei avem :
|12 =] < |7 — &) + |2, — =,
17 — 90| <Y — 9|l + ¥ —¥0| + ¥ — 7]

Aceste inegalitdfi sint adevarate pentru orice n. Atunei trecind la limiti
pentru # — co sl finind geami de observatiile de mai sus avem :

T=7 8 Y =1
§i deci sistemul are solutie unici.

ConseCINTA 2. Din consecinta lemei 2 rezultd nemijlocit cd con-
ditiile cuprinse in teorema 1 sint cuprinse si in teorema 2, dar in teorema 2
sint cuprinse $i alte cazuri pentru care teorema 1 nu ne poate spune nimie.
Acest luern il vom ilustra prin urméitorul exemplu :

Exemplul 1. Fie dat sistemul liniar :

©=01z-+ 8y — 0,6
y = 0,06 ¢ 4+ 0,45y — 0,5.

=

r
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Despre acest sistem teorema 1 nu ne poate spune nimie, in schimb dacé
aplicdm teorema 2 obfinem sistemul

0,1 + 8 = Ik
0,05 k + 0,45 = Ik

care dupa cum se observa satisface conditiile (1.5). De aici putem frage
concluzia ci procedeul (2) aplicat sistemului de mai sus converge citre
solutia acestui sistem. Plecind de la @, = 0 §i y, = 0 in aproximativ 150
de iteratii se obtine pentru acest sistem urmitcarca solufie aproximativé

x = —45,078936, y = —5,052631.

§ 3. EVALUAREA ERORILOR IN CAZUL CALCULULUI EXACT

Pentru a evalua erorile presupunem in acest caz cid avem posibili-
tatea si obtinem valorile exacte ale functiilor ¢ §i ¢ pe orice punct din.
domeniul D. Consideram

Lyy1— Ty J “é

I "rn—'rp_mu { < I J'"_!_p—m"_‘_’,71| + SRR
< e(prtetlnse=s e | ek pE=E R
de unde, trecind la limitd pentru p — oo, obtinem :
: _ R iRt
(3.1) 1T, | <o t——
1—h,ky
Analog obtinem pentru cea de a dona solutie urmatoarea evaluare :

. e h'l k]lfl
3.2 —. <L17_
(3.2) 17 —¥. | < 1— i

§ 4. EVALUAREA ERORILOR IN CAZUL CALCULULUf APROXIMATIV

Aiei vom considera c¢d nu avem posibilitatea i calculdm valorile
exacte ale functiilor ¢ §i ¢ pe punctele dgmeniului D, dar in qchlmb
avem posibilitatea sd calculam valorile exacte a doud functn @, 81 Y,
care sint definite tot pe domeniul D si acest domeniu este transformat de
functiile ¢, si ; in el insusi. Presupunem de asemenea cd este dat un
numir pozitiv & pentru care avem :

|<p(m,y)—"0i(ar,;y)\\<3

(4.1)
U (2, ) — by (@, y) | <3 pentru orice (x,y) e D.
In locul sistemului (1) vom considera acum sistemul aproximativ :
(4.2) a* = ¢ (2%, y*)

¥ = (2, ¥*)

| - H
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In general despre functiile ¢, §i ¢, nu am presupus decit ci ele satisfac
condlt}llg (4.1) si nu putem sti dacéd procedeul de tip Gauss-Seidel aplicat
acestui sistem converge. De asemenea daci ne propunem ca acest procedeu
sd fie oprit la acel pas pentru care sint indeplinite simultan inegalitatile :

* *
(4.3) a5 W [
|y'u+l =1 | ‘i g
nu putem gbi cd, alegind pe e arbitrar, la un anumit pas inegalititile
(4.3) sint satisfdcute. De aceea, in cele ce urmeazs vom da un criteriu dupi
care trebuie ales ¢ astfel ca inegalitiitile (4.3) si fie satisficute. Intra-
devir, consideram procedeul iterativ aproximativ :
L3 —
w-n.—H —— cPl (56'::, 2’;:)
y:+1 = 4’1 (w:+1 3 y:)
Avem
¥ i 8
| &y — | <alay —as | +B1ys —yhi| + 28

51

|¥nsr —ynl L a5, — 2| by —yi_ | + 28.

Dacd tinem cont de concluziile lemei 3 avem :

| @y — @y | ¢ Rt k=t o 278
1—h &,
(4.4)
= I 280
|yn+l i ?)': J -< Clhf /ﬂffl L A1 o
1—h Ky

de unde rezultd cd dacid alegem pe = astfel ca :

28 23h
el i L B }’

(4.5) g > max {
la un anumit pas »' inegalititile (4.3) vor fi satisficute in mod necesar.
Fie acum ¢ ales ca in (4.5); atunci existd un numér »’ pentru care :

Zy | <

Y51 — Wil & =

(]

(4.6) | Zarex =
avem
|Z —af | < alT—af| +8|y—yi| + o

Daed finem cont acum de faptul cd, pentru ca sistemul (1.3) s# admitd
o solutie (hy k,) pentru care :

0Lk < g <,

r
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este necesar ca o < 1 gi b < 1. Atunci avem :

ac +3+8(7 — 9l
1—«o

(4.7) & ey

Analog gisim pentru |y — ¥}, ., | urméitoarea evaluare :

be+ 8 +alE —all

(4.8) 1T — Yl < o
Din (4.7) si (4.8) obtinem :
;'ﬂf“w:q,l‘ QM‘F—B' Iy—ynf-.lll
11—« 1 —o
(4.9)
bz + 8 a _ g
=Y | <——+ — | Z — Zorial-
Chpe il e i

Din acest sistem de inegalititi, tinind cont de inegalitdfile (1.5), deducem :

(1—b) [(a-B) c-+8]-+B (be + 3)
(1 — «) (1 —b) — Ba

|2 _wﬁf+1L\<\

(4.10)
(1—o)[be + 8] +af(a+p) s + 3]

(1 —ea)(1 —b) —Ba

|y —y;lﬁ-ﬂg

§ 5. GENERALIZARE
Considerdm acum un sistem de & ecuatii cu £ necunoscute de forma :

(h.1) By =0, (%, Py, o - .58 =

Agupra functiilor o, i =1, 2, ..., k, facem ipoteze analoage ca i
P Pis g Ly R
pentru funetiile sistemului (1).
a’) Functiille ¢,, ¢ =1, 2,
gpatiul F, in el insugi.
b’) Existd o matrice de constante nenegative [
<. ., k, pentru care sint indeplinite inegalitatile :

., k, transform# domeniul D din

=(Pfihui =12

k
| @3 (21 Zy ooy ) — @y (@1, @y -0 @) < ,21 Bl @ — a5
i=

A=l S

pentru orice (&, @y, -« -, @) §i 2}, 5, .. ., @ doud puncte din domeniul D.

4 — ¢, 5063

e N ST e
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Avem urmitoarea teoremsi :

TeorEMA 3. Dacd functmle Py t=1,2 ...,k satisfac condifiile
a') §i b') si elementele matricei B sint in asa jel ea swtemul
Bl — ﬂ‘ hl .+ ﬂ,h Iy hz 2 viw Wogey- == B Wy vt W, '

ﬁlht I h,h + [3 kl h R T ol o o 1
4+ ...+ [3;".7:,i By e Mty = B Tig s by

B by + B Ry Iy 4 oo+ BE Ry Ry o By By - BE=Rhhy ...

sd fie compatibil si sd posede o solufie (hY, hS, ..., hY) h, >0 i=1, 2,
.y K pentru care

DR ... heqg=1,

atuncs sistemul (5.1) are o solugie unicd in domeniul U care se poate obtine
cw ajutorul wrmdtorulug pmcedeu tterativ :

=2 (n) (1) =1 =il i— ey —
xr[;")‘fpt (wlu,xzul’ "'deﬂl: .’B;_' )"':_‘I‘Cﬁ )7 ?’ﬁlig?"‘rki"7’_152537"'7

oricare ar fi punctul (2%, 29, ..., 2¥) e D.
Demonstratia acestei teoreme se face in mod analog cu demonstratia
teoremel 2 si de aceea nu ne vom ocupa de ea.

Primiti la redactic la 23 marlie 1967

Institulul de caleul al Academiei
Republicii Socialiste Romdnia — Filiala Cluj

BIBLIOGRAFIE

1. B. 1. JEMAOOBHY u M. A. MAPON, Ocuosw ewwucaumenvnoii samenamuru. 1ac.
nsm. Qus. mar. aur. Mockra, 1960, pp. 148 —151.

2. J. V. Traus, Ileralive Methods for the Solution of Equations. Prentice Hall, Inc., Englewood
Cliffs, N. J., 1964, pp. 38—39.

3. A. H. OCTPOBCHUNY, Pf’w,emw Yypasnenuii w cucmes ypasnenui. I3, umoctp. Jur.
Mocksa, 1963, pp. 83—94.

4. 1. PAvAvotu, Asupra unor inegalildfi recurenle si aplicafii ale lor. Comunicare tinuta la Se-
siunea Stiinlifica a Inslilutului de Mine Pétrosani din 7—10 februaric 1966.




