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SUR UNE METHODE DE TYPE STEFFENSEN
UTILISEE POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS
OPERATIONNELLES NON-LINEAIRES

par,
ION PAVALOIU

Soit X un espace de Banach et Y un espace linéaire normé. Pour la
résolution de 1’équation

(1) P(x)=40

ou P: X — Y est un opérateur, et 0 est ’élément nul de 'espace Y,
nous considérons les méthodes itératives suivantes:

(2) Tn1 = Q1 (Tn) — Kgl(mn)a(22<xn)éljy_1})(C21(xn))

ou

(3) Zn+1 = Q2 (2n) = [Q1 (2n) , Q2 (22) ; PI™' P (Q2 (z0))

Dans les relations et @1 et Q2 sont deux opérateurs itératifs
attachés a I’équation et par [z, y : P] nous avons désigné la différence
divisée de l'opérateur P sur les noeuds z,y € X, [2], [3].

Pour préciser nous imposerons aux opérateurs Q1 et ()2 les conditions
suivantes:

a) Si T est une solution de ’équation alors on a & = Q1 (T) et
T = Q2 () et réciproquement, si T est un point fixe pour les
opérateurs ()1 et Q2 alors T est une solution de I’équation (|1));

105



106

b) il existe les nombres $; > 0, B2 > 0 tels que pour chaque z € X
on a les inéqualités suivantes:

Q1 () [ < B[P (), [1Q2(2) — 2l < Bo [P ()]

c) il existe les nombres réels et positifs a; < ay et aussi les nombres
naturels k1, ko tels que pour chaque x € X on a les inégalités
suivantes:

IP(Qi @) < ar [P @), [P (Q2 (@)l < az|P ()]

On constate facilement que dans le cas ou ’on part du méme élément
initial zg € X, les méthodes itératives et fournissent la méme
suite d’approximations de la solution de 1’équation .

Par la suite nous étudierons la convergence de la suite (zy),-, obtenu
a I’aide de la méthode ou .

Théoréme 1. Soit xp € X, § >0 et S={x e X : |z — x| <4}
Si on peut choisir I’élément initial xo, le nombre réel § et les applica-
tions Q1 et Qo tels que:

i) les applications Q1 et Qo remplissent la condition a);

i) Qi () C S, Q2(S) C 5

iii) les applications Q1, Q2 et P remplissent les conditions b) et c)
pour chaque x € S

iv) pour chaque z,y € S il existe [x,y; P]”" et il existe le nombre
B > 0, tel que pour chaque x,y € S on ait H [ac,y;P]_l H < B;

v) il existe le nombre M > 0, tel que pour chaque z,y,z € S on a
I[z,y,2 Pl < M;

vi) g9 = (MB2041a2)1/(q71) P (zo)|| <1 ot g = k1 + ko;

-1

1 = i— k1—-1 i1 _
vii) pa-T ng ' (Balpllqug (k1 D—i—ﬁl) <§oup=MB?a;-as,
i=1
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alors on a les propriétés suivantes:

j) la suite (x,,),cn obtenue a laide de la méthode ou a aide
de la méthode (3)) est convergente et si nous désignons par T la
limite de la suite (xy)r- , alors on a P (Z) = 6;

jj) si nous désignons par e,-l’expression pq%l | P (z)||, alors on a
en < egn pour chaque n =0,1,...;

jij) on a linégalité suivante:

1
|z =zl < B-ef - pT,

pour chaque n =10,1,2,...

Démonstration. Prouvons d’abord que dans les hypothéeses du théoreme
les éléments de la suite (x,),c appartiennent a I'ensemble S.

En effet, de nous déduisons:

|21 — 2ol < (|71 — Q1 (z0) | + [|Q1 (z0) — 20|
< BiIP (zo)|l + BIP (Q1 (z0))ll
< (81 + Bay | P (o) ") [P (o)

ky—1

) _
=¢eopl-1 (51 + Bagep 'pﬁ) <9

d’ou il résulte que z1 € S.
En tenant compte de l'identité

P (z1) =P (Q1(20)) + [Q1 (w0) , Q2 (x0) ; P] (x1 — Q1 (20))
+[Q1 (w0) , Q2 (w0) , 75 P] (z1 — Q1 (20)) (71 — Q2 (70))

et de ({2)), il résulte:
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[P (z)|| £ M ||z1 — Q1 (o) | - |21 — Q2 (w0)]|
< MB?mas - |P ()| < p-pT - €

1

_ T q
— pl q . 50
d’ou il résulte:
1 q
pT=a [P (z1)] < &g
c’est-a-dire
g1 < .
Supposons que les éléments x1, xo,...,T, € S,

i

g <ed

, qn+1
et démontrons que z,4+1 € S et ep1 < €0

En effet on a:

n+1

nt1 = zoll <D llwi — zial -
=1

Mais

|z — zi—1]| < |lzi — Q1 (@iz1)|| + |Q1 (wiz1) — i—1|
< Bau ||P (zi—0)|™ + B1 |P (zi-1)]]

1 k1—1 k1—-1
<egi—1-pta | B+ Bagely -pla

s 1 qifl(klfl) k1—1
<ey -p| P+ Bar-g pre
d’ou nous déduisons que

lZns1 — x| <6

c’est-a~dire que z,41 € S.
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Par suite on a:
P
1P (zn41) || € MB*aran [P (za)|[* < p- pToe - €l
d’ou il résulte I'inégalité
En+1 < 5%
c’est-a-dire
qn+1
Ent+1 < €
ce qu’il fallait démontrer.
Nous démontrerons maintenant que la suite (z,),-, fournie par la

relation est fondamentale.
En effet pour chaque k£ € N on a:

n+k
|znik =zl < D i — i
i=n+1
" koo, k-1 i
< pti 3 (Bapte M 1)
i=n+1

. . . oo
ce qui exprime que la suite (z,,),_, est fondamental.
Soit £ = lim x,; alors de I'inégalité ci-dessus o1 nous posons n = 0
n—oo
et faisons k — oo, il résulte que

1 — ol <6

c’est-a-dire T € S.
De I'inégalité

il résulte
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Tim [|P ()] =0

c’est-a-dire P(z) = 0, égalité qui exprime le fait que Z est une solution

de I’équation .
De l’identité

P (z) — P(xy) = [T, 2n; P] (T — xy)
il résulte que
1 n
|2 — 2|l < BIP (2,)|| < B-pT-igg .
Le théoreme est donc démontré. O O
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