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SUR L’APPROXIMATION DES RACINES DES

ÉQUATIONS DANS UN ESPACE MÉTRIQUE

Ion Păvăloiu

Dans cette note nous étudions l’évaluation des erreurs qui surgissent

pendant la résolution numérique des équations en espaces métriques à

l’aide de certaines méthodes d’itération à plusieurs pas.

Considerons un espace métrique (X, ρ) complet et l’équation suivante:

(1) x = f (x) ,

où f : X → X est un opérateur quelconque.

Déssignons par Xk+1 = X × X × . . . × X, c’est-à-dire le produit

cartèsien de l’ensemble X avec lui même k + 1 fois.

Pour la résolution de l’équation (1) nous consiérons l’application G :

Xk+1 → X dont nous supposons que sa restriction à la diagonale de

l’espace Xk+1 coincide avec l’opérateur f , c’est-à-dire:

(2) G (x, x, . . . , x) = f (x) ,

pour chaque x ∈ X.

Considérons la suite (xn)∞n=0 fournie par le procédé d’iteration suivant:
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(3) xn+k+1 = G (xn, xn+1, . . . , xn+k) , n = 0, 1, 2, . . .

où x0, x1, . . . , xk ∈ X sont des éléments donnés.

Désignons par D ⊂ X un ensemble borné en cet espace. Nous sup-

posons que sur l’ensemble Dk+1 l’opérateur G vérifie la condition de

Lipschitz c’est-à-dire:

(4) ρ
(
G (u1, u2, . . . , uk+1) , G (v1, v2, . . . , vk+1)

)
≤

k+1∑
i=1

aiρ (ui, vi) ,

où ai ∈ R, ai ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k + 1, pour chaque (u1, u2, . . . , uk+1),

(v1, v2, . . . , vk+1) ∈ Dk+1.

Considérons l’équation:

(5) a1 + a2t+ . . .+ ak+1t
k = tk+1.

On sait que dans lec cas où ai ≥ 0 pour chaque i = 1, 2, . . . , k + 1 et

où il existe au moins un nombre i1, 1 ≤ i1 ≤ k + 1 pour lequel ai1 > 0,

cette équation a une seul racine t1 réelle et positive.

Si de plus:

(6) β =
k+1∑
i=1

ai < 1

alors cette racine vérifie l’inégalité

(7) 0 < t1 < 1.

En ce qui concerne la convergence de la suite (xn)∞n=0 fournie par la

méthode (3) on a le théorème suivant:

Théorème 1. Si l’application G et les éléments initiaux x0, x1, . . . , xk
remplissent les conditions suivantes:

i) L’application G remplit la condition (4) où ai, i = 1, 2, . . . , k+1,

satisfont à la relation (6);
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ii) L’ensemble S = {x ∈ X : ρ (x, x0) ≤ α
1−t1 } ⊆ D, où t1 est la

racine positive de l’équation (5) et

α ≥ max
{
ρ (x0, x1) ,

1
t1
ρ (x1, x2) , . . . ,

1
tk−1
1

ρ (xk−1, xk)
}

;

alors on a les propriétés suivantes:

j) xn ∈ S pour chaque n = 0, 1, . . .;

jj) la suite (xn)∞n=0 est convergente et si nous désignons par x∗ la

limite de la suite (xn)∞n=0, alors x∗ ∈ S et x∗ est la solution

unique de l’equation (1) de la sphère S;

jjj) on a les inégalités suivantes:

ρ (x∗, xn) ≤ αtn1
1−t1 , pour chaque n = 0, 1, . . .

Démonstration. De la conclusion ii) il résulte que ρ (xi, xi+1) ≤ αti1 pour

chaque i = 0, 1, . . . , k − 1. Pour i = 1, 2, . . . , k on a les inégalités suiv-

antes:

ρ (xi, x0) ≤ ρ (x0, x1) + ρ (x1, x2) + . . .+ ρ (xi−1, xi)(8)

≤ α+ αt1 + . . .+ αti−11

< α
1−t1

d’où nous déduisons que xi ∈ S, pour i = 1, 2, . . . , k.

Par la suite nous supposons que xi ∈ S et ρ (xi−1, xi) ≤ αti−1, pour

chaque i = 1, 2, . . . , n+ k + 1. De cette inégalité nous déduisons que:

ρ (xn+k+2, xn+k+1) ≤ ρ
(
G (xn, xn+1, . . . , xn+k) , G (xn+1, . . . , xn+k+1)

)
−k+1∑
i=1

aiρ (xn+i−1, xn+i) ≤ α
(
a1t

n
1 + . . .+ ak+1t

k+n
1

)
= αtn+k+1

1 ,

où nous avons utilisé le fait que t1 vérifie l’équation (5).

Des inégalités ci-dessus, et d’une manière similaire à celle utilisée à

la démonstration de la relation (8), nous déduisons que xn+k+2 ∈ S.

Du principe de l’induction mathématique il résulte donc que tous les

éléments de la suite (xn)∞n=0 appartiennent à la sphère S.
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De la complétitude de l’espace X et des inégalites

ρ (xn+s, xn) ≤ ρ (xn, xn+1) + . . .+ ρ (xn+s−1, xn+s)(9)

≤ α
(
tn1 + tn+1

1 + . . .+ tn+s−11

)
≤ αtn1

1−t1

pour chaque s = 1, 2, . . . , il résulte que la suite (xn)∞n=0 est convergente.

Désignons par x∗ = lim
n→∞

xn. Alors en passant à limite dans les

inégalités (9) avec s→∞, on a:

(10) ρ (xn, x
∗) ≤ αtn1

1−t1 , n = 0, 1, . . .

Démontrons maintenant que G (x∗, x∗, . . . , x∗) = x∗.

En effet on a:

ρ (x∗, G (x∗, x∗, . . . , x∗)) ≤
≤ ρ (xn+k+1, x

∗) + ρ (xn+k+1, G (x∗, x∗, . . . , x∗))

≤ ρ (xn+k+1, x
∗) + ρ (G (xn, xn+1, . . . , xn+k) , G (x∗, x∗, . . . , x∗))

≤ ρ (xn+k+1, x
∗) +

k+1∑
i=1

aiρ (xn+i−1, x
∗)

≤ αtn+k+1
1
1−t1 +

k+1∑
i=1

ai
αtn+i−1

1
1−t1

= α
1−t1

[
tn+k+1
1 + tn1

k+1∑
i=1

ait
i−1
1

]

=
2αtn+k+1

1
1−t1 .

Cette inégalité est vérifiée pour chaque n ∈ N, d’où il resulte qu’on a

l’égalité x∗ = G (x∗, x∗, . . . , x∗), mais cette relation et la relation (2)

impliquent que l’élement x∗ ⊂ S est la solution de l’équation (1). �
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Montrons maintenant que x∗ est l’unique solution de l’équation (1)

qui appartient à la sphere S. Supposons au contraire que l’équation

(1) a au moins deux solutions x∗et y∗ en S. Alors de x∗ = f (x∗) et

y∗ = f (y∗), et de (2) il résulte que:

ρ (x∗, y∗) = ρ
(
G (x∗, x∗, . . . , x∗) , G (y∗, y∗, . . . , y∗)

)
≤

k+1∑
i=1

ai · ρ (x∗, y∗)

d’où, si nous tenons compte de (6) on obtient

0 < ρ (x∗, y∗) < ρ (x∗, y∗) .

Cette derniere inégalité étant impossible, il résulte que la supposition

est fausse, donc que l’équation (1) a une solution unique.

Considérons par la suite l’application G∗ : Xk+1 → X qui remplit

avec l’application G la condition suivante:

(11) ρ
(
G (u1, u2, . . . , uk+1) , G

∗ (u1, u2, . . . , uk+1)
)
≤ ε, ε > 0

pour chaque (u1, u2, . . . , uk+1) ∈ Dk+1.

Pour la résolution de l’équation (1) nous remplacerons la suite (xn)∞n=0

fournie par la relation (3), par la suite (x∗n)∞n=0 fournie par le procédé

itératif suivant:

(12) x∗n+k+1 = G∗
(
x∗n, x

∗
n+1, . . . , x

∗
n+k

)
, n = 0, 1, . . . ,

où nous supposons qu’on a choisi les éléments intiaux x∗0, x
∗
1, . . . , x

∗
k tels

que les conditions suivantes sont remplies:

ρ (x∗0, x
∗
1) ≤ α+ 2ε

1−β(13)

ρ (x∗1, x
∗
2) ≤ αt1 + 2ε

1−β

....................

ρ
(
x∗k−1, x

∗
k

)
≤ αtk−11 + 2ε

1−β .
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En ce qui concerne la relation x∗k+1 = G∗ (x∗0, x
∗
1, . . . , x

∗
k) nous sup-

posons que l’on a la condition suivante

ρ
(
x∗k, x

∗
k+1

)
≤ αtk1 + 2ε

1−β .

Supposons aussi que l’ensemble:

(14) S∗ =
{
x ∈ X : ρ (x, x0) ≤ α(2−t1)

1−t1 + ε
1−β

}
est contenue dans D.

En outre nous supposons que les éléments initiaux x∗0, x
∗
1, . . . , x

∗
k de

la méthode (12) remplissent avec les éléments x0, x1, . . . , xk de (3) les

conditions suivantes:

ρ (x0, x
∗
0) ≤ α+ ε

1−β(15)

ρ (x1, x
∗
1) ≤ αt1 + ε

1−β

.....................

ρ (xk, x
∗
k) ≤ αtk1 + ε

1−β

À l’aide de ces hypothèses et de plus à l’aide du fait que G vérifie les

hypothéses du théoréme 1, nous démontrerons que pour chaque n ∈ N
on a les inégalités suivantes:

(16) ρ
(
xn+k+1, x

∗
n+k+1

)
≤ αtn+k+1

1 + ε
1−β

(17) ρ
(
x∗n+k+1, x

∗
n+k+2

)
≤ αtn+k+1

1 + 2ε
1−β

et

(18) ρ
(
x∗, x∗n+k+1

)
≤ α(2−t1)

1−t1 tn+k+1
1 + ε

1−β .

En effet, en employant les relations (15) on obtient les relations suiv-

antes:
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ρ
(
xk+1, x

∗
k+1

)
=(19)

= ρ
(
G (x0, x1, . . . , xk) , G

∗ (x∗0, x
∗
1, . . . , x

∗
k)
)

≤ ρ
(
G (x0, x1, . . . , xk) , G (x∗0, x

∗
1, . . . , x

∗
k)
)
+

+ ρ
(
G (x∗0, x

∗
1, . . . , x

∗
k) , G

∗ (x∗0, . . . , x
∗
k)
)

≤ ε+ a1ρ (x0, x
∗
0) + a2ρ (x1, x

∗
1) + . . . ak+1ρ (xk, x

∗
k)

≤ ε+ ε
1−β (a1 + . . .+ ak+1) + α

(
a1 + a2t1 + . . .+ ak+1t

k
1

)
= ε

1−β + αtk+1
1

c’est-à-dire que l’inégalité (16) est vérifiée, pour n = 0. Montrons main-

tenant que x∗k+1 ∈ S∗. En employant les inégalités (19) et (8) nous

obtenons:

ρ
(
x∗k+1, x0

)
≤ ρ

(
x∗k+1, xk+1

)
+ ρ (xk+1, x0)(20)

≤ α
1−t1 + ε

1−β + αtk+1
1 ≤ α+ α

1−t1 + ε
1−β

= α(2−t1)
1−t1 + ε

1−β .

Généralement, si nous supposons que

x∗n, x
∗
n+1, . . . , x

∗
n+k ∈ S∗

et qu’on a les inegalités suivantes:

ρ
(
xn+i, x

∗
n+1

)
≤ αtn+1

1 + ε
1−β

pour chaque i = 1, 2, . . . , k, alors d’une manière similaire à celle employée

pour demontrer l’inégalité (19) nous obtenons:

ρ
(
xn+k+1, x

∗
n+k+1

)
≤ ε+ a1ρ (xn, x

∗
n) + . . .+ ak+1ρ

(
xn+k, x

∗
n+k

)
(21)

≤ ε+ αtn1

(
a1 + a2t1 + . . .+ ak+1t

k
1

)
+ εβ

1−β
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ε+ αtn+k+1
1 + εβ

1−β = αtn+k+1
1 + ε

1−β

d’où il résulte qu’on a les inégalités (16) pour chaque n ∈ N. Des rela-

tions (21) et (8), d’une manière similaire à celle utilisée à la déduction

de la relation (20), il résulte que x∗n+k+1 ∈ S∗.
Démontrons maintenant que les inégalités (17) sont vérifiées. Si nous

envisageons les relations (13) on a les inégalités suivantes:

ρ
(
x∗k+1, x

∗
k+2

)
≤ ρ
(
G∗ (x∗0, x

∗
1, . . . , x

∗
k) , G

∗ (x∗1, . . . , x∗k+1

) )
(22)

≤ ρ
(
G∗ (x∗0, x

∗
1, . . . , x

∗
k) , G (x∗0, x

∗
1, . . . x

∗
k)
)

+ ρ
(
G (x∗0, x

∗
1, . . . , x

∗
k) , G

(
x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
k+1

) )
+ ρ
(
G∗
(
x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
k+1

)
, G
(
x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
k+1

) )
≤ 2ε+ 2εβ

1−β + α
(
a1 + a2t1 + . . .+ ak+1t

k
1

)
= 2ε

1−β + αtk+1
1 ,

donc nous avons obtenu l’inégalité (17) pour n = 0.

En supposant maintenant qu’on a les inégalités suivantes:

ρ
(
x∗n+i, x

∗
n+i+1

)
≤ 2ε

1−β + αtn+i1 ,

pour i = 0, 1, . . . , k, d’une manière similaire à celle employée à la déduction

de l’inégalité (22) nous obtenons les inégalités (17).
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Pour les inégalités (18) on a

ρ
(
x∗, x∗n+k+1

)
≤ ρ (x∗, xn+k+1) + ρ

(
xn+k+1, x

∗
n+k+1

)
≤ αtn+k+1

1
1−t1 + αtn+k+1

1 + ε
1−β

= α(1−t1)
1−t1 tn+k+1

1 + ε
1−β

c’est-à-dire les inégalités (18).

Les inégalités (18) fournissent une évaluation de la distance entre la

solution exacte de l’équation (1) et son approximation, obtenue à l’aide

de la méthode d’itération (12).

Remarque. Si nous remarquons que l’ensemble D ⊂ X, sur lequel la

condition (4) est remplie, est lui-même un espace métrique, il resulte

que nous pouvons considérer le théorème 1 comme un cas particulier

du résultat principal contenu dans le travail [2]. De notre point de vue

l’importance de ce théorème consiste dans le fait que l’ensemble D étant

borné il permet avec facilité le choix de l’application G∗, application qui

remplit avec l’application G la condition (11). Imaginons par exemple

le cas banal de l’équation x = ax + b = G (x) , x ∈ R et l’équation

approximante x∗ = a∗x∗ + b∗ = G∗ (x∗) .

Du fait que |G (x)−G∗ (x)| = |a− a∗| · |x| , il résulte que la différence

|G (x)−G∗ (x)| n’est pas bornée, donc même dans la cas 0 < a < 1 la

condition (11) ne peut pas être remplie dans tout l’espace R.



104

Bibliographie
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