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ÀSUPRÀ POLINOÀMELOR CÀRI FORMEÀZÀ
UN SIR ÀPPELL
de TIBERIU POPOVICIU

\

1. Se zice cã un çir de poliuoanrc în x:
(l) Po,Pr,. P,,,....,
unde penfru sinrplificare se poale presupune :

Po: 7,

fãrã a reslrânge gencralitatea, forme azã un çir Appell, dacã

(2) ol;: nP,-'.

E uçor de vãzut cã Þn este de fomra

Po: yo I na6,*tln(n-l) azxo-2*. . . . !n!a, ,

unde a1, â2, nu depind de z, $irLrl (l) depinde deci de succesiu--
nca de num€re

Arrâ2r.,...An, ....t)

Polinoamele considerate inlervin în mulle chesliuni imporfanre de a,
iralizã. Polinoamele lui Bernoulli çi Euler formeazã Íiecare un çir Àppeil.
Ele intervin in calculul difercn¡elor finife . Polinoamele Rv (x, ,lr) studiate
dc D,/ R. ,Rac/ç 2) r'crificã çi ele conditia (2). Polinoamele lui Hermire,
putin lransformate,

2^ Hn- "-?fr";", 
rr

,

I l) Penlru legãtura ce exisrã înrre acegri coeficienfi çi çirul (l) se poal¿ vedea,,À.
supra ut or polinoane rentarcabile" de T. Popoviciu (Àrad l92Z).

2) Yezi Llevista Universita¡ã Nlatemalicã I (l), pag. l-15. :
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tlDERtU POPOVICru
A$lpnÂ poLtNoÂMËLön cÂRt FÖnMEÀzÀ uÑ sln ÀÞÞÈLt

cari se întâlnesc în teoria ecuafiilor cu derivale partiale çi în multe alte

chestiuni, formeazá çi ele un çir Àppell.
2. In lucrarea de falá ne propunem a gãsi toale çirurile (l) cari sa'

tisfac condifia (2), aslfel ca între trei polinoame conseculive P, , Pn-t,

P,-z sá avem o relafie idenficä de forma :

(3) Ào Pn * B, P,-t t C, P,->0,

unde An, Bn, C o sunt polinoame în x de grade 0, l, 2, çi egalilalea are

loc oricare ar fi n. De exemplu polinoamele sus-amintite a lui' Hermile

salisfac o aslfel de condi¡ie.

3. sä presupunem înfâi cã À, e nul oricare ar fi n. Relafia (3) devine

(4) Bn Po-t + C" Þ,-2-Q,
Àceasfã relafie ne aratá cá Pn-t, Pn.-z, au cel pulin n-3 zetorl

comune çi cum Po*z dlferá numai pritltr'ttn f¿ctor consfanf dc derivata lui

P¿-r, ürfieâzä cã P*t este de forrna :

P,-r - (*ta)'-2 (xfô,-r)

Relatia fundamentalá, (2) ne dã imedial

bn b,-t a bn-t
n: n-l-;(n-9: n_l (;=t-l)

(x*u) "-' ( **u+

(*-|a)' +U-; i,

n (b-a),---T-)

.l'

zn
o-n! ("*u)"-'

- 
oz (x!a) +b-u '.2 

(x!a¡'t2

: (l + Ça e,u e"',

deci
t- (z) : (lblz) e""

4. Sã presupunem acum cã Ào este diferit de Tefo oricare ar fi
¡1:), Jr.. ln acest caz din cauza omogeneitãlii formulei (3) putem Presupune

(5) Ao: I , n:2, 3r"'
Punem acum 

Bn: ünx + p,

C'n:¡o¡2*v,xfv,
ttr, þn, In, Po, vn dePinzând numai de n

Derivând relafia (3), avem

(6) (n{B',) p,-r*(8,(n-l)fC,) P*z{C,(n -2) P'-3:6

dar avem gi

(7) P,-tlB,-t Po-zlCo-t Pn-3:e

Dacä relaliile (6), (7) sunt distincle se poate deduce, prin eliminarea

lui Pn_r o relafie de forma (4) çi cãdem pesfe cazul sludiat mai înainte.

Sã presupunem deci cã relafiile (6), (7) sunt echivalente, hebue alunci ca:

(8) n!B'n: Þþ=#9l :"'3r--?'

E clar cã ambele relafiuni lrebue sã fie satisfãcule, cáci dacã ar fl
satisfãcutã oumai una am deduce o relalie de forma

K' Pn:g'
care nu pot fi identic satisfãcute decât dacã K:O'

Relafiile (8) sunt niçte identifãti în x, trebue deci ca:

, uo (":11_+ 2_ì,, _ 9, (n--l)* p, :J @ _ 2)-(9) nlan-- - on_r p-r :Àl-,'

þn ,'_z):J" _117_21,
Itn--l Vn I

a I

(U

Se poafe aça dat scrie

Po:I, Pr:xt

P,: (xfa)"-r

, n(bz-a\!2a
On: -- 2

u#,pr:(^1-u) (**ó)

n(b-a)*2a
2

("+
Se vede apoi cã

Bo:x*
(n-2)(b-a)*2u

Çn:(vfa)(xf

2

n(b-a)*2a
2

Se çtie cã un çir de polinoame Appel are o funcfie generatoare e

L

¿!x:F (")
cþ
E 4o

n!- n2:o

F (z) fiind funcfie numai de z. Sã cäulãm funcfia generatoare a po'

linoamelor (l)'
!



Ori se vcde pc rclalia (3) [unde A,: l/ ci :

(10) I f o,,* tr,,: o

ceeace sc obline anulând coeficientul lui x' . Sc dcduce imediaf egalilalea
À"

n - 7 -- À,:À,ï (n - 2),

sau

(n- 1)Iz
'¡rz (n * 2)

In fine din raporrul al treilea çi al patrulea al relatiei (9) se deduce.

P,, [ + ],2 (n-2)l - p" 
' ll -l- 

À, (n -- 3)l * ¡':0

lsupm por,ir'lo¡rtelôn cÀnt rònuÈÂz¡ uÑ Srn APþELL l5

Z: e'r F (z),

F (z) e frrncfie de z nu çi de x; ecualia døvine :

dô
d'+¡çQ:$'

unde :

(17) ö:)r "F"+(l -À -ztL)F'lþv+P+p)F-0'
Funcfia F esle prin urmarc datã de ecuafia (17)'

5. Sã presupunem )r: [:0' ecttalia (17) se scrie

F'lQv+B)F-o
çi avcm inediat

v

F (z): "-; 
zz --Fz'

cäci P": l, Polinoamelc satisfac relalia

(15)' P, - (x - F) P,*r * (, - 1) v P,-2 : 0'

ÀcesfepolinoamesereduclapolinoameleltuiHennile.Ink,adevãr
functia generatoare a polinoamelor I{n este

-2

"1,H,1*¡,4

iar funcfia gencraloarc a polinoaruelor tloaslre este :

U--2vz) l2(*-F)4

llBËRiu þoPÒvlcltl

n-1 n-2
L : Àr-t +1,

din care

(l l)
apoi se deduce

(t2) P,:

Din (10):

din carc

(14)

. (n-l)I'
n" -l +trr þ-2)

(¿-1)pz (n--l)vz.y2: :+Xztr- ZlI f À,(n-

(13) c{a:-l -

,L cô

:E
o

zx+
e

P¡¡ -
þz - h-2) vz

I f Iz (n-2)

Formulclc (11), (12), (13), (14) rczolr'ã problema çi se vcdc cã po--

linoanrclc vcrific¿ rclali;r :

(,b) 11 + À ,-rIoå1iñT,ly?,;;,t:,T,,n-2) v) P,,-t

çi dcpind dc pafru consfalltc alþitrarc À, ¡t, v. B, trrldc arìl sttprirll.rt irldi'

cclc 2 pcntrtt siruplilic.rrc.

Sc poafc calcula acunt furrctia gencr'.rtrr¡t'c. Pctllrlr acc.lsta st: îunlitl-

tc$tc rclati¡ (15) cu -rF, sc tacc t1=-2, 3,,, ' ,

çi sc aclrrri. (i;ìsinr astfcl

:t;,1; x' +u:"1 u.-,(2 À x I r,)t + 
ul t, -x - Àr f

(16) *Z(r ^'ip,"*v)l +/(t'x'-Fpx-l-v) :¡'
z -3 

t'1, 
P,,

n:-, D I

11,rc.'Í f¡cctrl

( l5)"

din ¡ãdãcinilc cctralici

(1 8) \22-!z+v:0
túzF:e Fl

ecr.rafia (17) dcvinc

(1g) t,z F"1!(2w\z - zv + I - X) F',*['(l -À) +Ê+¡rlF-0
çi dupã defirrifia cc am dat furrclici gcneratoarc trcbuc sã cãutãm solufia

lrolonrorfã în itrrtrl originei çi care pcrrfrtr z - 0 cste cgalã ctl I ' Ori

accasl.r esic lotticauna posibil în gcncral'

P,(^):(! -2u¡' H,q:Å)
Sã presupurletÌl aculll cã )r, ¡r ntt sttlil ambclc nr'tlc çi fir: LU ulla

deci

iìS ncrllpn
\



Inaintc dc a mcrge rlai deparfe sã reanrinlim câfcva rezuhatc: Ecuatiilc

(20) x y" + (r - ") 
yt - q Jz:O (Ecuatia lui Kummer)

x Y" + T Y' - Y :0 (Ecuafia lLri Be.sse/)
adrnil solufiunile

G (a,.¡. x): ; r11 f{'.-.${'- 1f . 11' ''' ,:o 1(.¡ +- l). . . (r * n - t)' l!
r (r' *):i ,r.,+'l..ltr+"-,'{r,

r6 tiBERiu PôPovicrti

cari în general sunl niçtc functiuni întregi
Facern acurn nlai rnuhe ipolezc :

a) Àfo, ecuafia (lB) având rãdãcinilc distinctc.
Prin lransformarca

À1
7:

It -. 2oÀ

ÀSUPRÀ POLINOÁMELOR CARI FORMEAZÀ UN SiR ÂPPELL t7

Functia gcneraloare în acesf caz eslc

- z-lzxu'
e Ç-vt) ¡r

Cazul siudiat în $ 3 intrã aci. Dacã v-o averll niçfe polinoamc P'
carc sunf locrnai polinoarnele Q" (*, À) studiatc de noi într'o lucrare antc--

lioarã 2)

Nu nrai insist asupra cazu¡ilor parficulare ce pol proveni de exentplu

din faplul cã 
I _ I

!Ì

À

ecuafia (19) devinc

'#+(
deci

l-- À

T, )
dñ tu (l-I) * p*r,
À/ 2uÀ -'¡r l:O

estc un nurnãr întreg negativ. Àcest caz sc deduce din tcoria ccLrafrilor lui
Kummer çi Besse/.

6. Polinoamclc P, studiate de noi sc pol ataga funcfiei hipcrgconrc--

trice çi a conflucnfclol ci. Vom da ¡csulfafclc fãr'i a ir-rsista asupra dctaliilor

calculelor. Din ftrrmulele (2), (15) dcducen.r cã polinomLrl P,, s:ltisfacc ccu¡--

tia difercnfialã lincar'ã.

(21) 
. 
(À"'-l px * v) y"+ l-x(l+À Qn-Ð)l|-(r-2) pl y'f

fn[fi(u-2)ly:o
Deosebinr cazurilc :

a) À:o, ¡tfo, prin transfornrarca

1: lt'*!
lI'

cc:uafia (21) dcvinc

ty"Il -1+l+È--(n-2)lv'1^"-' 7 - u fF
¡.1' ' [ ' '-frY:o' a: 

,,2 f ¡t
d cci

Ft: G 2urÀ-¡r '

b) Àt'o, ecuafia (18) având rãdãcinilc cgalc, deci

Facem 
P:2o^

À/
L--

o (1+

(1-À) *P*r, 1;f,0-j4-1

B

çl avem

çi deci

c) À:o, avem

çì ecu,'..ìa drvine

, l-ÀdFr
I-

'trdt -Fr:0
d2 Ft
dt2

I

Ft : T (?, - 9r (l-l-:t) * B,¡ p : (- l)" u" (ãfl)!(¿-l)... (¿-n-t4 
G G n,r _ n+2,v;i_")

obscrvârrd cã cocficientul lui xo estc l,
ô) I : 0, p - 0. Àcesla c cazul polinoamclol lú FIennile.

Sã prcsupur-rem v: !, ø:0, ccu.rfia dcvinc

Y" -2xY'+2nY:Q'

uJ :-
F

deci

(-"v) F" I t|+e-|p) iì: o

|+ o+u

l\ : (l-¡tz) lt 2) T, Popoviciu ,,Àsupra unor polinoarne rer¡arcabile" pag. 14.
,)
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ASUPRÀ

:iLq+ 1) n-l) (tr l) n-l lD

Prin transfonlìarca Q (8, t, Z, /)
L + 1). f , - I n!

,:J

x2-l
Polinomul cãtttat e deci de forma :

se obfinc
(-- l)'À" P ( 1).. n-l)(ur-ulz)'

ty"*(;-,)¡+îr:0, Pn n! -2) llh(n-1)*tl (2r- 3) + I

carc nc dã pentru n Pat, soiufia t (- n,- t-tl("-?,0, ffij )
2

d) À + 0, çi ecualia (18) are o rãdãcinã dublã u : *'(- l).1.3.5.'.. (¿- l)
G ( n I

z' x2 )H, (r) : 2' Facern
22

Penlru n impar luãm întâi ca nouã functie

y- xz

T u)
t-

(Ð 1 r) +p
acuafia devine

çi oblinem, urmând acelaç Procedcu :
t2y" -[t + I )' (2n- 3) )r'i n If].(n 2)) v:0.I

Tn-l À

t
Àceaslã ecuafic c de forma :

t2 y,, -U -(Ë*n * r) tl y' *r I y:0
cãreia am ataçat seria divergentã 1)'

H, (*): -(,--!)' 1.-3,5"" n 
" G (

22

n-l 3 * )2 2',

Pentru cazul general vom avea dcci, dupã (15)'/:
1)...(É n-l n(n*l . .(n n--l

T (8, q, l)
æ

-T
a ln

n!2 (n-r) (V -ì' G( n1 (*- Ê)'
2v )

FO

(- l) . 1.3.5.. 2'2' Rezultã dar, cã polinomul e de forn.ra
P, (x): n-l

2

l), r

(- 1)' 1+r) 2xP)'
(- 3. 5. n,(l/ - u)"-'("-B)c ( n-l 3 (x- F)2

-- 2'T'- zv )
Pn: 2'À'[À(n--2t*l (n-3) 11...(À + l) (l - À)

dupã cum n eslc Par sau lmPar.

c) À +0 çi ecrralia (18) arc douã rãdãcini dislincfe w1, u:'
Fìcând trausformarea

x:(rr-rr)/-t,rr
avcrrr ccuafia ìn Í:

r( -', - Ll]þ_Ð_
À

t(t-t)y,,1lo+ l'LfJl ,fr'- i-ft+i(n-2)l y:0, Sã demonstrãrn îr-rtâi lema:

Dacã polinomul f (x¡ esle de forma

(22) f(x) :(t-f u)" (*f ó)"' n) 1, m)1, a+ b'

nici una din derivalele f' , f" ,... f (n I n - 3) nu poale fi de aceeaç

formã. Cu alte cuvir-rte : ecualia

ror[1 *r(2¡r-3)]*Bp:
À (ro2 

- 
to¡ .¡

caÍe e de forma hipergeomefricã :

| (l - t) y" *t¿ -(E *n * r) | ) Y' - z'1Y:0,

cu solufia
l) Vezi: T. Popoviciu /oc' c-rl' p' 6'
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(23) f(k)(x):0 k:1,2,"'mln-3
are cel pulin lrei rãdäcini dislincle'

Dacáa,b,suntrealilemarezu|ládinfeoremaluiRo/le.oriîncazul
general se poate Íace o lransformare

y:u x+'v

u, v fiind reali sau complexi, asffel ca rãdãcinile ecualiei lransformafe sã

fie reale. curn o astfel de lransformare nu schimbä caracterul ecuafiei (23¡

rezullá cã lema este adevãralã oricare ar f\ a, b; a * b'

Dacã acum )o:0, din ecualiile (2), (3) scoalem

(24) Po-l- ("* 
')o 

(" * ô) n-t -k

çi dacã încá Àn' - Q, ¡t ) n

Pn,-t- (* * u')o' (* * ô) n'-t -k'

Dar Pr-tesle o derivatã a lui P,'-t, afarã' de un faclor consfarrl;

deci relalia precedentã e compatibilã cu (31), numai dacã 1r:o' k:l'
Sã presuPunem dar cã

(25) Pn:(x*')o(*+ä)'-o
se vede cã dacã.mai mulfi Àn sunt nuli existä un n, cel pufin, penfru care

Pne de forma (25) unde /<:0 sau l'
Pe ecuatia (15) se vede cã se poafe întâmpla ca un singur À' sá

¡==(a-b)t

Ecuafia (26) are solufia

kc:
i:o

k (k- | (k-r+ l) ti
n(n-l -j+ l) i!

finând deci seamä de forml pe care lrebue s'o aibe funclia gene'

ratoare rezultã cã

- -J, L(k:t¡"'(k-i+l)
"': ?-o n 1n-t¡"'1n-if l)

Paris, 22 Oclombrie 1928'

')

fie nul. Dacã
I\-n-- n-l

P, verificä ecuafia diferentialã:

(-*t+rI-f ") Y'+ (å"+P-(n-r)r') v-o

Da¡ Pnfiind luat sub forma (25), avem

pn, :(x f ¿¡rr (x f 6¡'-r-k (n x * *\O-u) i n")

unde presupunem k)l,n -/r\k'
Se vede numai decât cã

F,:- ?y'v:- #,p--(a*ô) + lLr2jrY-
In ce priveçte funcfia generatoare suntem în cazul a) deta Nr' 5'

Putem lua w - b, 9i ecualia în / a lui Fr este

(26) ,+l -(,* ,t*+/rFr:o


