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ASUPRA POLINOAMELOR CARI FORMEAZA
UN SIR APPELL

de TIBERIU POPOVICIU

1. Se zice ca un sir de polinvame in x :

) Py, P,....D,....,
unde pentru simplificare se poate presupune :
pO = 17
fard a restrange generalitatea, formeazi un sir Appell, daci
dpn
¥) iy = Pt

E ugor de vizut ci L, este de forma

D, = x" + na;x™'+-n(n—1) a,x"~>4-.. .. Fnla,,
unde a;, @, . . . . nu depind de n. Sirul (1) depinde deci de succesiu=
nca de numere

A 1
a, a9 .. E |

Polincamele considerate infervin in multe chesfiuni imporfante de a-
aalizd. Polinoamele lui Bernoulli si Euler formeazi fiecare un sir Appell.
Ele intervin in calculul diferenielor finite. Polinoamele Rv (x, k) studiate
de DL R. Raclis?) verificd si ele condifia (2). Polinoamele lui Hermite,
pufin fransformate,

2

2" H, = e exe,

Xﬂ

1) Pentru legitura ce existd intre acesti coeficienti si sirul (1) se poate vedea , A=
supra wnor polinoame remarcabile” de T. Popoviciu (Arad 1927).
2) Vezi Revista Universitar§ Matematici 1 (1), pag. 1—15,
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cari se intalnesc in feoria ecuafilor cu derivate parfiale si in multe alte
chestiuni, formeazd si ele un sir Appell.

2. In lucrarea de fafd ne propunem a gdsi toate sirurile (1) cari sa~
tisfac conditia (2), astfel ca intre frei polinoame consecutive D,, D,
D, 5 si avem o relafie identicdi de forma :

(3) An pn "I_ Bn pn—l —I" Cn p"_.-2=0'

unde A, B, C,sunt polinoame in x de grade O, 1, 2, si egalitatea are
loc oricare ar fi n. De exemplu polinoamele sus-amintite a lui Hermite
safisfac o astfel de condifie.

3. Si presupunem intdi ci A, e nul oricare ar fi n. Relafia (3) devine

(4) Bn pn—l + Cn Pn—Z = O’

Accasti relatie ne arati c¢i Pa—i, Paw2, au cel pufin n—3 zerori
comunc si cum P, diferd numai printr’un factor constant de derivata lui
P.-1, urmeazd ci P, este de forma:

P, = (x+a)? (x+bi-1)

Relafia fundamentald (2) ne dd imediat

by ba1 a __bn—n-l = ( § 1_

n n—1 n(p—1)" n—1 n—1 n

din care se are

b — ’l(b2 = d) +_ga

] 2

Se poate asa dar scrie

Po—1, P=xtTT0P,=(x+a) (+)

P, = (xtayi(x+ 2E=2 1 22)

W

Se vede apoi cd
B, = x _|_("_—_ 2) (bz;"’_)_‘}‘.z_"

C"=(X+a)(x+n(b—._a2)__+2a

Se stie ci un sir de polincame Appel are o funcfie generatoare ‘de
forma.
o} z"
F(Z) e“’=z —’pn,
n=o n
F (z) fiind functie numai de z. Sd cdutdm funcfia generatoare a po=
linoamelor (1).
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P zn D g0 n (b—a)
- D,=3— n—1( 1 —=Y
L P =1 6tar T (xdat T )
X gn b—-ad =zr
= — n — z — -1
E il (x+a) + 2 =i n = (x+a)
— ez ta) +b—a st ta
2
= (] _l.. b;az) e? e?,
deci e

F (2@ = (14 3 z) e

4. Si presupunem acum ci A, este diferit de zero oricare ar fi
n=2, 3,.. In acest caz din cauza omogeneitéfii formulei (3) putem presupune

® A,=1, =2 3,.

Punem acum

B, =, x+ Bn
Co=Mx2~4 pn x| va

s, Bs, Mn, Po Vadepinzind numai de n

Derivand relatia (3), avem
6) (n+Bs) Pocr+(Bs (n—1)1C) Py24-Ca(n -2) Pp_sz=0
dar avem si
© Py14-Boct Poea-Cat Pams=o

Daci relafiile (6), (7) sunt distincte se poate deduce, prin eliminarea
lui Pyt o relafie de forma (4) si cidem peste cazul studiat mai inainte.
Si presupunem deci cd relatiile (6), (7) sunt echivalente, trebue atunci ca:

, _ B@—1)+C% Ca (n—2)
(8) H+B"— Bn—l - Cn—-l

E clar ci ambele relafiuni trebue si fie safisfacute, cdci daci ar fi
safisficuti aumai una am deduce o relafie de forma

K. P, =0,

care nu pot fi identic safisficute decat dacd K=0.
Relatiile (8) sunt niste identifdti in x, trebue deci ca:

o' (n—1) 42\, B (1-— 1)+ pa M
(g) n“"an Op =1 Ba—1 >\n—l(n )
Mo (n—2).
Kn-—-1 Vo 1
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Ori se vede pe relatia (3) [unde A, = 1/ ca:

(10) 1 4+ o+ W=20
cecace se obfine anuldnd coeficientul lui x" . Se deduce imediat cgalitatea
Au
n—1—-)\n——)\*”: (n — 2),
sau
n—1 n—2
)\n r )\:_ + 1,
din care
(n— 1)\
11 et SO
(D) M= TR —2)
apoi se deduce
(n— e (n— 1) vz
12 n= - = =
12 b= T e—2 2 T 1T+ am—2)
Din (10):
(h— 1D 1 -+ N2 (20— 3)
13 =1 — et e e —— i
I e (-2 [ %o (1—2)

In fine din raportul al treilea si al patrulea al relafiei (9) se deduce.

Ba [1 + A2 (1—2)| — Ba-1 [1 =N (0 — ) +u=0
din care:
s — (1—2) u2
14 =BZ A
(14) B 1 42 (1—2)
Formulele (11), (12), (13), (14) rczolvd problema si se vede cd po-
linoamele verifica rclatia :

(15) [ 4A@=21 Ps+ [—x[1 + 2 20— 3] + B — (1—2) u] Pos
+ -1 Fux+v)Pi2=0
si depind de patru constante arbitrare X, w, v. B, unde am suprimat indi=
ccle 2 pentru simpliticarc.
Se poate calcula acum functia gencratoare. Pentru accasta se inmul-

=2

teste relatia (15) cu (—17%2—)-! sc¢ face n=2, 3,... ;
si se aduni. (dsim astfel
A4 d? 7 , A
dl; Nz —|' *dfzz' [1 '—Z(?.. )\X‘l— M)] —l_((’],/ [B — e \Y —{“‘
(16) +2Z0 2 Fux+ V] 202+ uxty) =0,
@ P
z=3 “Z p,

dacd facem
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7 = e F(2),
F (2) e functic de z nu si de x; ecuafia devine :
do
—C’—Z+X(D—O,
unde :
a7 <D=)\ZF”+(1—)\—zp)F’—’(—(zv+B+p)F=0.

Functia F este prin urmarc datd de ecuafia 17).
5. Si presupunem A = p = 0, ecuafia (17) sc scrie

F4@zv+pF=0
si avem imediat
Y 9
— - z¢ — Pz
F)=e 2
cici P, == 1. Polincamele safisfac relafia
(15)’ D, —(x—p) P+ (@ —1)vP2=0.

Aceste polinoame se reduc la polinoamele lui Hermite. Intr’adevir
funcfia generatoare a polinoamelor H, este

22 & g
AT IR,

iar functia generatoarc a polincamelor noastre este :

_—%ZZ—BZ‘*‘ZL (1/—:——2-7222+2(X—-B)
e = 4

deci

(15)" P, () = (=2 i ( ﬁ_‘;z%)

Si presupunem acum ¢ A, u nu sunt ambele nule si fie w una
din radicinile ecuatiei
(18) A2 —uz+v=0

Sa punem

;e Y2 I

ecuatia (17) devine
(19) Az F' +Quiz—zu+1—N Fid-lw@ =048+l F=0
si dupd definitia ce am dat functiei generatoarc trebuc si cdutdim  solutia

holomorfi in jurul originei si care pentru 2=0 este cgald cu 1. Ori
accasta este totdecauna posibil in general,
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Inainte de a merge mai departe sa reamintim cateva rezultate : Ecuafiile

(20) xy"4+(r—x)y'—ay=0 (Ecuatia lui Kummer)
xy"4 vy —y=0 (Ecuafia lui Bessel)

s ae+1).. (a—{—n—l))i
”_°T(f +D...0+n—1) n!
7 1 x"
o 1(r+1)...0+n—1)n !’
cari in general sunt niste functiuni intregi

Facem acum mai multe ipotezc :

a) Ao, ecuatia (18) avind ridacinile distincte.

Prin transformarea

admit solufiunile

G (o, 1, x) =

T (v, x) Z

_ M
T u — 2w\
ecuatia (19) devine
&4 A w (=) A
df? +( e T
deci
i (A=) A 1) (i—2u)) 2
= ( 20— " N 7)
b) Mo, ecuafia (18) avand ridicinile cgalc, deci
== 2wk
Facem =
—_— Af —
‘ © (1+4+M)-+-p
si avem
dz I —\ di
G S —h=0
si deci
_ad=h w40 Fp
e e

c) A\=o0, avem
v
w = —
u
$i ecuca dovine

(1—zp) Fu+<§+s+um=o

deci

 —
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Funcfia generatoare in acest caz estc
-+
Y atax L
eM (1—uz) H

Cazul studiat in § 3 intrd aci. Dacd v=0 avem niste polincame B,
care sunt tocmai polinoamele Q, (x, M) studiate de noi intr'o lucrare ante=

ricara %)
Nu mai insist asupra cazurilor parficulare ce pot proveni de exemplu
din faptul ca

este un numdr intreg negativ. Acest caz se deduce din teoria ccuatfilor Iui
Kummer si Bessel.

6. Polincamecle P, studiate de noi se pot atasa funcfiei hipergeomes
trice si a conflucntclor ¢i. Vom da resulfatele fard a insista asupra detaliilor
calculelor. Din formulele (2), (15) deducem cd polinomul P, satisface ccua=
fia diferentiald lincara.

21 0 Hux +v) Y4 [—x(1HN 2n—3))+-p—(n—2) u| y'-+

' —+n (14N (n—2) | y = o

Deosebim cazurile :

a) A=o0, p=ko, prin transformarca

ux—v

w

ccuatia (21) devine

Bl — a2 by = f =

deci

— 1) un 1 —D.. —n-+2 X
p ¢ )“(E+)§§E )... (€ 1+)G(—n,£~n+2,““j:v)

m!<
= |

=

observand ca cocficientul lui x7 este 1,
6) =0, n=0. Acesta ¢ cazul polincamclor lui Hermife.

< 1
Sa presupunem v = o5 B =0, ccuatia devine

y'—2xy 4 2ny=0.

2) T. Popoviciu ,,Asupra unor polinoame remarcabile” pag. 14.
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Prin transformarea
X2 ={
se obfine

Ly' + (*;_ —f)y’+%y=0,

carc ne da pentru n par, solufia

n

2
—1).143.5.... (n—
Hn (X) = (—) — 5 __Ln 1) G(_%; %; X2)
2?2
Pentru n impar ludm intdi ca noud functie
ye=x2

si obfinem, urmand acelas procedeu :

n—1
2
= 1), 1.3.5.4%. —
H, ()= G135t g (<25, 5, )
22

Pentru cazul general vom avea deci, dupa (15)":

i

(—1)2. 1.3.5....(n—1) (J =) Q(_%%_(x;zvﬁ)i)
D, (x)=

n—1

(—1). 1.3.5. .0 =) =BG (— %‘ % = (X;S)Z )

dupd cum n este par sau impar.
¢) A 5= 0 si ecuatia (18) arc doua ridacini distincte w;, w,.
Ficand transformareca

X=(UJ1- wz)l——JM

avem ccuatia in f: :
f

11—y [ o+ 2D ] B a2y =0,
o [14+2@2n—=3)]+B— (n—=2)p

A (w3 — o)

care ¢ de forma hipergeometrica :
tA—Ny' +—E+nt+ DIy —Eny=0,

cu solufia
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: 24D EFa—Dn4D.. n—1) £
@(E,n,l,t)—z__a— @+ @C+n—1) n!

Dolinomul ciutat ¢ deci de forma :

(- D np D pn—1Dw—uw)

Pr= "t — 2+ R a—D)F TN @uw—3) +1]
o (—n,—‘1+)\§‘n_2):9; X1+w‘)

w] —w?2

d) A=£ 0, si ecuatia (18) are o ridicini dubld w = :%
Facem

A (x -+ w)

AR (R VRS
acuatia devine :

pyr—[1 4+ 1A= 1y L1 (a— Dy =0

Aceasti ecuatic ¢ de forma:
Py —[l—CE+n+D Ay +Eny=0
cireia am atagat seria divergentd ).

T I):°§ gD Gto—Dnt+D...On-—=1,

= n!

Rezulti dar, ci polinomul e de forma

D e e [0 (14N +2\p)"
. 2M(n—2)+1][A(a —3)+ . A +1) 1 —N
14+A(n—2) 2 xFAp
7{=n Xy 0 .u(l—H)-l—MB)

7. In fine pentru ca studiul de fafa si fie complet, revenind la pro=
blema initiald, ar trebui si examindm cazul cind unii din A, sunt nuli.
Penifru a nu lungi mult acest articol, vom da numai indicafiuni asupra
acesfui caz urmand ca si publicim ulferior un studiu eomplet.

' Si demonstrdm intdi lema :

Dacd polinomul f (x) este de forma

22) f(x)=(x+a)" x4 b n> 1,m>1, a5 b,

nici una din derivatele £, £’ ... f®@+rn =% nu poate fi de aceeas

forma. Cu alte cuvinte : ecuafia

1) Vezi: T. Popoviciu loc. cit- p. 6.
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(23) f® (x)=0 k=1,2,..m+n—3
are cel pufin trei raddcini distincte.

Daci a, b, sunt reali lema rezultd din teorema lui Rolle. Ori in cazul
general se poate face o transformare

y=ux-4v
u, v fiind reali sau complexi, astfel ca ridicinile ecuafiei fransformate sd
fic reale. Cum o astfel de transformare nu schimba caracterul ecuatiei (23)
rezultd ci lema este adevdrata oricare ar fia, b; asFb.
Daci acum A, =0, din ecuafiile (2), (3) scoatem

(24) P =(x+ (x4 b) ' *
si daci inci Ar =0, n'>n .
Pp_1=(x F-a)¥ x+b)~~! =L

Dar P,—1 este o derivatd a lui Py -1, afard de un factor constant;
deci relafia precedentd e compatibild cu (34), numai dacd k=o, k=1.

Si presupunem dar cd '
(25) P,=(x+af(x+b)"*
se vede ci dacd mai multi A, sunt nuli existi un n, cel pufin, pentru care
P, ¢ de forma (25) unde k==0 sau 1.

Pe ecuatia (15) se vede cd se poate infAmpla ca un singur An sd
fie nul. Daca :

A= —

D, verificd ecuafia diferentiala :

(2 puxtv) VA (GEpxtb—G@—Dp)¥Y=0
n—1 N n—1
Dar P, fiind luat sub forma (25), avem

Py = (x + a1 (x -+ by—1~* (nx + kb—a) -+ na)

unde presupunem k> 1,n — k> k.
Se vede numai decat ca

=+ b gty AO=DEE

n— n n—1

In ce priveste funcfia generatoare suntem in cazul a) dela Nr. 5.
Putem lua w==2, si ecuatia in t a lui Fi este

¢ Fy dF, N
(26) t g — @+ T+ kFi=0
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t==(a—b)z
Ecuatia (26) are solufia
ct k=1, k=it l) £
s n(a—10)...(a—i+ 1" i
Tinind deci seamd de forma pe care frebue s'o aibe funcfia gene~
ratoare rezultd cd

o g KD l) b
N= o (1) (a—i41) il

Daris, 22 Octombrie 1928.



