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ASUPRA POLINOAMELOR CARI FORMEAZA
UN SIR APPELL Y

de TIB. POPOVICIU

1. In primul nostru articol publicat sub acest fitlu am cdufat siru=
rile de polinoame in X

(1) P():l, Pl’ ..... P,,l_”

cari verificd conditiile

dP,
(2) —E(—’= Pn—l
(3) A, Pn + Bn Pndl + Cn pn—'..’ =0

A,, B, C, fiind polincame in x de grade 0, 1, 2 respectiv.

In parficular am studiat cazul cand A, # O pentru orice 1 si cazul
A, = 0 pentru orice n. Ne propunem acum  a studia cazul al treilea
semnalat in arficolul sus=citat, cand unii din A, sunt nuli. Observam
ci e suficient, a presupune totdeauna C, # 0, cdci dacd am avea o cons

dific de forma C, = 0, avem un caz parficular al condifici A, = 0. Se
poate intimpla ca relatia (3) sd nu fic unicd; convenim a spune ci A, # 0
cind nu existd nici o relafie (3) unde A, = 0. Am vizut la No. 3 al

arficolului precedent cind asa ceva este posibil.
Vom infrebuinfa notatiile din arficolul precedent, la care cetiforul este
rugat a se referi.

2. Si presupunem
An+l =0

Rezultd imediat cd putem lua
A,,+2=A,,+3= o do BB Am= 0 b o B 1

fara a pierde din generalifatea problemei, cdci daca A, = 0 sau il putem

) Nota a doua.
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lua in loc de Ang1, sau tofi A, sunt nuli. Cu alte cuvinte presupuncm ca
n-41 este cca mai mare valoare a lui j penfru care A; ¢ nul.
Putem acum calcula coeficientii ha , Ha s Vin s U, Bm,m >0 20
functie de Not2, Hat2r Vot Bua, carc s€ reduc la 4 in virtutea relatied
1+ g2 = g = 0.

Formulele de recurentd stabilitc la No. 4 al arficolului precedent ne dau,

)\m
N = N, (m—2)

oricarc ar fi mx2. Rezultd imediat egalitatea

Nit2 [ U —
nti—n hpo m—1 —(m—2)\u
din carc 1k
B n+2

) Mo = A (m—n—2)ht2
din

Ay Mw Y

Not2 = Und2 T Vat2
deducem

5 o m=D) e (m—1) Veiz
©) W = p - 14-(m—n—2) N2 s Vm = 1 (m—n—2) M2

sl
6 _ nplf@m—n=3) M2
6) U =" g 11 (m —n—2) M2

Avemn apoi relaia de recurentd :

B [(n+ 1)+ (m—n—2) Mopo] — B \nH1 - (m—n—3) ho2| + Mnp==0
de unde
) A x ) Bogz — (m-=n—2) brt2
" n1 4+ (m—n—2) Nt2

Pentru a resolva complet problema rdmane si se determine Am, Hms
Vm, Pm, Om pCl’ltI’U mén+2.

Am vizut insa ca

P, = (sFa)t (cHo) ™
Putem scric pentru simplificare

P, = " (x4 by )
si rezultatul gencral sc va obfine substfituind lui X, b, pc x+b, a—b ress
pectiv. Nu se pierde astfel nimic din generalifate, caci
g s 4
d(x-+b) dx '

caracterul polincamelor se mentine deci prin accasta simplificarc
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3. Fic k=0, dea
pP,=x"

polinoamele P, i <n,sunt determinate, constantele Ny Mms Vs Omy B cus
noscute penfru m £ n + 1.
Sa punem

|
Po=x" ¢, Pop=x24(n +2)ex+e
¢, ¢, fiind doud constante, Se¢ vede ci pentru a avea un caz intercsant,

hereductibil la cele studiate pand acum, frebue si presupunem ¢ %= 0.
Avem atunci

(n-2) cx+c +eBi=0
x2+XBIJ—i—2+C.!+2 =0

si sc scoate imediat

U2 = — (n+2) Nt =T —+1
s cml Hpp2 = — O
B‘]+2 A E e V2 — 0

Formulele (4), (5), (6), (7) n¢ dau acum pc Moty My Vi, Gm, B S
toate relatile (3) sunt determinate.
Putem scric in cazul din fatd

P, =x"4 Qu-n—1 §

unde sirul de polinoame
®) Qo=¢ Q; Qu Qs
verifici relatiile
©) AQuast — Qe

Qunt B Qus24Cui Qu—n—3=0
Deci sirul de polincame :
(10) Ry,=z¢, R,.. Rs,.

unde
__yn-ts+1
Q= ( s ) k.
este un sit APPELL verificand condifia :

an () R (1) B R (T
Cuitst1 Re2=0
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Si polinoamele R intrd in cazul studiat in a-ticolul precedent sub No. 4.

Dar avem
__ ntes  olnts)
Bitst1 = X -+ st D
_nts o o)
Crtsp1 = s x® s (D) X
st relatia (11) sc poate scric
(12) (ks F1) Ro (= (p29) x4 “2FD ]

R -+ (s—1) (Xz_nj—l \) R, =0

intram deci in cazul general ludnd :

I P AN S _ o2
D Ry T k) hd)

Se¢ obfine apoi
o0

ST p— o O il T
5:oali's——c.e O.(n+1,n+2, n+1z)

cici Ry = ¢,
© zn—{—o—[—l Zn—|—1 o 79
P @ iy 5 a1 R
= (nts+1)! (Nl s!

si deci funfia generatoare cste

% z“' P 72X 1 Z“_I—l G ] 2 6 .
£ 2 p=erlitog iy O Gt it — gy 2

Se poate dar spune pentru cazul general
P,= (x+ b)"

ci polinoamele sunt gencrate de functia

Zn—H
Lt Gm-t+1l,n+26z
5 01,2 00)
b, ¢, d fiind constante arbitrare.
Rezultatul precedent a fost obtinut in ipoteza o =+ 0.
Daci 0 =0 procedeul pe care I'am aplicat in lucrarea precedentd nu
are sens, dar e usor de vazut ca formula ramane aplicabild. Se obfine funce

ettt [14-c

fia generatoare
Z"+1
et 14+ ¢ ~

syl

4. Si trecem la cazul k = 1, carc sc frateazd in acelas mod.
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_ P, = x"} (x —|— b,)
si
. n —I—- 1
Py =x (x 71 =b) e Pt (e 2 ) 2)exte,
si ¢ =0,
Se giseste ca
a,,_|.2=~(n+2) Mtz =n 41
Bn_*_z:_ﬁ:—nbl etz == (n+1) b,
c Vo2 = 0.

Putem scrie si aci

Po=xm (x 47 b)) 4 Qu-n

si polinoamele Qs verifica relatia (9). Se deduc polinoamele Ry cu relafia
(11), care se scrie

(-t st 1) R4 [— (n428) x+ (1 —n—s) b]
Roei 4 (s—1) (x4 bx) Re2=0"
si se poate lua
e 1 b
nt+3" " nt3

st funcfia generatoare este :

w0 723
z ;Rs=0-e”G(n,n+2,blz)

o

Se are pentru cazul general imediat :
Shiil £ e4b) 2
zo RP.,.=e"‘ [1—|——n—(a—b)z-|-cG(n,n—{—2 (a—-b)z)]

5. Cazul k& > 1, adica

P, = x"* (x4 b)) n—hk>h k>1,
Se poate atasa cazului general ludnd
1
N= — ——
n—1

dupi cum am vizut in arficolul trecut.
Am gasit :
1 n—2 b
A= — — @ B= = =% = —_ — 1 = —_
n_l n__l’u n_llv O’B

Ecuafia care di functia generatoare se scrie
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2F' — [zb, + 0l F' + kb F = 0
zb, = L
[t+n] '+ kF =10

punem

ff”lz =

Toate integralele acestei ecuat

devir avem un polinom

k k (h—1).. ‘k—l+1)

:EO iTn (n—1).. (n—!—i—l)

care safisface ecuatia. Punand

avem

F=¢eo

ii sunt holomorfe in jurul originei. Intr'a=

= P (D

o) —(n —Ho —@—Ke=0

sau schimband pc f in —f:

to!" — (n-) o' 4 (n—k) 9 =

Avem deci solufia distinctd de precedenta :

n—k
o3 (—1)
=0

Se are deci

[o.2]

= P =e* [cP; (b2)

n=0 n

(n,—,ﬂﬁ_—,k—,l&:i‘:il),. — e P, (1)

n(n— 1). w—i+ 1

constantele e, ¢, fiind legate prin relatia

c + ¢

=1

In general vom avea polinoamele
D gn

L = P.= ez ol [P,

=0 n:

6. Daci un Ba ¢ nul identic trebuc sa avem

cele studiate.
Paris, 8.XI1.1928.

N = —

[(a—b)

1
2n—3

- c,e7 by P, (b, z)]

z] + celit Py [(a—b) z)]

si suntem in cazul precedent. Acesta deci nu prezintd un caz distinct de



