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SUR CERTÂINS PROBLÈMNS DE IIIAXIMUIII,DE STIETTJES ')
PAR

TIBERIU POPOVICIU

I

Sur quelques théorèmes de Srtnlr¡ns et de M. I. ScHun

1 . Désignons par V (or, or, . ' . , ür) le déterminant de VnN Dnn Moxoe

des nombres (ou points) d1, d.2t . . , , d n. Le carré de ce déterminant est le

discriminant des nombf€S or¡, ou le discriminant du polynome de degré n

ayant comme zéros les Points ø¡.

Dans une note Srrcr¡rs a énoncé le théorème suivant 2):

Thëorème I. Lorsque a)0, þ>0 et que les \ restent comprÌs

dans I'intervalle (0, l), l'expression , '

D: D (iv xz, ., xr): t
n

I
i:1

xi' (1 x)F l V'(xt, xz,...,xn)

devient msximum quTnd /es xi sont les zéros du polynome de Jrcost

p n(x):¡ 1- n,a * p t n- r, o, Ð : ##) !L* 
x' +'- r 

çt - x) Ê t n- r

La valeur de ce maximum est

n

Mn(o,F): tr
T:I

it d, i-l i-r
d. +p n t-

suelrJrs a donné la démonstration dans un autre travail3), sur

lequel nous reviendrons plus loin. Le calcul de Mn (e, p) n'est pas indiqué

pui Sttr"t¡ns mais il peut se faire en suivant la méthode, développée

sur certains cas particuliers, de M. I. Surun a).

Prof.

1) J'ai entreprls ce travail à la suite des discussions que i'ai eu avec M. le
Ts. ANonnlur¡, âr l'lnstitut Mathématique de l'Université de Clui.
z¡ Tn. J. SrlnlrJes ,,Sur les polynomes de J^coBr", C. R.Acad. Sc., Paris,

t. 100 (1885), P.620'
à¡ Tn. J. SrmlrJes ,,Sur certains polynomes qul vërifÍent une ëquation

diffërentíelle-linëaire du second'ordre et sur lq thëorie des fonctions de LLMÊ".

Acta Math
4) I. der Wurzeln gewissen algebraischen Glei-

chungen m 'r. Ma1h. Zeitschrift, t. I (1918)' p' 377'



Q',l)'> y, y", (r-- y'í)r> (t - y ) (r-y'), 0'í _ tþr> I 0 ¡_ t ¡) 0í_ yj) 
I

l'égalité, dans I'une de 
.ces 

forrn rres, ne pouvant avoir ii.u 
'qu" 

,i!t: !'p resP' /i - !¡- li-lj.
Il en résulte que

(2) D(y'í,y;, ...,y';)> VD
l'égalité n'étant possibre que si res suites (r) coincident. c,est en con-tradiction avec nos hypothèses et 

'unicité 
àignatee en ,¿rurt..

. ol en déduit, en particurier, que si ,¿ I p les points fãur tesquetsle maximum est atteint sont simétriquement ¿irtriuìe, pai rapport aumilieu de I'intervalle (0,1). Cela résultã du fait que si o:p, * a .

D(t -xr, 1- x2,...,1- xr): D(xrr xz,.,.,xr) (0<x¡.<t¡
3. srrerr¡ns a_démontré que Ia détermination du maximum se faità I'aide du calcul différentiel. pòsons

p(x) :(x_ x,) (x_ xr), .. (x _ xn) .

Le maximum est donné par le système
aD
;n:o'i:l'2'"',n

qui admet, comme il va en résurter prus loin, une seure solution Àous
I'hypothèse que les .r¿ soflf distincts .ntru uu*. Cette unicité est d,ailleurs
dérnontrable directement à l,aide de l,inégalité (2).

Un calcul simple nous donne
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'I-e maximum sera donc donné par le système

x¡ (l - ¡,) P" (x) t lo- ("a p)xi1 P'(x¡) : I
i=1r2,'..,n. .

On voit immédiatement que le polynome P (x), qui est de degré n'

doit vérifier l'équation ditférentielle

x(1 - x\Y" *1"-(o*P) xl Y'+x!:0

Jlconr de degré n.
4. pouicalculer la valeur du maximum Mn (r, p) nous allons faire

d'abord quelques considérations un peu plus générales'

Soit 
eo (x), er (x), . . ., en (x), . .

une suite de polynomes définis par les relations de récurrence

(3) Qo: 1, Qr:ár x* ct,Qn:(án xl cn) Qn-r ianQ"-'
n:2,3, ,..

où nous supposons que les a¡ et les .á, 
sont dif férents de zéro'

Désignons par ËÍn), ËY),"'r ÊÍÍ) lts zéros du polynome Q"(x) et par

An: ll Q,-, (Êf'))
l=1

le résultant des polynomes Qn-t, Qn (ce résultant étant defini de cette

manière).
De (3) nous déduisons que le coefficient de xn dans Qn (x) est égal

à bt bz . .'.tr. Faisant ensuiteiuccesivement r - Ë'Ín-r), È*-tt' ' "' ÊÍ1,t),

nous en déduisons
n-l n-l'n' 

Qn (Êf"-t) - a,:,-t I Qn-z(Ê(n-tl¡-- itft-r Ln-t.
i:l ¡:l

Mais

74

2. La dêmonstration du théorème I peut se faire facilement. Rernar_quonsd'abordque D(rr,*r,...,xn) a unmaximum pour O<x¿=1qui est nécessairement atteint et notamment pour des vareurs x¡ toutesdistinctes et ne coincidant pas avec 0 et l.
on peut voir facilement que ce maxtmum ne peut être otteintque pour un seul système de points xi. Supposonr,.n effet, que

ö:ö " 
(xv xz . . ., x,) : D (y t, !2,. . ., ! n) : D (y'r, !L,. I ., !,n) .

nous avons

7dD d.

D

TIBERIU POPOVICIU

n

oir

(1) o{!t<!z{. . . < ln{l; q< yi<y,r< . ..
Iy' -yil*Iyr-y;l+ . IIy,-y;l>o

Si nous posons

y,;-!$!i, i- 1,2,...,n.

n-l
ll Qn
t:l

Gf"- 1) À¿)
b':,-t

E' désignant une sommation où Ia valeur /: i est exclue.

An : 
bt b'' " bn-t n-t--T a'í,-'L"-t-

Si on remarque maintenant que At : l, on obtient

o,:3,(ä)' .(#)^- (#)'-' ti-'ør-? 62n-,bn;

t>
P

¿n Xi l-x¡ +2Ð'i:r
d, p

7-xt

donc

(4)
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En particulier, les polynorn es Pn (x)sont liés par des relations de la forrn
F(- nrq+ P+n-l,a,x) Enfin, comÞte'tenant de (5), (6), (7), (8)' (9) nous obtenons

e (3). Dans ce cas ,n
Mn(ø,P)- il

t:l
ii (o i-- | +¿-r (p +, _ l(5) b¡: -

D
P 2n- 2) 2n- Q

t nár:-ot+P d,
d. n--1) 4 n-2)

an
d, qui est précisément la formule dçmandée'

6. Une transformation linéaire simple permet d'énoncer le théo-

:rème suivant:
Théorème II. Lorsque a ) 0, f3 > 0 et que les xi restent compris

dans I'intervalle (a, b), a ( b, I'expression

[É,,", a)o(b - x)e ] u'(t,, x2' ' ' ', xn)

devient maximum qaand leS xi Sont les zéros du polynome

(x - s')r-o (ø - xf-o !:- (x - a)'+n-t (b - x)f +n-r .

La valeur de ce maximum est

(b - s¡"1o'¡fr+n-r) Mo ("' Ê).

. Enparticulier si a:- l,b:1, a: il:1on obtient un autre

théorème de Srrerr¡rs5) :

Théorème III. Lorsque les xt restent dans I'intervalle (- 1,1),

l'expression
(t - ¡?) (t - xZ). . . (1 - xl) v' (xp x2, ..., x)

devient thaximu.m quand /¿s xi sont les zëros du pAlynome X" de

LncrNDne de degré n. La valeur,de ce maximunt est

2436...nzn

ù
(n-t ll --q n- t)

P
I n-ef on trouve

(6) a, -_- (-- t)
n(n-t) ,_1

iÍ2 n i-- I
¿-'-l U. q, nl

5. Passons maintenant au calcul de Mn (ø,p). Si Et,82,..., Ê¿ sonfles zéros du polynome po (x), nous avons

M, (o,P) 
-_- 

lll r? lt o'Ê-l tn,,Li:t Ëî' (I -_ 6'¿] V'(Êt' Ê'" " ' ¿n¡ '
Les relations

P, (0): t, p, (r)-(_ t), !r*t L#
Pn (x): (-- r)"[É, q, n i-2

]r* - €,) (x - Er). . .(x- €o)
d, i- 1

nous donnent

Èc , n
sl b2,.,.Ë¿: fl q. i-t

(7) l:l d p n -2(l-€r)(t- €r)... (t_€n): fr
i=f

p i-l
d, n t- . .. (2 n-r

Nous avons maintenant

Y, (Eu 82,. . .,€z)_(__ t)

n

7. SrrnI,tJes a encore énonçé le théorème suivant 6):

Théorème IV. Lorsque les xt sont dqns I'intervulle (- 7,1)I'ex-
pr ession

V' (xr, xz, . ' ., xn)

devient maximum quand /es xi sont'les zéros du polynome Y, 8uí
provient du dëvelo¡þPement 

@

VT=, xz+7: X \o (x) zn .

n:o

La .uqleur'de ce maxitnum, qu'on peut désigner par zn(r-r) M" (0,0),

(B) tlFt 
i:1, 

P; (€i )

(r;b;:rÐ

."."ry,irr.1ï,ffrJff#å 
pn, pn_t er ta dérivée du premier vérifienr

x(1-x)
dn, en étant 2

Pn-r (x)

Si nous
22 gs ... (n _ 2233... nn

obtenons n-
nn n-7

^n s¡ Tn. J, StIzlrJes, ,,Sur quelques thëorèmes d'algèbre", C' R' Acad' Sc"
n

n
/:I Et (r ç¿ )

Paris, t. 100 (1885) P.439.
o) Loc cit. r).

(e)
n

.l]. P; (Ê,)
¿:l

(- r)'
d, + n-
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Ce fhéorème corresponil au cas oùpar M. I. Scuun z). Les résultafs précédents
a-=-P 0. II a été démontré Nous avons .ì'

Vn+r (x):
préca utions, rnais on peut voir àisérnent

ne sonf pas applicables sans
théorèm e II. On voit, en effet, que ce

que cefte propriété résulte du
si les Xl Sont tous distinc

maximum ne peut être atteint que
On déduit

tet si I'un avec 0 et donc

2n nlb
donc Ie théorèm eIVdu théorèrne II

un autre avec I
l,q t)

P
--2eten prenant n _2 au lieu n.

en y faisant a n
ll (l- lù=-
l:1uons que n

I
ffi(xr-r),-r-_n-1) n(xz--1 dn

¿x, Gz -' ,¿-l 
-

r)

: -.1:, xn-r (x) dx - Yn(¡¡ '

r;jltel tescasoù a=0 ou p=_e
, = 9 

résulte du théorème II en yIieu de ¿. On définft .ì;;i res nom_

Mais

donc

M, (a, 0) : Mn (0, o.) - M n_, (o., 2) _ n 

.nl 
ir (1tr ) 

i+r 
!q + ¡ -. I ) "+¿-r

B. sur res nombres M, (o,p) n ur'ìt 
?i nii - l)À;i''-t-

ques. Délimitons o'abori';iXl?-: ^i" lolyqnt faire quelques remar-

Nous avons 
bord te nombre Mn (o, p) i;.id.;J^,iTä r).

Tenant comPte de la formule

2n.(n-,1) n-,1 'n\ n f l;o+r +2
Mn (0,0)

2@+2) (n+r) Mn+z(0,0): (2 n ''- ,-r (Z n

(r0)
nous en déduisons

Mn ("., F) < rnax. Vz (x1, xr,
(0,1)

', xn): Mn (0,0) (øfP>o) (11) Mn (o,0) >
(n- | t nn(n

n+l n- n n

Rernarquons que

V"(qr,!2,. ' .,,1n)- v'(ro, ïL, ','4n, lr+l)

Si '40-- 
- l,.Qt,

(40-r¡r*r¡, 1¡
¡':l

(qo-',,ù, (n,¡r-.r¡¡,

nous avons
t'rþ4'r¡2¡1---l sont les zéros du polynome V r+z(x),

2n (('+P+n-t) 
Mn (o,Ð = [,Í e t^qù" (t _ \ùulv, (\r, \r, ., rJz) :

n (n-ll l' 
r/M;10-;O ----> a

2(n+2) (n*t)-z 
Mn+z(O, 0) [i, (1 # lù"-?( I _ r¡,¡e-zl .

n--cÐ

t) Loc cit a). ce nombre êtant le díamètre transfini du segment 0 - 1. Les formules

(10), (11) nous montrent donc que:' ' 'Théorème 
V. 'd, p étant deux nombres noa-nëgatif s, I'expresston

a) Bien enlendu ou qéut aussi écrire
Mn (a,o):uyr\, 

{", u¡

compte tenant de o.o.__ìr l lorsque ¿ __à 
0.

', Mn(0,0): Iim Mn (a, p)
a->0
p->0

n (n-l)
vw6ø

e) M, FEKETø ,,Über dÌe

G leic hungen mit ga nz z øh lige n
Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebrøischen

KoeÍÍizienlen" Malh. Zeitschrift, t' l7 (7923), p'228'
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tend, pour n =>
0_l r0).

On établit facilement que Mn (ø, p) est une fonction décroissantede ø et de F. on vérifie irrtiliätå"å;i år. la foncrion

@l i-l) log (" i i_ r)+ (p +r_ t) rqg (p + r_ t) __ ("*F*n1- i _ 2)rog (øf p +;+ i _ r¡

L;#"i i.T. fl ì,0. onuu"., .tsuivante:
(q, þ) est décroíssante et sonpsr rapport aux deux uqria_

devientmaximumquandlesxisontlesz,lrosdupolynom¿d¿LlcuBnne
gé.néralisé

L['r (x) : + !þ -. xc''+n-t.

Lq ualeur de ce maximum est

Nn(o) : e-n(o'*n-t) Ï't it 1"*¡:- l)a+i-r'
f:1

Le passage à la limite est justifié .par.le 
lait - qu'on démontre

commeauNo.2- qlel'expression(12)admetunmaximumatteint
pour un seul système de points *t = 9'' 

Si a - 1 le problème correspondant est rêsolue par le polynome

de Llounr,nE Propremerrt dit'
Lecasa:Opeutaussiserattacherau'casa- 2'Eneffetsioc:0

pour que (12) soit maximum il îaut qu'un des points x¡ coincide avec 0'
'ruirunt 

Oònó o :2etprenant n_ l au lieu de n on déduit le

Thëorème vIII. Lorsque les \ restent non-négatifs, I'expression

e-(xr*x¿ l"'lxn) V2 (Ír, Xz, , ' ', Xn)

devient maximum quand les xt sont les zéros du polynome

suR cERTÀINs PRonlÈ¡*rs DE ÀTAXIIV1UÀ1 STIF]LTJES

-# 4!o* e-x xn-L
ex dft-r: nlî¡a e-x xn -

La valeur de ce maxinmm est

N" (0) : e-n(n-D2233..' (n - 1)n-t 2233 " ' nn '

Ln-r (x) est le polynome de LloueRne

Ln-r (x) : @+fi# ¿-x Yn-l

dedegré n-7.
10. Faisons quelques remarques sur les nombres Nn (")'

Si Ê1, Ê2, . . ', Ê, sont les zéros de lÍ,4 (x), nous avons

Nn (a) ' (ErÈr"' Êo)o'Nn (0) tt)'

Si ,lo - 0, 1, '42, ' ' ','4n sont les zéros de Gn+r (¡)

N'(a) > (rìr r¡, .' .'\n)" e-('tt!ìts+ "'lttn) V2 ( rlt''ttz'' "''4n) :

: (q Ylz. . . Yìr,)o'-z e-('?0+'h+ "'+'tn) V'( là' It' ' ' ' ''Qn):
: ('4r Iz . ' In)o-2 N'+r (0).

Mais, un calcul simPle nous donne

Ê, Êr.. . En:o(^il) "'(o ln- 1), Yìr rz "' Tìn:(nf 1)!

donc
(13)

l¡ L'égalité n'est d'aitleurs possible que si a- 0.

81

t (n -| 1) l1a-z Nn+r (0) ¿ Nn (o) ['. (" * 1) ' " (afn - 1)]" Nn (0)'

TIBERIU POPOV¡CIU

On peut facilement voir que Ia propriété e. On trouve facilement lu, proôii'
Iieu de I'intervalle (0, I), 

"" ;;;;ï;9. prenons a:0:á:È d;;rî
que pour o - xt < p l,expressìon

t !, *r(t - + )' I u,(x1, x2, ..., x,)

ff:ï,'#ïiff#åTlít res x¡ sont les zéros du porvnome (écr* sous

(x)Ln-l (x).

r-p
xl-a 1-¿

n #*o *"*o-' (r - +)'**' .

Si nous faisons mâÍntenant p _> oo, noqs obtenons le
,,,r.or1!Ífíime 

vII' Lorque o j o ít qu, r^ i,-i-rî'* ion=négatifs,

(t2) (x, x, . xn)" g-(xr*xz*... +rtr) y, (xr, xz, . . ., xn)

r0) M. Fnrere a établi l,existence de la llmite i"rV-^*ren démontrantque la suite 
n (n_r) 

rn¡re qe V Mn (0, 0) en

est décroissan te. a, pr,":, lÏ;:t;îl. ;;,';r1";"
n (4-r)
{ V M,l-, p)} n: o,k * 1,..,

est aussi décrqissanle si on prend.le nombre ft s.uffisament grand.

6
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Or, I'ordre de grandeur du produi t 22 gs. . nu est

ce qui signifie que

n (n-t)
V nn I

'4
V¿Vn

n ___> d).

On en déduit que

n (n-t)
VN-;-o

nz,nlnz
nz--Z* o ,- o

n
I

-Þ- eVe
/l 

--Þ 
oo.

Rernarquons encore que N¿ (a) n,est pas une fonctions monotonemais son rogarithme est convexè. compte tenant aussi de (13) et deN,*t (9) : e-2n n" (n + 1),+r N (0) nous avons le
, Thèorème IX. Le logorithì:me de la fonction Nn (a) est convexePour q. \ 0. ø étant donné on a

n (n-t)
VÑ,ç"¡ I
n . eVe

n ----> co

' 11. prenons maintenant q:._Vrp, b_Vz-,1, ø:p dans le
théorème II. Nous déduisons que pour - V2þ = *1, = ür.pr,"*rression

[,É, (' - *r)'] u' (x,,, x,,,: , x.)

devient maximum quand les x¿ sont res zéros du porynome (écrit sousune forme convenable)

ç¡,(, LYU ¿'
rp ) a* (t - {u)u*'-''

Faisant 13 -= 
oo nous obtenons un troisième théorème énoncé parSrler,r3ns l2).

12) Loc. cit. r¡.

pRogl-Èlvlrs le MAXIMUM DE STIELTJES 83
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Thëorème X. L'exqression

,- lþ?* r?z+ "' + *'n) 
v, (xr., xr,. . . rn) (xr réels)

devient maximum 
"î.'r:;:":'*:';î' :+o '""me 

d'Hesntr'

Ls valeur de ce maximum est

n (n-t)
Nl: e---2- 2233 ' " nn '

Le passage à la limite, on le démontre facilement' est'parfaitement

iustifié.
Nous avons

12. Remarquons qu'on a

(- 1)" nlLl?(x): xl -n(o* n- 1)xn-t+ "

'On voit que la somme des zéros du polynome Lf,) (x) est égale

àn(aIn'- 1).LethéorèmeVllnousmontiealorsqueÀiø}0,Jc¡Sont

xtI xzi. . . + x,1 n(al n-- l)

(xr.x,. . . x.n)'V'(xr, xz,''', xn)

suivant:
Théorème XI. Lorsque'x)0' /es x¿ sont non-négatifs et

\*xz+' !x"aI
(xrxr... xr)" V'(xr, xz, "',xn)

atteint son maximum, égal u 
!-rn 

(" + i -- l)a+t--t' quand les x¿ sont

les zéros du polynome lÍ,') 1x¡, On a pu supprimer le taçteur e- $r+xz+ "' +xn)

puisque la fonction ¿* cròfi lorque x-.groît à partir de la valeur zêro'

on voit d,ailreurs qu'it t*t píenore l,êgalité danb (t4) pour avoir le

maximttm.
La substitution x I n (o* n- l),x permet d'énoncer le théorème

non-nêgatits et

(14)

l'expression

l'expression
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devient maximum quønd t9s n(aln - 1) xi sottt les zéros du polynonte
d¿ Lrcunnnr, généraliseú{) (x¡. La valeur de ce maximum est

- å i¿@.+ n- t)'t+n-t
M;G) r"fu"

On a, en particulier, le
Théorème XII. Lorsque les x¡ sont non-négatifs et

\ixz+. .ixn<l
le discriminant

V'(¡r, xz, . . ., xn)
deui.ent maximum quantl /es n (n - l) x, sont les zéros du polynome
Gnr(x). Ld va]eur de ce maxinrum est

M; (0)

De la même manière, en remarquant que

Hn(x):xn - !@-Ð xn=, * . . .

on voit que la somme des carrés des zéros du polynome H" (x) est égale
à n (n - 1). On obtient alors, comme plus haut, lã

Théorème XIII. Lorsque les nombres réels x¡ vérifient t,inëgalíté

x?+x3,1...ixT¿t
le discrímÌ.nant

te) Loc. cit r)

n -l

Y, (xr, xz, . , ., xn)

d.evient maximum quand les 1,/l(n ' l) Tl sont les zéros tlu polynome
d'Hnnmrre H" (x). La valeur de ce maximum est

Mî: "t" "'r1Á
fn(n -1)l 2

Les théorèmes XII, xlll sont d rs à M. I. sgrun qui les a démontré
par une autre v,oie lB).

13. Exactempnt comme plus haut on démontre que:
Thëorème *tv. to¡onùion Mi (;) est décroisiante et son roga-

rithme est convexe pour d" > 0. Noøs ovons la limite
n (n-l) l
n Vñ@-_--i;

17 ---> æ
pour toute valeur donnée de q..

85
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Nous avons aussi 
n(n_1) _ lVn v/ñ--T_

Ve
n-> @

ll.

Généralisation du problème de Srtnlr¡es

14. Considérons maintenant l'expression

E¡1:E(xr' xr,. . ., xn; fl : l(x')/(xr)''' I @ùv2 (x1' xz'"'' x')
ximum quand les x¡ restent dans

u,, noui raPPorter à I'intervalle

e aux Problèmes analogues Pour

sformations simPles'

I'intervalle fermé (0, 1) vérifie /es c

fonction (C), si:
|o.elleestpositivedansl'intervalleouverf(0,1).
20. elle est continue aux points 0 ¿f 1'

30./(0):/(1):0. .-
40.elleestexponentiellementconcqvedansltÌntervalle(0'l)'

Nous diron, #;i;;; / fx) vériri e tes con)ditions (c') ou bien que

c'est ttne fonctioni ið'j'i,"ti.âehors des propriêtés l0' 2"30'40' elle

vérifie uutsi lu propriété suivantê:

50. f (x) o unr" iä¡iä en tout point de l'intervalle ouvert (0' 1)'

La propriéte ¿o Ãt entendue au ttnt restrictif (et non pas au sens

de Jrusnn), donc

(15)

quels que soient les

' Xt'-Xz xz-ll

Í (xr) > I (",)E-*' / (x.) "'-*'

points x11x2( xs de I'intervalle (0' 1)

En Particulier nous avons

(16) ,l+)>vîG¡T@;.
pour deux points xt, xz de (0, 1): !u.fonctior 

\ogf @) est concave

dans tout intervalle .otþtettttnt intérieur à (0' 1)'

Des propriéte.li.ri.onnues résulte qu''àt tán;t1if) est bornée

supêrieurem"nt Oun.-(õ, fj .i 9it continuå non seulement à I'intérieur

rii., put suite de ta propíicte 20, pattout dans (0' 1)'
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Enfin nous désignerons Par

M" (/) : ÍlâX' En: E (Ën;, tn,z, ' ' ' ' Ë,','' f)
(0,1)

qui est èvidemment un nombre positif.

16. Nous allons démontrer maintenant que la correspondance entre

une fonction (c) et son système maximisant ou son polynome maxi-

misant est continue.
Nous avons besoin de la propriété suivante :

Lemme I. Nous pouvons føire correspondre ù tout nombre po-

sitif e un autre nombre positif TteI que si

I E (xr, x2, ..' ., xnt l) - Mn (/) I < ''l

on ait aussi

. l x¿-- Ên¡l{e (xr.'xr<...
i:1,2,...,

cette propriété est une conséquence de I'unicité. supposonsr en

effet, que la própriété ne soit pas vraie. Par un raisonnement classique

on voiì qu'il óxisterait alors un nombre positil e et une suite de systèmes

de points

x\û = xf) = .... xf) m:7r2,
telles qu'on ait

I E(xÍ'), xY\,...,x\f)tf) -M" 0 I <+, m:1,2,'

et que I'une au moins des inégalités

lxÍ*),-Ën,¿ I >ê, i:1,2,...,fl
soit vérifiée pour tout m. On en déduit I'existence d'un système

xr4xrz..,--xnla)
tel que

E (xr, xr, . ' ', xn; Ð -- M" (/)

I xr-Ê',r I * | xz-En,z ll " + I xn--€''n I >'

ce qui est en contradiction avec le théorème XVI'
' 

Considérons maintenant deux fonctions (C)' 
"f 

(x)' g (x)'

Soient En,t 1tn,z 1" ' <
tèmes maximisants correspondants' Soit A la borne supérieure de la

fonction f (x) etB la borné supérieure de I / (x) - g(x) I '

A:max'/(x), B-max' l/(x)-g(¡) I

(0,1) (0,1)

u¡ Nous savons d'ailleurs que partout nous avons le signe ('

TIBERIU POPOVICIU

roposons d,examjner est le suivant :
es conditions (C), déterminer et ëtu_
Er lorsque les xt restent dqns l,inter_

aussi quand la fonction f (x) ne
s hypothèses paraissent être les

e la fonction Í (x) égale à I pour,
ette fonction vérifie les propriétés

max. E (x, xr,) - l, ., (0,1). 
.

mais il est clair que ce maxímum n,est pas atteint.' Passons maintenant à l,étude de notre problèrne.
15; L'expression En est une fonction simétrique et est continuedans Ie domaine a - *, 1 xz 4 . . . = xn < l.Eller,uni,ul. rui la frontièrede ce domaine, donc
Thë'Òrème Xyj S¿ l(x) est une fonctíon(C)I,expressionEnadmet

dans (0,1) un maxi,mum atteint pour au moins un systènte de pointsxt dÌstincts et sÌtués à I'intérieui de Iinterttarte (0; rí
supposons Qrie re maxirnum soit atteint pouì á.i* systèrnes diffé-rents de points x¿

(17) oalt {!z{.'. < ln.'-l, 0<yi<y;<... <y',<t
I yt-yil + I yz-y;l +...+ | y,_y;l >0.

en prenant alors les points

,,i: -yt+yílt :T , [=. 1,2, . . ., n.

et tenant cornpte de (16) on déduit, exactement comme au No. 2, que
E(yí,y'í,...,y'i;Ð>V

l'égalité n'étant possibre que si res deux suites (17) coincident. c,est èncontradiction avec nos hypothèses. Nous avons donc le
Théorème XVI. Si f (x) esf une f onctíon (C) t,expressÌon En admetdans (0,1) un maximum atteint poui u, seur ìyítem:i iiîrirt, x¡ dis_tincts et situés à l'Ìntérieur de lntervaUe (0,lj
Nous désignerons par 0 {Êr,r._ €1,_z(...<

pour lesquels ce maximum est attéint. Nous appelons ce système /esystème maximisant de En. Le polynome

¿.(x) --- (x - Eo,) .(x - Ên,z) . . . (x _ Ën,n)

sera appelé le polynome maximisant de En.
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tn-> a,iers le système maximisanf Ên'r ( Ën'z " ' {Ên' ¡ coff€s-

pondantdf(x)15)'- Ê*)t-->E,',¿ l:l'2"''"n'
m->Ø

Cette propriété sera fondam '[ð). now
17. Supposons maintenant ul différen-

déterminer alors le, maximum nous pr 
" r¡ orrcfÄme

tiet. Le maximum t'l Oonc dêterminéìpar le système

I a1n _ P"(x¡) -tl-lI'J, i:1,2,...,n
(18) E;.¿xt -F 1xi).' ï\xt)
oirlru . p(x):(x-x,)(x-xr)"'(x--xn)'

uite des hypothèses faites et surtout

us avons le

n (C') Ie sYstème (18) admet

tàitnt dans I'intervalle (0' 1)'

V, nous avons le

ne f onction (C')' nous avons

'. " /(Ê',i )P';G''¡)-l (tn't)P'n(Ên'i):o

. i- 1,2,...rn..

nous devons montrer comment' les

'ntä Pã"t ltt fonctions (C) et qui

nstrations des propriétês correspon-

Lemme III' St

O{x, 1x21"' <

est une suite de points sttuds ù l'intérieur de I'intervølle (0'l) et si

c1)cz>...

est ttne suite de nombres non-croissants' iI existe une f on'ction '(C')

dont la dértvée t"S"riii^tqi..i prrra les vaLeurs ci dUX PQints corr-es-

Fondants 
it i"l ,u fonction continue définie dans l'intervalle (xr, x')

telleque 
*1xr)-ctt i:1,2,''''m

g (x)'= une f onction linéaire d'ans (xt' ri+r)' i: l;2'' ' l' m -l'
15) eue la limite soit une fonction (c) n'est pas essentiel, mfig n9u1 aPnlioue-

rons ce théorème sous cette forme daus ta suìte' :
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Nous avons

Í(x) ¿g(x)*8, s(x) 4/(x)*B
donc

f (xr) f (xr) .. . f (x^) ¿ s (x) g (x). . . s(x" ) -f C

,s(x,)g(xJ . . . s (xn) ¿ f @)l @r) . .. (x,)* c
où C: (A f B)r .: An.

Nous en déduisons
E (x1, x2,...,xnil) =E(xr,xz,..., xni g)+CV, (xr,xr,'...,xn)
E (xr, x2,...,xri{)aE(xr, x2,..., xr; f)+ CV, (xr,xr,..., xn)

d'où
E. (x,, xz. . . ., xn) f) ¿ tvl)@)+ CM" (0, 0)
E (x,, xz, . . ., xoi g) - M,(f) + CM" (0, 0).

Nous avons, en particulier, .

M,(Í) < tvtr(Ð + CMn (0,0), M" (g) = Mn( ) _¡ CM, (0, 0)

: : i M" (/) -- Mn @) I 1CM" (0, 0).,

lli M, (0,0) est le nombre défini au g précédent
Nous avons aussi

E '(Ë'n,1, t'n,z¡ . . .t Ë'r,t; f) < M, (g)+ CM" (0, 0)

M" (g) 4 E (Ë'n,1, Ê'n,2, . . . E'n,r; Ð +CM, (0, 0)

On en déduit que

I E (Ë;, t, Ê',,2u . . ., Ë'n,^; l) .- M" (/) | < 2 CMn (0, 0).
or, c tend vers zéro avec B. Tenant arors compte du lemme I, il

en résulte Ie

Théorème XVIL Nous pouv'on's faire oú nom_
bre positif e un autre nombre positif r¡ tgl ction (C)1(*) et pour tout autre fonctiòn çf g@) q fté

dn ait aussi I I @) - s @) | 
.< 

rldans (0, t),

" I tn,¡--Ë7,¡l<e,t: 1,2,,..,n
pour les systèmes ntaxintísants correspondants.

C'est Ia propriété que nous avioqs en vue.
Nous en déduisons, en particulier, le 

-

Thëorème XVru. Si une suite de f onctions (C) i

f, @), lz @), . . .,ln(x),,';.
conuerge uniformément vers une f onctíon (C), f (x), le système maxi_
misant Ê[iì < efÏl <: .. . <



PROBLÈMES DE MAXIMUM

Qz , Q. (r),

DE STIELTJES 91

SUR CERTAINS

Dans I'intervalle fermé (ò'

continue et concave' Il existe

"áij. 
f F(x) I aA' Considérons

1 - ô) la lonction F (x): tog /,(x),est
un nárn¡t. A tel que dans cet inter--

îuint*unt la suiie de polynomes 16)

(x)
(1e)

Q' (x) : ' þ-,4")(i)," 
ò)'(1-ô --x)n-'l

qui vérifient les propriétés suivantes:

10. Q,(ò):F(ò), Q'(1 -ô):F(l-Ð
20. I Q' (x\ | ¿ A, dans (à' 1 - ô)

30. Qo' (x) est concave dans (ô' 1 - ò)

40. ú (Ð : r:;r[r ('* L+!\- o (u)]

a; (1 -- õ): --!-r 2ò[0,, - Ð- F (t -u - B' 
)]

50. La suite (19) converge uniformément vers F (x) dans tout

I'intervalle (ò' 1 --D)'
Nous prolongáont le polynome Q' (x) exScle'm9nt' comrne nous

l'avons fait avec qr (x) et nous désign"ä ò^; a; (r) la fonction ainsi

définie dans tout 
'i"ì;";i[ 

ouvert (0, t). bétinittont enfin la lonctton

l*(x) Pat

, 

/' (o) : f ^(t): o

f*@)- eQ*m@) , o{x{1'

Les fonctions /. (x) vérifient les conditions (C')'

,ou, *- -=# nous avonsQ; (ò) > 0' ;(1-Ð 'o'doncl*@)

est respectivement tioi"untt et décroissante dans les intervalles (0' ô)'

ii -iïrj, ;onc à rortiori

l^@)<e Pour O1x4ô' 1-- òz-x1l' n''S'

D'autre part, nous' pouvons déterminer tln nombre m' tel que

Poút m) m' on ait

I Q.(x) -F(x) I (Iog(ef eA)- A' ò'1 x'11 -ð'

16) Les polynomes Qt (x) sont les polynomes de M' S' RnRNSTEIN' Pour la

démonstration U", OöLËãì-í"-t" ""O,'fti"*iu 
poooït"tu ,,Sur.I'approxímation

des fonctions 'o"';:;';:;ìiit'p¿ìrci'" 
¡"tutt'"tutita t' X (1935)' p'49'

90

La fonction

er (x): [. e @'¡ dx
. .¡xt

est concave dans l,intervalle (x1, x¡r).
Nous atons maintenant protoíger convenabrement cette fonctionda¡s l'intervalle (0, t). prenons l" i"å.ii"" 9z (x)définie de Ia manièresuivante :

'92@):( I c, ltl - c1)(x,--x)*¡,( I c, I *l)- x?( I cr I #I) ,0{x4xt
çz (x):9r (x), xt 1 x z xm

,or(x): (c* -- t - I c^ I ) (x- x*)*pt@^)*(r_x^)( I c* I+1) _

TIBERIU POPOVICIU

_(l-x*)2(l c* l+r)
l-x , xml X{7

Enfin I¿i fonction / (x) définie de la manière suivante
/(0):/(1) _ 0

l(x)-eqz@ pour 0(x(l
est un_e fonction (c') et vérifie les conditions du remme III.

Le prolongernent de Ia fonction g1 (x) se fait en roÀru par raccor-

ce importante:
) sont les polynomes maximisants

correspondants à une fonction(c) et àkvareurs de n, ces porynomes
s.ont 

.au,ssi les polynomes maximÌsants ,orrrrpond;;;r-; une fonc_tion (C') et aux mêmes valeurs de n.
La démonstration ne présente aucune difficurté et résulte immé_diatement du lemme II et duìhéorème XIX.
Dans la suite nous appliquerons çette propriété pour Ies polynomes

Po (x), P,-r (¡).
Nous avons encore le

t/
non-croissante. (On prend bien ente

nombre positif arbitraire. Il existe un nombre positif ô ç p tel que

,f (x) <,
pour 0 ¿ x 

=ò, 
etpour 1_ô< x 1 l,

)
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Nous en déduisons

ll^@)-,f(x)l(r, ôzrzt ô, ffi)m,.
Finalement donc

lf*@)-f(r)l<e pour 0-x<t,m )max. (*,,-o-ò \

ce qui dérnontre Ie lemme IV.
19. Nous dirons que deux suites . :

(20) x1{x2<...
de n et de n - I points respectivement, se séparent att sens strict sil'on a

xt { xi( rz ( *L< .. . ( r¿-r { x'r-t 1 x, ,

Nous dirons aussi que Ies deux suites (20) se séporent ou sensIarge si l'on a

\ a xi 4 xz 4 xL<,. . 4 xn_r a xí_t a xn

et si les suites ont au moins un point commun.
On peut aussi dire que les zéros des polynomes

P(x):(x-x,)(x- xz). . .(x-x,), p1(x): 1x-xi)(x_í"). ..(x_xL_ù
se sép_arent respectivement au sens strict et au sens large.

Le polynome p1 (x) peut toujours s'écrire sous raïorme

P,(x):P(r)Ð #" (å t,:t)
qui n'est autre que ]1 formure d'interporation de Lncna¡.¡cp. Les con-stantes s¡ sont complètement déterminåes. --"-'-"

Nous avons le

La démonstration est facile. Supposons le contraire. Nous pouvons

alors écrire
n

Pn-r(x): Pn(x) t #h' l=l

où s¿ > O, ,ir',: 1' Pour fixer les idées' supposons que sr:0' On a

alors Ên,r J-Er-r,u Dérivant deux fois de suite nous avons

P'¿-, (x) : P; G)å T:Ç,-e " 
ix) f, å- €"r.)'

,n

p'i-,@):p'i(x)å 

=t 
- ZP'n(") Ð G-jl-r - r" ')'z+

n

+zPnG) Ð,

d'où
,.-.*\ sl

P'n'.t (Ên,r) : Pn (€n'r) 
þ-Er,r-ç,

nn

pí-r(Ên,ù-e'í(En,ùÐ-ilåÇ-2P'n(€*ùf,^6i-s"r--çuy

Tenant compte de €n,t - fn'1 et du théorème XIX nous en déduisons

:n'
/ (Ê",ù P; (i,,1),Ð6/1;: o'

Mais, / (Ên,r) P'" (En,t) *0' il en résulte donc que

SZ:53: "':5n:Q'

C'est en contradiction avec l'hypothèse ,!, " 
: 1 et le théorème

émontrer maintenant la ProPfiété

nomes maximisants con-

f onction(C) se sëParent

d'abord qu'

n etfet, si la
et le lemme

les zéros se séParent ou bien au

f^tga. Mais, en vertu de la consé

rnier cas qui arrive'
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II reste ä démon
tion (C). Considérons

TIBERIU PO

(n- l)
fim. v-ñlÍ)

ll _> co

POVICIU

trer la propriété dans Ie cas où / (x) est une fonc_pour cela la fonction

Í*1x¡: [x (t - f)] t-* lÍ (x)l^
o < m - t, fo(x):_ x (t __ Ð, ft@)--,f (x)

f-@) est une fonc-tion (c'). Lorqu e m c,r.oitde 0 à l, la fonctio n for:c);i(il;.¿;¡ dérorme à'ún. r"i"" .ã"ti"u. .t iunii,i,åîåun,.nr veró
Les théorèmes XVIII et XX nous.montrent alors qu;il suffit de

!:i::rru 
ra propriéte pour'ä ¡îri,,rn fo (x): x (1I";. or, oun.

P,(x) -F(-- n,n+t,1, x),p,_r (x).- F(_ n+1, n,t, x)

de Jacosr se séparent
démontré.
quelques mots sur Ie

a borne supérieure) de / (x). Nous

M,(Í) = o". yu:.V, (xr, x2, . . ., xn) :An Mn (0, 0).(0,1)

Le théorème de M. M. F¡r¡rn nous rnontre donc que

(21) 1z_-4

soit e q | "n 
nonÞre positif arbitraire. Dans l,intervate (2e, 1-ze)

åilii::ff.i(x) 
a un minimurn posirif a. soienr tt, Ê2, . , ;;res points

max. yz (xr, xr, . . ., xn): mn(r)
(2e, l_2e)

est atteinf. Nous avons

f G)Í(Êr) ...f Gù mn(") aE(ir, €r, ...,Ên; Ð 4 M,(Í)

an mn(e) 4 M,u)
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Mais

et il en résulte que

n (n -t)
V an---> 1, pour n - oo

n (n-t') 1' i *^6--T - e' Pour n->@

DE MAXIMUM

ll 
-)æ

DE STIELTJES

Q2)

n (n-l\ 1

tin.' VM(Íj=? -'

quel que petit que soit e' Les relations (21) et (22) nous montrent donc

oue:
'""' ,nnorème XXII. Si f (x) est une fonction(C) l'expression

"^-)-'u)
a, plur î ---> u>, utt€ lÌ.mite qui est ëgale au díamètre transfini I o'

segment 0 -- 1.

22.Nous allons maintenant considerer un cas particulier'

Soit

I (x):lx - arlotlx-a.zl *' .' I x-anlo nlx- an¡rl or¡r' "lx-an+*l'nv'

oir a1 ( az1.'. lan-t1cln:0 1an+t: 1 < dn+21"' <

61¡õzt ...,oh+k sont /rf k nombres- positifs' C'est une fonction (C')' Le

pãtynorn.'maximisant þ" (t) est alors solution de l'équation différen-

tielle linéaire homogène d'ordre 2

(23) ,'+(f 
^+ 

.:h+ .+ 
'H-r)v'+'

-a) - az)

nomes P"(x) etPn-r (x) se sëparent au sens strict'

0v
x
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c'est sunrrJEs qui a étudié pour ra première fois res sorutions poly_
l;äÏ1,ïT.t"uflïijt"" 

(2s) "). i a rnonire, compre ren*;" rait que

(n 1)(n (n h k-
1 k

solutions porynomes de d,egrê n, que cette équation a exq.ctementln# hIt -.-z\
\ n¡i -z / solutions de cette forme qui ont tous reurs zéros réers

17) Loc. cit. a¡
18) Nous avons énoncé des résurtats prus géneraux dans notre note: ,,sur unproblème de maximum d¿ Srlerues.. c-. ñ. tuo. Sc., paiis, t. 202 (1986) p. 1645.


