SUR CERTAINS PROBLEMES DE MAXIMUM DE STIELTJES *)

PAR

TIBERIU POPOVICIU

1
Sur quelques théorémes de STIELTJES et de M. L. SCHUR

1. Désignons par V (%, o, . . ., %q ) le déterminant de Van Der MonDE
des nombres (ou points) «,, ay, ..., «x, Le carré de ce déterminant est le
discriminant des nombres a; ou le discriminant du polynome de degré n
ayant comme zéros les poinfs ay,

Dans une note STierjes a énoncé le théoréme suivant 2):

Théoréme I. Lorsque a>>0, B> 0 et que les xy restent compris
dans lintervalle (0, 1), Uexpression

- A
D =D (k, s -+ %5) = [121 (0= | V(e 2 )

devient maximum quand les x; sont les zéros du polynome de ]acos

Pu(xy=F(—not+ptn—1,a,x)—= a(:;:)(lE;—T—):I_fl) ‘%n__nxa+n-—l(1_x)ﬁ+n._1

La valeur de ce maximum est

O o il (1 k) i
M, (o, B) = fgl (e p-Fnfi—2)stitnit=2

STieLT)ES @ donné la démonstration dans un autre travail3), sur
lequel nous reviendrons plus loin. Le calcul de M (%, B) n’est pas indiqué
par StiELTiEs mais il peut se faire en suivant la méthode, développée
sur certains cas particuliers, de M. I. Scaur 4).

1) Pai entrepris ce travail A la svite des discussions que jai eu avec M. e
Prof. TH. ANGHELUTA & Ulnstitut Mathématique de PUniversité de Cluj,

) TH. ]. STIELTJES ,Sur les polyromes de JAcoBr*, C. R. Acad. Sc., Paris,
t. 100 (1885), p. 620. -

%) TH. J. STIELT)ES ,.Sur certains pofynomes qui vérifient une équation
différentietle linéaire du second- ordre et sur la théorie des fonctions de LAME®,
Acta Math,, t. 6 (1885), p. 321. '

4y L. SCHUR , Uber die Verteilung der Wurzeln gewissen algebraischen Glel-
chungen mit ganzzahligen Koeffizienten®, Math. Zeltschrift, t. 1 (1918), p. 3717,
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2. La démonstration du théoréme I peut se faire facilement, Remar-
quons d’abord que D (x;, x,, ..., x;) a un maximum pour 0 = x; <
qui est nécessairement atteint et notamment pour des valeurs X; toutes
distinctes et ne coincidant pas avec 0 et 1.

On peut voir facilement que ce maximum ne peat étre atfeint
que pour un seul systéme de points x;, Supposons, en effet, que

(naal];. D(xl;x2 °00p xﬂ):D(ylxyz" 2 '!y-'!): D(J’;,_,V;,-_;-,y;) A

ou
(1) 0<H<p<l . << 0< i< yn s ... <y
Ii=pil 41—yl F o 4 | ya—yia | >0
Si nous posons
y;fz_{’%{f_ » I=1,2,...,n"
nous avons

WOP=py;, A= 3P=(—p) (1—y), Gi—P= 1 =y) =) |
I'égalité, dans Pune de ces formules, ne pouvant avoir ljeu que “sj
V=V e8P,y — =y —y,, :

Il en résulte que - :
@ DOLYs )= VD0OLY, ) DGy -5
égalité n’étant possible que si les suites (1) coincident. C’est en con-
tradiction avec nos hypothéses et unicité signalée en résulte,

On en déduit, en particulier, que si =8 les points pour lesquels
le maximum est atteint sont simeétriquement distribués par rapport au
milieu de Pintervalle (0,1). Cela résulte duy fait quesia==B;ona

DA —x;1—x,...,1 —x,) = D{x,x...,x0) (02x < 1)

3. SmieLTiEs a démontré que la détermination du maximum se fait
a laide du calcul différentiel, Posons '

PX)=(x—x)(x—x,)... (x—x»).

Le maximum est donné par le systéme
2D
2 Xi

=0,i=12...,n

qui admet, comme il va en résulter plis loin, une seule Solution Sous
Phypothése que les x; sont distincts entre eux. Cette unicité est d’ailleurs
demontrable directement a Paide de Finégalité (2).

Un calcul simple nous donne

S 0D ey Sl gt )

Dox;  x 1—x; B oa—x  x 1—x P’(x;)
2’ désignant une sommation oit Ia valeur f=1 est exclue,
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- Le maximum sera donc donné par le systeme | .
x; (1 = x VP (x)+[a— (x+B)x: 1P (x) =0
=280 1, '

On voit immédiatement que le polynome P (x), qui est de degré n,
doit vérifier Péquation différentielle
x(1—x)y"+—@+p) 1y +ry=0
el 1 e
A étant une constante. On trouve A= n (n -1—oc +p—1)et t;r:n(;rc[);t.rq::).
P (x)s'exprimea l'aide de la série hypergeome‘tr[quc de Gauss, i r’n‘ ,1-{35
On trouve effectivement que ce polynome, a un facteur constant p d{;
l: égal & F(—mat+p+n—1La x) donc il est un polynome
es b 3 :

osl de degré n. ) : s el
be 4 Pourg calculer la valeur du maximum M, (, §) nous allons fa

d’abord quelques considérations un peu plus générales.
Soit :
QO (JC), Ql (x)? s 2 Qﬂ (x)s S
une suite de polynomes définis par les relations de récgrrence
@  Qe=1,Q;= b x+ ¢y Qu=Gnx+ca) Qa1+ Quz
=23, ¢

' ' ' - ifférents de zéro.
I osons que les a; et les b, sont di
4 nmll)sé:il:gpnl?:ms paufl &, &M, . ., §09 les zéros du polynome Q,(x) et par

Ap=— ﬁ Qﬂ_l (efn))

=1
¢ é ¢fini de cette
le résultant des polynomes Qn—y, Qn (ce résultant étant défini de
manle{)g (3) nous déduisons que le coefficient de x" dl‘;ms(ﬁ,;)(x) es;(fggl
ab b p . Faisant ensuite succesivement x = &1, §*=, ..., 157,
1vz2 ¥
nous en déduisons |
n—1 : . o n— (E(a=1)y = gn—1 AL
Ha—1y — g 1 |1 Qn—z(é ) G

iEl Q" (;S ) n ¥ i

Mais

b
n—=1 n — An
QG = 55"

i=l P

done
ces by Lo T
. :%1_”_1 o T
n

Si on remarque maintenant que A; = 1, on obtient

. e o ; .
' by by n—1
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En particulier, Jes '
» > 1€ polynomes P, (i) — 7 ¢ _
. e cas

(5) bn:__(ﬂ‘f*ﬁ—f—zn—-z)( Ao
LTEF2n—2) (it pf 20— -
CFi—D iy, (m:_g{_ﬁ)

o= (1) (8
—— (1) @tn-—->
5 (a+ﬁ+2n—-3r(7_—rf:ﬁ—+—)m

et on trouve

e (34 i1

5. P i @
H a I =2+

les 74
es zéros dy polync_)me Pu (%), nous avons AR
M" (a’ﬁ - n . . r v
) [fEl e! (l '—_Ef)ﬂ] Vz(eli 529;':,&;:).
Les relations
P, (0)=1, Po () = (- 1y~ ﬁ f"_'ti‘___l .
) =t &1
Po ()= (—1p[ ) 2t B+nti—2 iy
b e ](xhs.)(x-sz)...(xﬁe,;)

nous donnent

] TR MES FI—-—__?‘_T,_‘_’._‘:_!_____
) e CtHBfn 72

, A—&)A-&)...1—gy & _ Btii

Nous avons Mmaintenant

(8 J'!—-I & s
) V2L G ) = (s 1)"_(5_12 —ELE'_(EL
(bl bz. 0 .b}'!)rx j

Mais les pol
ymones P,, P ;
encore la relation suivante %> F-v et la dérivee du premier vérifient

x(I—x)P;’(x)::(dﬂx"}"eﬂ)!)n(x):i"___n:f‘L%_!__—T-ﬂ:__l_)_'P (x)
o 2n—2 Pa1ix

dﬂf a

[ UCCE 1 —— = Dayso» LR ] eﬁ

® APy (o gy MG+ n— 1y
N Y e e

iE'l & a—¢)
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Enfin, compte tenant de (5), (8), (7), (8), (9) nous obtenons
r B (afi— N HA @i — 1)
Mp(a, )= T (e 1= n - i— 2yFrimti=2

=1
qui est précisément 1a formule demandeée.
6. Une transformation linéaire simp

réme suivant: :
Théoréme Il. Lorsque o >0, 8 >0 ef que les x; restent compris

dans Uintervalle (a, b), a < b, l'expression
n ! ]
MGy — a6 — x| V2 oy oo 30)
=1
devient maximum quand les x; sont les zéros du polynome

le permet d’énoncer le théo-

(x — a)== (b — x)=* f;_,; (x — a)tn—1 (b — XY+,

La valear de ce maximum est
(b — ay letftn—1 M, (2, B)-

. En particulier si a == —1, b=1, a = =1 on obtient un autre

théoréme de STIELTIES®) : _
" Théoréme HI. Lorsque les xi restent dans Uintervalle (—1,1),

Pexpression :
(1 ”_x%) (1 B x%)‘ N (1 —xﬁ) V2 (x]! Kgs v o o X,

devient maximum quand les % sont les zéros du polynome X de

LeceNpRe de degré n, La valeyr de ce maximum est
2436, ., pon
P5...2n—1)z=1
7. STiELT)ES a encore énoncé le théoréme suivant %):
Théoréme IV. Lorsque les xi sont dans Vintervalle (— 1,1) Uex-

pression ;
V2 (xy, Xg -+ -5 Xn)

devient maximum quand les X sont les zéros du polynome Vo qui
provient du développement

VIi—2xz+42% = Z Vi (x) 27 .
n=0
La valeurde ce maximum, qu’on peut désigner par 24"~ My (0,0),

est
2233 .. (n—2y—2223 ... "

P5... (2n —3)n3 -
5} TH. J. STIELTJES: ,Sur quelques théorémes d'algébre®, C. R, Acad. Sc.,

Paris, t. 100 (1885) p. 439.
8) Loc cit. 5).
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Ce théoréme correspond au cas o
par M. L Scaur 7), Les résultats précéden
brécautions, maijs 01 peut voir ajsémen

si les X: sont tous distinct et si 'y coincide ave
On déduit donc Je théoréme IV dy théoréme {I

en y faisant g — __ 1,
b:l,a-—:ﬁ:_Qet en prenant n — 2 ay liey .

Remarquons que

1 LT
P (=) 1 g =

n(x*—1) gn
T2y (6t i

=:—~/'xb Xo1 () dx =V, (x).
Jf

On peut aussi, de la méme maniére, trajtey les cason a=e
seulement. Par exemple le cas o — 0, B 52 0 Fésulte dy théore

faisant » — 2 ot en prenant n — 1 ay liew de . On définit ai
bres M, ©, &), M, (=, 0). i

0ouf=0

NEEDAH @i gy

M, (%,0) = M, (0, @) = M, (2= f'__], (= R i— 1)otnticg
8. Sur les nombres My (2, B) nous pouvons
ques. Délimitons d’abord [e nombre M, («,

Nous avons

faire quelques remar-
B) a Taide de M, (0,0).

(10) M, (%, ) < max, Vixy X, X)) = M, (0,0) (=-F5>>0)
1)

Remarquons que
VECU0 15 s Yy W)
n
(o — 1) ‘,l_‘l (o — %) (Mt —)?

_Vz (Th) Ny - - ,-_Y}r:) ==

Si gg= — 1,4,
nous avons

FEH M @) > [ 0 (b= [ve g

“+> T e 1==1 sont les zéros dy polynome v, (x),

=2t M2 0,0 11 (14 e w2 .

) Loc cit. %),
%) Bien entendy oy peut aussi écrire

Ma (2 0) = lim M (2,8) ; Mg (0,0)— fim Ma (2, 8)
A—=0 a—=>(

A—=0

compte tenant de o® _, { lorsque e« —> g,

; STIELTJES
SUR CERTAINS PROBLEMES DE MAXIMUM DE

Nous avons .

o @n+1)! o I
Vars ()=~ 5T mi s

o 2::-}11 (n+2)! .. Vage (x)=—— _2PFI "“’.’;';f).’vigw(l)
n - e T S | T s @nt
= “ I PR S | )
i e 2 21 Vi)
N (=D =G0 Ty I _x:—l'
7 PO R R e AT L :
. ' : ' 20t a1 (n+2)! £L(—1)
:~:(—-1)"+?WV’*2 )
Mais

1yt
Vi) =—=1V, ,(= 1 =(— 1)t
dOﬂC n n o 2"_‘1’”({1 "I"IZ)I .
N () Nn—m= e

te de la formule oy
Tenant compte 20600 ()=t (A D22 - )
- T @ TP

2(n+2) (n+1) Mn.|.2(0’0) 5

éduisons : '
nous en d : (ﬂ ll l‘)u—l nt (n - 1)n+l (” + 2%"_:1__“ .
) M @B gmmmemmgn — e )

f—4 L
L [l 0,0
.;' - (zn—[-— 1)1 s
20,20, .
formule est évidemment valable pour i onpvoit que la racine
N fe, tenant de.la foumls de Srivie, d vers 1 pour n—=><,
CC;I)IE" du coefficient de M, (030) dans (1 lé) tt?e
’E)S”u;re part M. M. Fekere ) a déja remarque q
a a :

a{p—-1)__ ]
VM (0,0)—>
n—>=>c°

ontrent donc que: L o aﬁfs ;'expressfon
(10),(Lixnous 2 o, 8 étant deux nombres non-nég ;
Théoréme V. a,

Y wen)
1 s .
] olnt bei gewissen algebraischen
der Wurzeln bei gewisse 8.
Uber die Vertellung ¢ ; ift, . 17 (1923), p-
f:) 5 FEiﬁiZiz’jzangen Koeffizienten Math. Zeitschrift,
Gleichungen m -
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tend, pour n —s °o, pers fe diamétre tran
0—119),

On établjt facilement que Mg (a,
de o et de 8. On vérifie immédiateme

sfini —;— du segment

B} est une fonction décroissante
nt que la fonctjon

CHi-1)10g i~ 1) (3 -1— 1) 1og Bti—1)—
TR bt i =2 log i 4-p 4041 — 2

est convexe par rapport 4 « et g lorsque { = p, o~ 0, B >0,
La fonction log M, (2, B) est une somme de fonctions convexes et

nous pouvons donc énoncer Ja propriété suivante »

Théoréme VI, La fonction M, (¢, B) est décroissante et son

logarithme est une Sonction convexe par rapport aux deux varig-
bles a et f.

On peut facilement voir que Ia propristé ast val
On trouve facilement les propriétes corresp

lieu de rintervaile (0, 1), on prend un intervalle finj qQuelconque (a, b).

9. Prenons a= g, b =13 dans le théoréme II; nous en déduisons
que pour 0 < x, =@ Fexpression

2 X \8 .
!['lx?( “—B‘) ]V (xl,xz:---»xn)

devient maximum quand |
une forme convenabie)

~[rog)"

nl dx i

able pour «x0, (=0,
ondantes quand, au

€S Xy sont les zéros du polynome (écrit sous

B

——> 9, nous obtenons le _
0 et que les x, restent non-négatifs,

)ﬂ'-{-ﬂ—-l

Si nous faisons maintenant B

 Théoréme VII, Lorque & ~
Vexpression '

(12) (e x5 .. x,)e e~ Otk 42y ) 2

Gty Xzu oy 3)
—

n{n—1)
) M. PEKETE a établi Pexistence de Ia limite de 1M, (0,0) en démontrant
que la suite : !

n (n—1)

VM 00} a=23, ..

est décrojssante. «, g stant donnés,

n{n—1) _
E VMR(“;ﬂ)} R:'k)k"l'la

st aussi décroissante s on prendle nombre & suffisament grand,

1a suite plus générale
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généra”Sé x yl—o . (nt

e* .
Lgx) (x) ]

Rt e_x xa—}—ﬂ.—l.
Tl dxt

La valeur de ce maximum est

— % ;o 1yl

T ~-0 1) (e f— el

e 1‘21 e émontre
s * 0

e & la limite est justifié par le fait — qu'on dém

Le passag dmet un maximum afteint

omme au No. 2 — que Iexpression (12) a
i L

cour un seul systéme de points x; = 0. =t

g Si« = 1 le probléme correspondant es

; ent dit. : __ b
i LA(I].UER:: a? Tpéegtleut aussi se rattacher au'cas « = 2. En effet
ec =

s point incide avec 0.
que (12) soit maximum il faut qu’unl t:lesdpo:ln‘{)s;1 J(cifé((;flli]:(;:a
e = nant n — 1 au lieu de . , -
Faisanthqon;;e—lf?; t f(?:sque fes x; restent non-négatifs, Uexpressio
Théor :

e baf le polynome

e —{srbxat..t2p) V2 (Xgs Xay+ e+ xn_) |
I olynome
devient maximum quand les Xy sont les zéros du polynomn
.
ex dn—t . _..f Lo (x)dx= Ga (x).
’ XXt = "
exx d : |

e e in kA by s
e e ETF X = oy T
nt dxt i

.
N(O)—-e { :23...(11—-1) 123.--”.
Fi ]

de LAGUERRE
Lp— (x) etlepyrete eX dn—1 —x xn—1
Lot (¥) = G221 gt

i s s remarques sur les nombres N, («).
. Faisons quelques remarq
:'}E 3 ¢.. sont les zéros de L§” (x), nous avons
18 Sgy v v
" Ny (@) < (¢ & -+ 8 )*Na O 1),
Si IO My, Ty « - -» o SONE les zéros de Grr (%)
=W, Mn BS ee wi
:‘1](0 1 J* o itk 3a) V2 (s o+ - 5 0) =
Nafo) = (y ﬂzﬁ yo2 g—C ettt o) V2 (Vg Ny -+ 57 ) =
ﬂ .
=(f M- W) Nep (0.)'
Mais, un calcul simple nous donne ol
Gt G=a(HD) . =1, W=
18+ =
donc

—1)]* N, (0).
(13) [(n+ D2 Napy 0) £ Na @ [2 (2 1) - .- (on—1)]

’ai sie=0.
1) L’égalité n’est d’aifleurs possible que

= (N N -

6
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Or, Pordre de grandeur du produit 2233, _ pn est

”oon 1
n2tTtm T
ce qui signifie que
n(a—1)
‘/22 33 . nn 1
Ut e
Ve
Il —= 0o
On en déduit que
n{n—1)
__V N (0) 1
1 —
eVie
fl —= o,

Remarquons encore
; que N, (2) n'est ' :
mais son 1 ; pas une fonctio
Nops (0) =(;§52Ttl:me est convexe. Compte tenant aussi 32 mlc:;notone
Théors n (n < 1+ N, (0) nous avons le (d3nefids
- Iheoreme IX. Le logarithme de la fonction N
n

pour a=0. a étant donné on a (@) est convexe

n(u‘—/l)
-V 'Na i}
(&) _ 1_;

fl—== co

11, Prenons maintenant g — . V2B, b=123

n Y
T X
u 3o ) 1veGum . n

devne_nt maXimum quand les x;
une forme convenable)

sont les zéros du polynome (écrit sous

~ Faisant § —» o '
_ aoe -,
Smeizms ). nous obtenons un troisiéme théoréme énonce par

12) Loc. cit. 5).
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Théoréme X. L'expression

1 2, 2 2
- I TR :
e 2+ ) V2(%y, Xay - -Xa) (1 réelS)

nt les zéros du polynome d’HERMITE
'xs ) -

X

2 d
H,,(x):(—-.l)ﬂezdxne 2 .

devient maximum quand les Xi 80

La valeur de ce maximunt est

. _n(n—-l) :
Ny —e 2 2:83%...n%

Le passage 4 la limite, on le démontre facilement, est parfaitement

justifié.
Nous avons
n(n—1)___
V'N; 1
z 4
V' n V e?
n—>>9°

12. Remarquons quwon a
(— 1y L@ () =x"—n@+n— x4
"On voit que la somme des zéros du polynome L{ (x). est égale
an(z-+n—1) Le théoréme VII nous montre alors que si > 0, X; sont
non-négatifs et

(14) x1+x2_+...—[—x,,£n(ot—|-n——_l)

Pexpression
(X5 - o5 Xa )2 VE(Xp Xpy - - - Xn)

I
atteint son maximum, égal a 1'“1 it (x4 i — 1)+t quand les x; sont

les zéros du polynome L{ (x).On'a pu supprimer le facteur e

puisque la fonction €* croit lorque x croit 4 partir de la valeur zéro.
On voit d'ailleurs quil faut pfendre Iégalité dans (14) pour avoir le

maximim. _
La substitution x | n (2 -} n— D x permet d’énoncer le théoréme

suivant: .
Théoréme XI. Lorsque >0, les X; sont non-négatifs et

X+ %4t Xast

(e %5 - - - Xa)* V2 (X1, Xy <5 Xn)

— (%t Xt +Xp)

Pexpression
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devient maximum
qitand les n(a—n—1) x; sont les zé
e es zéros du po
de Laouerre généralisé LS (x). La valeur de ce maximum e‘zt R

a Gy
Mz (2) = = (a+n— pyrtn—t
[n(@tn 1) D

On a, en particulier, le
Théoréme XIH. Lorsque les x; sont non-négau’fé et

X+ X4 . Fx.=1
le discriminant T e
V-z(xb Xzy <« oy xn)

devient maximum
, { quand les n(n —1) x
Gn'(x). La valear de ce maximum est) 1 sont les zéros du polynome

2233”_ H"2233-..(n-.])ﬂ-—-l
[n(n — T)p@=D '

De la méme maniére, en remarquant que

My (0) =

Ho=an— 20 Dnsy

on voit que la somme des carrés des zé
s zéros du
an (HT;él). On obtient alors, comme plus hauliog g it i e'St el
oréme XIII. Lorsque les nombres réels x; vérifient linégalité
2 2 .
X 2

le diseriminant ottt S

V2, Xay oy Xn)

devient maximum s
: quand les\/n(n.— 1) x; son ;
d'Hermite H, (x). La valeur de ce mdxz')mt:,ﬁ estt les zéros du polyno_me

M“: 2233, g
§ 7 (n—1)
[a(n—1)] 2

LeS théOl‘émeS X" X[" Sorlt d.lS é. I (44
. . j X I - 3 ! M. . S HUR qul leS a démonh‘é
13. ExﬂCﬁement comme p us ]lal.lt 0 ¥ |
! ) l | n Ilé][lll 1 ] e
. ) s nir qu H
]J&éot éme XIV. Lafonct ion Mn (1) €5t déc.f Ol_.ssante.et son [Og'ﬂ—

r
ithme est convexe pour a =0, Nous avons la limite

# (n—1) 1
n ‘/M,,i (a) —> Y3

n—2 oo
pour toute valeur donnée de .

18y Loc, cit. 4).
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Notis avons aussi

a1 __ 1
Ve VM, A
Ve
n—=> o2
1L

Généralisation du probleme de STIELTJES

14. Considérons maintenant I'expression

En: E(xl’x2!' e x“;_ f):f(xl)f(xz)' s f(xﬂ) V2 (xls Xgye s s xﬂ)

dont nous chercherons & studier le maximum quand les x; restent dans

un intervalle fini. Nous pouvons toujours nous rapporter a Iintervalle
(0, 1), mais il va sans dire qu'on passe auX problémes analogues pour
un intervalle quelconque par des transformations simples. :

Bien entendu, pour avoir des propriétés intéressantes nous allons
nous borner au cas oit la fonction £ (x) a une certaine forme particuliere.
Précisons avant tout les hypotheses que nous faisons sur 1a fonction f (x).

Nous dirons que la fonction f (x), réelle, définie et uniforme dans
lintervalle fermé (0, 1) vérifie les conditions (C) ou bien que c'est une
fonction (C), si:

10, elle est positive dans Pintervatle ouvert (0, 1).

0. elle est continue aux points 0 et 1.

30.f O =F(D)=0.

40, elle est exponent

Nous dirons aussi que f (X) vérifie les
cest une fonctions (C) si, en dehors des propriétés
vérifie aussi la propriété suivante:

50, §(x) a une dérivée en tout point de Pintervalle ouvert (0, 1).

La propriété 4° est entendue au sens restrictif (et non pas au sens

de Jensen), donc

iellement concave dans Vintervatle (0,1).
cortditions (C') ou bien que
19, 20, 39, 49, elle

(15) F) > O™ F G

quels que soient les points X, < Xp << Xg de lintervaile (0, 1).
En particulier nous avons '

19) r[BE5)> v

pour deux points X;, X, de (0, 1). La fonction logf (x) est concave
dans tout intervalle complétement intérieur a(,1). _

Des propriétés bien connues résulte quune fonction (C) est bornee
supérieurement dans (0, 1) et est continue non seulement & Iintérieur
mais, par suite de la propri¢té 20, partout dans (0, 1).




86 TIBERIU POPOVICIU

Le probléme que nous nous proposons d’examiner est le suivant :

La fonction t (x) vérifiant les conditions (C), déterminer et étu-
dier le maximum de U'expression By lorsque les x; restent dans linter-
valle (0, 1). )

On pourrait étudier ce probléme aussi quand ia fonction F(x) ne
vérifie pas les conditions (C), mais nos hypothéses paraissent étre les
plus intéressantes. Soit par exemple la fonction f (x) égale a 1 pour
O<x<let f(0)= f(1)=0. Cette fonction vérifie les propriétés
19 39 49 On a dans ce cas ' '

max. E (x; x,,) = 1
; ©0,1)- ;

mais il est clair que ce maximum n'est pas atteint.
" Passons maintenant & Pétude de notre probié¢me.

- 15: L’expression E, est une fonction simétrique et est continue
dans le domaine 0-< x, < x, 2, .. 2 x, < 1. Elle s'annule sur la frontiére
de ce domaine, donc -

Théoréme X V. Sif(x) est une fonction (C) lexpression E, admet
dans (0, 1) un maximum atteint pour au moins un systéme de points
Xi distincts et situés & Uintérieur de Vintervalle 0, 1).

Supposons que l¢ maximum soit atteint pour deux systémes diffé-
rents de points x;

a7y O<n<p<o. <yl 0<yi<p<. .. <y<]
tri—=v2l 1y =yl 4+ ya—y)y | >0,

En prenant alors les points

J’?:J'Ezbﬁ y I=1,2,.. XL

et tenant compte de (16) on deduit, exactement comme au No. 2, que

E(J’;!,.V:a © 0 -,J’:;f)é ‘/ E(}’I:yz; N f)E(.Vl,J);, ©a n}’;; f)
I'égalité w’étant possible que si les deux suites (17) coincident. C’est én
contradiction avec nos hypothéses. Nous avons donc je _

Théoréme XVI. Si £(x) est une fonction (C) expression B, admet
dans (0, 1) un maximum atteint pour un seu! systéme de points x; dis-
tincts ef situés o Pintérieur de infervalle (0,1)

Nous désignerons par 0 < by < Bip<< ... < &nn < 1 les points

- pour lesquels ce maximum est atteint, Nous appelons ce systéme le

systéme maximisant de E,. Le polynome

Pp(x) = (x——in,l)_(x—'_&u,z) o (X —En)

sera appelé le polynome maximisant de E e

5
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Enfin nous désignerons par
M, (f) = max. E,=E ({u,, NN ) f)
©,1)

i idemment un nombre positif. _
. es:ﬁévliious allons démontrer maintenant que la correspondance entre

imi axi-
une fonction (C) et son systéme maximisant ou son polynome m

misant est continue, = Al
i ropriété suivante :
Nous avons besoin de la p [ : )
Lemme I, Nous pouvons faire correspondre & tout nombre po

sitif e un autre nombre positif 1 tel que si
I E(xl’xzs '_";xﬂ;f)_ Mﬂ(f) | <1

on ait aussi _
| %0 — &na| <<€ (X< Xp<<...<<Xa)

i=1.2 ...,1
Cette propriété est une conséquence de Punicité. Supposons, en

i i classique
effet, que la propriété ne soit pas vraie. oner un ralsonne'r?elzit ilasstérc[l]es
on v,oit qu'il existerait alors un nombre positif ¢ et une suite de sy

de points
! A e ™ 2 2 X m=1,2 ..

telles qu’on ait 1 2
TEG™, o™, ) —Ma(D I < » =12

et que I'une au moins des inégalites
|Xf® —tze,  i=12,..,0
soit vérifiée pour tout m. On en déduit Pexistence d’un systeme

14
X Xy Lo £ X0 )

I e E (%g, Xgy - - 5 X3 [) = Ma(f)

|x1'—§n,| 1+1 xz—&n,z |++lxn —_——E,,,n|ée

icti théoréme XVL
i est en contradiction avec le : |
9 qu?)nsidérons maintenant deux fonctions (C), f (x), & (x)

Soient & 1 < Enz < oo < Ennet fnr <Epa <. < &y nles sys-
N s i i de la
témes maximisants correspondants. Soit A la borne(xs)ulpérleure
fonction f (x) et B la borne supérieure de | f(x)— g ,

_ _ , B=max.| f(x)—gx)|
A _nglf)f(x) ©,1)

| i us avons le signe <.
14) Nous savons d’ailleurs que partout 10
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Nous avons

F®2g®+B, 2=/ () ro

donc
f(x(xj)cf_(xz)—--f(xn)‘—?g(xx)g(xz)-—-g(xn)-+C
A g <T@ G () +C
={(A-+B)* —An, . o
Nous en déduisons
E (X Xy ooy Xp2 f) < e
Egil ;f2; 3xn,f)—E(xlgx29-°v1 xu;g)‘l"CVz(xl sz A X, )
b X2y ey Xy = : ) | , ".”’ i
d,oﬁ g) E(xl’ x2!"‘! x-ﬂ;f)fl_'cv'z(xl;x%”')xn)
:,ﬁxl,xz;.--,xn;f)!M;'(g)—l-CM;(0,0)
\ xbxz,-»-,xn;g)éMn(f)—l-CMn(o D)
:Ilous avons, en particulier, . g
2 (f) £ Mafg) -+ CM (0’0) M \
| C : It » » n(g)ém,q(f)"l-CMﬂ 0 0
| Ma () — My () | = CM, (0,0)., i

Ici My, (0, 0) est le
» nomb ini .
Nous avons aussi - re défini au § précédent.

ECor & wt '
M( v 1 5,23—:‘,‘5:;,1’f)éMn(g)"l—CMn(O,O)
n(g)— E (cu,ls 2 ... E;,n;f)+CMn(0, 0)

l E (e;l 1 5; 2 e' '
PN R n)n;f)__Mn & !
On en déduit que (g)! (?M,, 0, 0).

E :/ f IS |
Or Cl tef:(r;, 15 51‘!,2} URC AT ] én,n ; f) ,__ MJ‘I (f) I = 2 CMJ‘I (0) 0)
5 vers zé .
en e ero avec B, Tenant alors compte du lemme I, jl
Théoréme XVIT. Nous pouvons fair ’
PR . i¥ous pouvons faire correspondre
f(x)pet p :}J;: ;1; :‘w:‘re nombre positif 0 tel que, p‘{;uf; ;;’ o ()
L at autre fonction (C) g (X) qui vérifie l’irzeﬁz’;?ttéon 4
ghiv i
o ek | (%) =g (x) | < ndans (0, 1)
| ne—&n, 4 | << 1“
) y i IS 1’ 2) ©eap n
pour ée;s .s;ystemes {naximfsants correspondants
Nes la prf)prfété que nous avions en vue .
TEES en déduisons, en particulier, le i
oréme XVIII. Si une suite de fonctions (C)

fl (x),fz (x): B °1fn(x), s

2 Hf

misant & < £ <
m1 << &3 < ... <& correspondant & fy (x) tend, pour

m—> o, Ver
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s le systéme maximisant £a1 < En,2 -+ < Cn,m COFTES

pondant & £(x)1%). _ _ |

agﬂl—_?e"" i"-:‘ll.vz)‘,"‘an.
m-—=> oo

7

Cette propriete sera fondamentale pour nous dans la suite,

17. Supposons maintenant que f(x) soit une fonction (C). Pour
dé&terminer alors le: maximum nous pouvons appliquer le calcul diftéren-~
tiel. Le maximum est donc déterminé par le systéme ' 't I

1 2E, PP(x) o [oCxa)
= _Plx) TS =12
_(18.)_‘. En 4% _‘P'(xf).___l_f(x;) i £

olt

CP=(x—x) (x = x)- (X Fn)

11 est facile de voir que, par suite des hypothéses faites et surtout
3 cause de la propriété 4° (concavité), nous avens le '

Lemme II. Si f(x) est une fonction (C') le systéme (18) admet
ane solution et une setle telle que les x soient dans Uintervalle (0, 1).

Compte tenant du théoreme XV, nous avons le- -

Théoréme XIX. Si f (x) est une fonction (C'), nous avons.

I ACD R COLAC D
i=12..,1n
18, Avant d’aller plus loin, nous devons montrer comm’gnt’ les
s pour: les fonctions (C) et qui

démonstrations des propriétés énorcee
vont suivre se deduisent des démonstrations -des propriétés correspons

dantes pour les fonctions (€.
Démontrons avant tout le

Lemme HI. Si
0L Xy < X3 < oo <Xm <1

est une suite de points situbs & Pintérieur de Pintervalle (0,1) et si

6y > Cp s> oo > Cm
ssants, il existe une fonction (C)
d les valeurs ¢i AUXx points. corres-

3

est une suite de nombres non-croi
dont la dérivée logarithmique pren
pondants Xy . - Ep i i

Soit ¢ (x) la fonction continue définie dans Vintervalle (x;, Xm)

telle que .
L ) p(x)=¢1, i=12...,m
o (x)= une fonction linéaire dans (Xi, Xix1) { = 1,2,...,m—1L
R .
16) Que la limite soit une fonction (C) n'est pas €58

entiel, mais nous applique-
rons ce théoréme sous cette forme daus Ia suite. T mabe LA SR A )
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La fonction
X
0= [ 900 dx

*1

est concave dans Fintervalle (xi, x,,). : :

Nous allons maintenant prolonger convenablement cette fonction
dans lintervalle (0, I). Prenons la fonction 0, (x) définie de la maniére
suivante ; -

P@=(la - )] e | Sl D0
2 ()= (x), Xy £ X £ Xy :

%0 =(em =1 | em | ) (X— w1 (xm) - () | e | 1) —
_U—xuP(ftn|+1

1—x

y Xm=XxX<1,

Enfin Ia fonction f (x) définie de la manitre suivante
fO=f1=o0
F (%)= e?™ pour 0<C x <1

est une fonction (C') et vérifie les conditions du lemme 111,

Le prolongement de la fonction 1 (x) se'fait en somme par raccor-
dement a l'aide d'arcs d’hyperboles convenablement choisies. Si ¢, est
non-négatif la fonction o, (x) est croissante dans I'intervalle 0, x,) et
si ¢ est non-positif 95 (x) est décroissante dans Vintervalle (x, 1).
Cette remarque nous sera utile pour la propriété suivante.

Le lemme III a une conséquence importante:

Si Puy (%), Py, (), .. ., Puy (x) sont les polynomes maximisants
correspondants & une fonction (O ef dk valeurs de n, ces polynomes
sont aussi les polynomes maximisants correspondants & une fone-
tion (C') et aux mémes valeurs de n, _

La démonstration ne présente aucune difficulté et résulte immé-
diatement du lemme II et du théoréme XIX.

Dans la suite nous appliquerons cette propriété pour les polynomes
Ps (x), Paey (x). .

Nous avons encore le

Lemme IV. Toute fonction (C) est la limite d’une suite de fone-
tions (C') convergeant uniformément dans Uintervalle 0, 1).

Il existe d'abord un nombre positif p tel que dans Pintervalle 0, p)
la fonction f (x) soit non-décroissante et dans lintervalle (1 — p, 1)

non-croissante. (On prend bien entendu p < —é~) Soit maintenant ¢ un

nombre positif arbitraire. I existe un nombre positif § <7 p tel que
F(x)<<e

pour 0=x =9 etpour 1 —3<y<],
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1—d)la fonction F (x) =1logf '(?c)tesf
ombre A tel que dans cet in elt;s
tenant la suite de polynomes )

g

Dans Vintervalle ferme @,
e et concave. Il existe un n
A. Considérons main

Ql(x)! Qz(x)‘ thay Qm (x), e

i o .1—238 m __bf(l——a-—-x)m'i
Qﬂ'("-):‘(Tf_l_z—a)?Z F(o--:————m . ) (E)(x )

i=1

continu o
valle | F(x) | =

(19)

qui vérifient les proprietés suivantes: :
0. Qm@)=F@), Qu(1—9) = F(1—9)
2, | Qu(x) | £ A, dans (3, 1—9)
30, Qm(x) est concave dans (6,1 —93)
' i 1—28\ F (3)]
C ) = e [F b ——
£ Q=773

Q1 —3)= lfza[F(l—a)-_-F(l.—-a#l_%—z—S-)]

0 o . r F d t
. a

»e 3, 1—-9. p : ; fhinte nous

lmterl‘:lal;z (;’r;[onge):ons le polynoe Qn (%) eélsc(tgmla:i(fl?ction ainsi
g . dési s par .Qm

. q o, () et nous déSIgnon L anfin la fonction

il:fv oic L?ttlsa:oe;f f’;lfte)l‘valle ouvert (0, 1). Définissons e

inie

f (x) par

fm(o) = fm(1)= 0

fm) =8P, 0<x<L
m

Les fonctions fm (x) vérifient les conditions (C'). | "

5 3 : 7 5 /.

iy _ nous avons Q'_m (8) = 0,0 (1—2) =0, done fm(X,

(1 —3,1), donc a fortiori . g
0=x=<3, 1--8=x=1, m)T:_Z_B—'

‘ fm(x) <& pour
i bre m’ tel que
us: vons déterminer un nom
D’autre part, nous pou
7 on ait
B ‘ 2 (e - § x£1—0.
| Qu(x} —F (%) | < log(e-+e*)—A,

BERNSTEIN. Pour ‘la
approximation

i 8.
ont les polynomes de M. :
: ste voir ; TIBERIU POPOVICIU WSurl

16y Les polynomes Qm {x
« Mathematica t. X (1935), b~ 49.

iétés du tex
onstration des propri s
3?: fonctions convexes d ordre supérienr




92 TIBERIU POPOVICIU

Nous en déduisons
[(fm(X)—f(x) | <e, G2x<1=5, m>m.

Finalement donc

| fmu ()—f(x} | <<¢ pour 0= x = Lin > max. (m" 1p: 280)

ce qui démontre le lemme IV.
19. Nous dirons que deux suites

(20) X < Xp<l ... <X, ef xi<x§<...<x;_1

de n et de n — 1 points respectivement, se séparent au sens strict si
Pon a

.xl<xl<x2<x2<“"<xﬂ—l<xn—l<xn.

Nous dirons ausst que les deux suites (20) se séparemt au sens
large silon a ] ' ' '
) { b
xléxl£x2£x2£"'éxﬂ—léxn—-l‘—:xﬂ

et si les suites ont au moins un point commun.
On peut aussi dire que les z€ros des polynomes

PE=(x—)(x—x). . .(x—x2) , Py (x)=(x—x) (x—53). .. (x—x)
se séparent respectivement au sens strict et au sens large.
Le polynome P, (x) peut toujours s’écrire sous la forme
Fi)

Pl<x)=P(x)g Si (; é;:])

X—X;

qui n'est autre que la formule d’interpolation de LaorangE. Les con-
stantes s; sont compiétement déterminées, : '

"Nous avons le

Lemme V. La condition nécessaire et suffisante pour que les
zéros des polynomes P (x) et Py (x) se séparent au sens strict est que
les coefficients s; soient tous positifs. La condition nécessaire et
suffisante pour que les zéros de ces polynomes se séparent au sens
large est que les s; soient tous non-négatifs l'un au moins étant nul.

Ces propriétés sont bien connues la démonstration étant immédiate.

Revenons maintenant aux polynomes maximisants P, (x), Pp_; (x)
correspondants & une fonction (C). Nous avons le

Théoréme XX. Les zéros des polynomes maximisants P, (x),

Puw_1(x) correspondants a une Jonction (C) ne peuvent pas se séparer
au sens large. (

ofl 5¢

alors &ai —
n
P () =Pr () X 3T g

d’oti
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s

a

alors écrire

n . si i
P—1(x)=Pr(x) IEI X —En i

=0.0na
i i supposons que s; _
= (), 3 s; = 1. Pour fixer les idées, supp

i=1

A »

S s
AE) Y N W
Py—1(x)="Pa (x)l_:__; X —&n,t (x5,

]
, St
St _ 2P, (%) £Z=l (7:?,,;)2"'

z s
12 Pa(x) gm

, S
Bor Ca) = Palnd) 21 T

' ‘ " ____S_t___
e P ) My
8 R '

It
ANORES ACODN

t compte de &y = ﬁ.; | et du théoréme XIX nous en dédglsons
Tenant co : et

"o : A
TR L. — |
JIODY ACHD N v

résulte donc que

.. =85g=0.

Mais, f () Pa (§ny) 70, il en
.32 = 83— -

' 3 héoréme
"hj 3 sy =1 et le théor
C’est en contradiction avec rhypothésé R ‘

tre.
XX est donc démon
20. Nous nous proposons s
us avions en vue et qui s'exprime p b
= n?rhéore‘me XXI. Les zéros de deux poly

fonction
séeutifs Pa(x), Pna (x) correspondants & une fo

A o o bord qu'il suffit de démontrer la pl‘Oprli.tf;‘ lglzlél:)lfii
e efet, i Ia propriété est vraie pout les fone fonction (C)

R ey el elt::mme IV nous montrent que pour une nt au sens

i et oy bien au sens strict ou bien se F’,éptarsien le pre-

= zér?\i:iz seétf E\l:;rtlu de la conséquence du lemme I1I, c’es

large. g Krt)

mier cas qui arrive.

de démontrer iﬁaintenant la propriété

maximisants con-
(C) se séparent
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Il reste 3 démontrer

la propriété dans le cas 0
tion (C’). Considérons pot

U f (x) est une fone-
r cela la fonction

Sn () =[x (1— )7 [ £ (x)]m
0=< n = Irfﬂ(x):: x(l "__x)’fl (x):f(x)
Jm () est une fonction ). Lorq-ue m croitde 03 1,
ou x (1 — x) se déforme d’une fagon continue et tend u
i (x) ou g (x). -

Les théorémes XVII et XX nous

montrent alors qu'il suffit de
démontrer lq Propriété pour la fonction fo()=x(— X). Or, dans
ce cas _ :

la fonction f, (x)
niformément vers

P,(x)=F (—n 1, Lx), Py i (x)=F (—n+41,n 1, x)
et il est bien conny que les zéros de ces polynomes de Jacos; ge séparent
au sens strict. Le théoréme est donc complétement démontré,

21. Nous nous Proposons de dire maintenant quelques mots sur Je
maximum M, (f).

Soit A le maximum (ou bien la borne supérieure) de £ (x). Nous
avons

Ma(f) < A% max. V2 (x, %, ., x,) == An M, (0, 0).
©1)

Le théoreme de M. M. FekeTE nous montre donc que
L -y 1
(21) lim, Vv M; (f) = qd
R ——» 0
Soite < :i— un nombre positif arbitraire, Dans I'int

ervalle (2e,1—2¢)
la fonction £ (x) a un min;

mum positif a. Soient ¢, $29 -+ -, Enles points
pour lesquels '

max. V2(xy, Xp .\ %) = m, (=)
(2 6 1—2 3)

est atteint, Nous avons

TC G o F ($n) ma(e) = EGiéy . s f) = M. (f)

d’otl

atmn(e) < M, ()

a5
STIELTJES

: E MAXIMUM DE —————
PROBLEMES D

SUR CERTAINS

Mais
#t(n—1) ’ oo
‘/ at— 1, pour n —>

age=1y_____ _ > l — g, pour # —=> =
\/ My (8) 4 >
et il en résulte que

ni{n—1) —Y 1 o
& fim: M) = 4

n—>

or - i

nin—1)

vV M.(f)

- . . . o 1
2 ] 1

g 1
SO.lt

i .. o x—"ah.i.kl h k
f (JC) lx'a | 1lx—‘02| 9...\."(-—-&;,' ]ﬂlx_ah+1‘ 1 | Yha
2 l - — R < ak+k
O“»l a] a e = (] ei

1y 2y 3 ( ,)

3) y”+(xfal+ - +--'+—”"—+*—)y'+--.

— aptk
X—a, X +

L'IJ (x) ¥y =0
vor —ay(x—ay)- - (x—antx)

t choisi.
1 f — 2 convenablemen
: lynome de degré hi'{_' ; ; ion de la forme
olt ¢ lSIX) eiﬂﬁ;g%imettent donc de dire qu untta ecrl;.éa:g:e s
S - de degré net u .

lution polynome . ) s intervalles
) admet utn iosuos Lses zéros réels et compns.dans l;;ie dans linter-
polynomesacl)lit P (x) la solution de degré n qui a s;:s Ralns
(m;lgizral)' aiy1) et Pa (%) la solution de deg-re I::[u_e qus zéros des poly-
va is Z s alors dire

intervalle. Nous pouvon ict.

f:o:ﬁ? gnl(x) et Pu_y (x) se séparent au sens stric
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C'est STieLTIES qui a étudié pour la premiére fois les solutions poly-
nomiales de I'équation 23)"). I1a montré, compte tenant dy fait que
Péquation a au plus :

F+ﬁ+«-@)_(m+nm+4y”m+ﬁ+kﬁa
hd-ic—2 —‘“_—Tjijmyﬁiﬁh——“

solutions polynomes de degré n, que cette équation a exactement
n+h+khﬂ
n+k—2
et compris dans lintervalle (@), anyr). Les zéros de ces polynomes sont
distribués de toutes les maniéres possibles dans les intervalles (@, apy), &
chaque distribution correspondant une seule solution. D’ailleurs 2 toute
solution correspond un probléme de maximum. Ces problémes de ma-
Xima, qui constituent une généralisation du probléme étudié dans ce
travail, ainsi que d’autres problémes sur la distribution des zéros des
solutions polynomiales d’une équation de la forme (23) seront examinés
par nous dans un autre travail qui paraitra prochenement 18),

solutions de cette forme. qui ont tous leyrs Zéros réels

17y Loc. cit. 9) |
18) Nous avons énonce des résultats plus généraux dans notre note : »Sur un
probléme de maximum de STIELTIES®. (., R. Acad. Sc., Paris, t. 202 (1936) p. 1645,




