PUBLICATIONS DE LA FACULTE DES SCIENCES DE BUCAREST
SOCIETATEA ROMANA DE STIINTE, SECTIA MATEMATICA

BULLETIN MATHEMATIQUE

DE LA SOCIETE ROUMAINE DES SCIENCES

TOME 42 (1)

1940

a2 G4 q

MONITORUL OFICIAL S1 IMPRIMERIILE STATULUI
IMPRIMERIA CENTRALA
BUCURESTI

1.8 4.0 BCU Cluj-Napoca

LI

PMATE 2014 00779

C. 20.192.




TABLE DES MATIERES

DAN 1. HULUBEL: Sur un probléme de statique . - . . . . . . . . . . .

DAN 1. HULUBEIL: Sur lannulation de la réaction dans le cas du pen-
dale sphérique . . . . . . . . . . . .. ... ;

CAIUS JACOB: Sur quelques propriétés de la correspondance de M. Tcha-
pliguine en dynamique des fluides compressibles . . . . . . .

GR. C. MOISIL : Sur les géodésiques des espaces de Riemann singuliers .
MIRON NICOLESCO: Sur les suites doubles . . . . . . . . . . ...
AL. PANTAZIL: Correspondance entre deux surfaces & axes confondus . .
TIBERIU POPOVICIU : Introa‘uctwn a la théorie des différences divisées .

N. THEODORESCO: La geoméme de U'équation des ondes (1) . . . . .

G. VRANCEANU : Sur les invariants des équations aux dérivées pertielles
dil ‘Seeopd prdre ¢ e el @ n) e w W0 G0 G m B s & oF W ow ke

15

19
33
53
57
65
79

91



INTRODUCTION A LA THEORIE DES DIFFERENCES DIVISEES

PAR
TIBERIU POPOVICIU

Dans ce qui va suivre nous nous proposons de donner la démon-
stration de plusieurs formules qui interviennent dans la théorie des dif-
férences divisées des fonctions d’une variable. La plupart de ces formu-
les se trouvent déja exposées, sans démonstration, dans notre These D)
Ces formules étant d’un usage courant dans la théorie des fonctions
convexes d’ordre supérieur, il ne sera pas inutile de les établir ici en
toute rigueur. Je me suis décidé de revenir sur ces questions en remar-
quant apparition de quelques travaux o mes résultats ne sont pas
cités 2).

1. Le polynome de Lacrance. Considérons n-+1 points distincts
Xy Xgp - -y X, € SOit f=f (x) une fonction uniforme definie sur ces

points. Nous supposerons que les points x, sont sur I'axe réel et que f

est une fonction réelle.

Il existe un polynome et un seul de degré n qui prend les valeurs
f (x,) aux points X, 1=1,2,...,n+17%).

L’existence au moins d’un polynome satisfaisant aux conditions
imposées peut étre démontrée par récurrence. Pour n=0 la propriété est
immédiate. La constante f (x,) (polynome de degré 0) satisfait a la con-
dition imposée. Supposons que la propriété soit vraie pour n et demon-
trons-la pour n41. Il existe donc, par hypothése, au moins un poly-
nome P (x) de degré n—1 prenant les valeurs f (x,) aux points x,, i=1,
2,..., n. On voit alors que le polynome

_ (x—x)(x—x,). . .(x—x,)
p (X) + [f (xn+1)_-P (x”+1) l(xn+l xl)(;cn-rl—;z)' o '(xn-H_Tn)

est de degré n et prend les valeurs / (x;) aux points x, i=1,2,.. ,n+1,

1) TIBERIU PopovicIU ,Sur quelques propriétés des fonctions d’une ou de
deux variables réelles® These, Paris 1933 ou Mathematica, 8, 1 —85 (1934).

2) Voir par ex. J. F. STEFFENSEN ,,Note on divided differences® Danske Vid.
Selsk. Math-fys. Medd. 17, Nr. 3, 1—12 (1939).

3) Un polynome de degré n est une expression de la forme

coxm + oxi1y L+,

les ¢; étant des constantes positives, nulles ou négatives (il suffit de nous limiter au
cas réel). '
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L’unfc:‘h:' resulte facilement. Si 'on avait deux polynomes P (x)
et Q (:r). non identiques, de degré n et vérifiant les conditions imposées,
la tl‘:fference P (x)—Q (x) serait nulle pour X=Xy Xpyv vy X ry €€ QUi
est impossible. i

Le polynome unique, déterminé tel que nous I'avons vy, s’appelle
le polynome (d’interpolation) de Lacrance de la fonction S sur les
points x;, i=1,2,..., n41.

Nous désignerons ce polynome par

(N P(x, x,. .., X,y f1x).
La forme générale des polynomes prenant les valeurs f (x) aux
points x,, i=1, 2,...,n+1, est l

P(xy Xy X5 FI0)+HE—2) (x—x) ... (x—x,,,) Q(x)

Q (x) étant un polynome quelconque 4).
' L’unicité du polynome (1) permet d’écrire les formules suivantes
bien connues, ’
P (x} X5 0%, £ X)=

n+l

=Zf(x,)(ﬁc_xl)' qalbr— 3} (x—xm). . '(x—ﬁﬂ_)_nﬂf(x,-\ o (x)

X=X =2, )(x— X (X—%,,0) S (x)x—x;)

oxg xb oox? f(x)
1 x, b xi f(x,)
1 xn+1 x?H—l' Eas ‘xlr:+l f(anrl)
1 x x2 ,...x" 0
1 ({38005 Xpp13 J1X)=—
1" g x2 x4
1y R x%
b . X R X
oll nous avons posé
(2) % (X)=(x—x,) (x—x,). . .(x—x,,+1).
Posons
L (x)
(3) [xl,xz,...,x,H_l;f]:Z,—"
= ¥ (x)

1) Lg polynome (1) peut étre aussi caractérisé par la propriété extrérﬁale sui-
vante. Il existe un polynecme et un seul de degré effectif minimum qui prend les va-
leurs f (x), pour x=x,i=1,2,..., n+1.
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qui est le coefficient de x" dansle lefnome (1). Ce polynome peut alors
s’écrire sous les formes suivantes?®)

p ' RS
(xl’xz'”"x";f|x)+Lx1’x2""’xn+1’f]x——x1 b4
n+
o (x)

P(xz,xs,...,xn“;f]x)Jr[xl,xz,...,x,“rl:f]xTx1

d’olt résulte la relation de récurrence des polynomes de LaGraNGE

(4) P(xp Xy s X, 3 f1 X)=
___(x—xl)P(xza xgy' RS xn+1;fl x)_(x —xn-}—!)P_(xl’ x2" . "xn;flxl
Xnp1 ™ Xy

2. Les différences divisées. La différence divisée d’ordre n
de la fonction f sur les points X, X,,...,X,  est caractérisée par les
propriétés suivantes :

a) Elle est une expression linéaire et homogéne par rapport @
f(x,),f(xy),....f(x,, ), avec des coefficients indépendants de la fonc-
tion f.

b) Elle est nulle identiquement pour les fonctions f=1, x, x5,
Nem]

¢) Elle se réduit a 1 identiquement pour la fonction f=x".

L’expression déterminée par ces conditions a), b), c), est unique
puisque le systéme

X

1 lO, m=0,1,...,n—1,
o —

n+
0 =
=1 ll) m=n,

i

est un systéme de CRAMER en A, Ay, . ., A . Le déterminant de ce sys-
téme est, en effet, le déterminant de VANDERMONDE

V(X Xy o s xn“):ﬂ'(xj—xi)
1<j

des nombres distincts x;.
Remarquons que I’expression (3) vérifie les propriétés a), b), c)
puisque
[t b i x)=x", i=0,1,...,n—1,

c'est donc la valeur de la différence divisée de f sur les points x,.

5)‘En vertu de Punicité du polynome (1). Nous tenons compte du fait qu'un
polynome de degré n est complétement déterminé par la valeur de son premier coef-
ficient et ses valeurs en n points distincts.
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Désignons par U (x,, Xy o X, 5 f) le déterminant qu’on obtient
de V (x;, x,. .., x,,,) si on remplace les éléments x; par f(x,) respec-
tivement. La différence divisée (3) s’écrit alors

U, x,.. , x50
(5) [Xl, xz,...,xm;]«]:_ 2 14127/
Vi (pmc, . 5 ocmi))

sous la forme du quotient de deux déterminants, On voit que [a diffé-
rence divisée (5) est symétrique par rapport aux points x,.

La formule (4) nous donne la formule de récurrence des diffe-
rences divisées

B [ xpex,, sl e X S X Xy %, ]
b b n > 7.

X
[x; f1=F (x,),

qui peut aussi servir & les définir et qui justifie leur nom,
Nous pouvons donc écrire

n41 xl

[O, m=0,1,...,n—1,

7 " ll'd MR s xM=
M xp X, 3 x][l, m=n.

n+1’
-

Nous avons
(8) [x,, Xy o> X013 CF1=Clx,, x,,. . s X 13 1
9 (36 Xt X fHE1=1x, X, ., 20 Ty e e Xyp13 &1

C étant une constante et f, g deux fonctions définies sur les points x,
i=1,2,...,n+1.

Si{/,} est une suite convergente de fonctions définies sur les
points x,, on a évidemment

limps[Feyx,, &5 X3 Fud=0Xp X000, X, 3 lim £ ],
m—>> o m—> o

[>.2]
dong, si la sériez f,, converge, on a
m=0

o2

oK
Z[xl’ xz" : "xn+1; fm]:[xl’ x2" 800 xn+1; 2 fm]‘

m==0 m=0

De ce qui précede il résulte que la difiérence divisée d’ordre n
d’un polynome de degré n— 1 est toujours nulle.
Remarquons encore la formule

f(X) o P(xp Xoyeo oy x,,_,_l;f' x):".o (X) [xp Xy ooy X, v x;ﬂ)

qui est une relation simple entre le polynome de Lacrance et la diffé-
rence divisée.
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Application. Calculons les différences divisées (7) pour m fantier >n.
Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer x,70, i=1,2.. .,

), z eétant un para-

[EA R

n+1et soit|z1<min(ﬁ
1

métre indépendant de x. Nous avons
a1 1

P a =l -
(1 — zx) (1 —2x,)...(1 — N T Z (1 — zx) % (x,)

i=1

1
= [xl, b SRR x"+1’m]'

Mais,

n

1 2" x n—1

l—zle—szr

1fzxt22xtt. . . +2" x
et en tenant compte de (7), (8), (9)
[x po o 0g o8 ;—1__]—_—2“[x Xove o0 X ,,__”_:l
v A n+1 1 —zx A P ] oy
Si nous posons donc

1
] 3 u =Sp+ 8,24+ 85,22+ . ..
(10) (1 —zx) (1 — 2xp)...(1 —2x,,,) A i

nous avons
i+n]

S;=1xp Xge - 3 Xpyy 3 X

Si nous écrivons que le premier membre de (10) est egal au produit
des développements

1 | 4 =
1_4_7z7_:1+le,_|_zzx? R XT:T.”’ = b5 g oy wiia

i

~

nous trouvons

i R A SRR R “n+1
S;=[Xp X0y Xpyy5 X =Y xtx,% 0 X000

la sommation étant étendue a toutes les solutions entieres et positives
de I'équation o, +2,+ ... +o,, =1

3 La formule fondamentale de transformation de§ diffé-
rences divisées. Considérons maintenant la fonction f définie sur m

points distincts
(1) Xy Xopsm v3 X (m=n+1).
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Pour simplifier les notations nous poserons
(12) A (D) =Xy Xppppe s Xy 5 115 AgD=1(x),
(13) ,“.r',',j_l_] (x):(x _"x[) (x _x,'+1)- : .(X—XI_H.), clﬁi,o(x):],
i=1,2,....,m—j, j=0,1,...,m-—-1,

Ainsi 9, . (x) est précisément le polynome (2) déja considéré.

Avec ces netations nous avons

o f(x)

8;(N=Y

r=i CP;, JjH1 (xr)

Nous allons maintenant considérer une expression linéaire et homo-
géne de f (x,) de la forme

F ZZ )\,' f(x[)’
i=1

les 2, étant indépendants de la fonction f.
On peut toujours mettre une telle expression sous la forme

F =Z_‘: v A, () + Zl“i AL (/)

ou les p, et les v, ne dépendent pas de la fonction f. Ces coefficients
sont complétement déterminés par les coefficients A, En effet, I'identifi-
cation nous conduit a un systéme linéaire de m équations par rapport
aux m inconnues p,, v, Le déterminant de ce systéme

1

"P;,z (xz) (Pll,s (xs) tP;, n (xn) (‘P;, n+1 (xn+1) (‘PIZ, n+1 (xn +2) '\o;n—n, n+1 (xm)
est différent de zéro.

Il reste & voir comment on détermine les coefficients p,, v. Nous
les obtiendrons en choisissant convenablement la fonction f.

Pour avoir les coefficients p, prenons pour f le polynome
1, j—1 =91, j_1 (X). Nous avons alors
0, i=12,...,j—1,
Ay (¢, ) = L i=J,
0, i=j+1,/4+2,...,n
Afl (".01, j—l) — O) 121, 2, .., m—n,

donc

m m

(14) W= Z)‘i '\°1,j—1(xt) i Z Ay (x 1) (xi_‘xz) " (xi_x.i—l)

i=1 i=j

Jj=12,.
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Pour obtenir les coefficients v, nous prenons pour f les fonctions
suivantes

0, pour X=X, Xp - - s xj+,,_1,
(15) f f ( )— Pivt, n— (X), pour x=xj+n, xj+,l+1’ coy X

j=12,.. ,m—n.
Nous avons
A (=0, i=1,2,...,n

0, i=1,2 , j—1
M) = ‘ N () i=)

0’ i:j—%—-l,j"-z,...,m—_"n’
donc
j f;(xj+r!) = vj__. 7
_y' A (f ) (x xj) (xj+n—__xj+|) B.h (xj+"—xj+n__1) J‘J"Hf_ xJ-

Nous en déduisons

m i

(16) "j:(xj+n x)E)‘ (x) (xj+u x) Z )y q’)J—il n— l(x)

i=j+n

.i+1) (x;— xj+2) o (6 Xy )

K ) D0

i=j+n

La formule fondamentale de transformation s’écrit donc finalement
sous la forme suivante

(17) i )‘if(xi) i Z [Z .,”‘?1 j— 1(x)] A‘l}-l(f)'l"

j=1 Li=j
m—n |\
+ E \'(xﬁn

Pour tout nombre naturel n nous avons une telle fort:;ule Les
ations de récur-
coefficients ., v, peuvent aussi étre obtenus par des rel "
rence. Si nous désignons par pf“’ () ces coefficients, pour mettre
en évidence le nombre 7, nous avons

1) E )‘i(PHI n— 1(x1):\ A{I(f)

i=j+n

iL§n) P(n D j=1,2..., n—1,

. - y (=1
Hfln) :_/1(:1 ”—l—" =Y 4 Y e
(n—1) (n—1) (n—1)
vS'Il):(xj_l_n__xj)[ j+1 + j+2 + +vm n+1

j=1,2,...,m—n
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;1. g .Quelques applications de la formule fondamentale.
L Soient .fff(x), g =g (x) deux fonctions définies sur les
points x.. Considérons la différence divisée

[ = 5 oo o, ST fg]
du produit fg. Dans ce cas nous avons

ho= o =1, 2, ---:’1+1,)~,-:0,i>/1+],

Si nous remarquons =)
ue = sdui
q que "Dl,n+1 (‘Fl,j I (Fj, n—ji2 nous en dEdUISOHS

; 1, a1 (%)
1, (X)) = _Ll): pour j=i=n-+1

neysa (X
et la formule (14) nous donne

n+1 g(xi)

e Ghnjra (X))

I - 8k
i [xj, Xjpp oo X586 J=1,2,...,n.

La formule (16) nous donne

M=) =0, /=23, ...

Il en résulte que nous avons la formule suivante

n+1

(18) [xl,xz,._,,x ’fg]: [x,, x .
n+1 ; 1’ 2’-.-)xi7 f_”_x[,xl-+1, ...xn+l;g],

qui donne la différence divisée d’un v o,
produit. C ot
la formule de Lemniz. est la généralisation de
Il. Le polynome de Lagrance (1) est d
elaf .
ple nous montre que dans ce cas & orme F. Un calcul sim-

== Y41 () ;
i - Xy Yy P —
(l'_‘\!j i INES (x;') g

1,2, .,n4+1,,=0,i> n+1.

La formule (14) nous donne
v.=P (x . ;0 = i
‘j ( 1’ x27 "xn+l’ ’rl,f—ll x)_ljl,j—l (x), 1:1, 2,--., II
et
w/1:(x"+1-—x1) p (XI, xz,. ° .,an; jr l x):
f; (xn+1)

=X —X y T i .
( n-t1 I) ‘Pl,ll (X) ’,3;, W 1 (xn+l) _91,11 (X), V,-IO, [>>1
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et nous obtenons la formule d’interpolation bien connue
P (xp X0 X 5 F10O=F (x)+(x—x)) [xp X5 f14-
H(x—x;) (x =x,) [x}, X5 X3 f1H
A (x —x) (x—X5). . (x - x,) [X X s X FI

I1I. Prenons
F:['xn+1’ xn-l—2" i "x2n; f] T [xl‘ XZ" °20 xn; f]

On vérifie facilement que p.j=0, j=1,2,..., n. Nous trouvons
. * B . * —
yj:(xj_|.n__xj) { [xll-H’ xn+2,' -;xgna fj] - Lx]’ xg’- -:x,ly fj] }“
:(xj+n—xn) [xn+1’ Xppw- -0 Xop Piyy, n—l]:(xj+n_xj)

et nous avons, avec les notations (12), la formule suivante

(19) AP (= AL (D) = D) (Xj,,—%) Al (),
j=1

qui peut, d’ailleurs, étre établie aussi simplement a l'aide de la formule
de récurrence (6)

IV. Soit

| Xp» Xppooos X O=i, <ip<...<lp,=m)

[ iy Tt Ty

| une suite partielle extraite de Ia suite (11). Prenons
|r | F:[xl.l, xiz,...,x f] ,

in+l;
La formule foridamentale (17) nous donne alors

m—n <!
(20) [x,l, Xigrow oy Xp 05 f]:Z (xj+”~xj) [xil, Xpgr o0 Xy fj*] AI(F).
j=4
Remarques. 19. Lorsque F s’annule identiquement pour un poly-
nome quelconque de degré r—1 nous avons p.j:O, JEE Ty D Sl
20, La formule (19) est valable méme si les x; ne sont pas tous dis-
dincts. 11 suffit que chacune des suites
Xpp Xgpo s X3 Xppp Xppoe 0 Xop
Xp Xjppeeos Xppp J=1 2, ., 0,
soit formée par des points distincts. Nous en déduisons que si

=8j11 %42

—5, a, =

j+2 " Tn n

OLI, ’12" %) 01 ’ lrjp 132)- 009 p] ’ aj+1
sont des points distincts, nous avons la formule suivante

[ap Ty v w5 an;f] = [}rjp ]32;” oy krj,,)fJ:

J
:Z (q[*igi) [a'p Aoy vy s lrji; §i+l" ces P f]
i=1
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5. La formule de la moyenne des différences divisées.Nous
supposerons maintenant que les points (11) soient ordonnés, donc que

X, 5 X ip gy AP
Le déterminant V (x, x,,..., x,,,) a alors une valeur positive et
si nous posons
] — 1, 2< 0,
Sg a = 0, =0,
l 1, 2> 0,
nous avons
Sg (X}, Xpo ooy o0 Fl=sgU (x, x5. . .. Xogts 5
Reprenons alors la formule (20). La suite Xip g o o0 Xp est aussi
n+

ordonnée et nousavons i, , — i, = p =n. Nous allons démontrer qu’alors
tous les coefficients de A/ (f) sont = 0. La démonstration peut se

faire par induction sur le nombre p. La propriété est évidente pour p=n,
car dans ce cas [xil, Xiger X, f1=A5L (f)-

Pour p=n+1, prenons
=i, h=i+1,..., [=it+j—1
_1 i1, lH_z—-l—f—j+2 s Dyyy =i+n+1

et un calcul 51mp1e nous donne alors

(1) (X0 Xppre e o0 Xppji Xy pype - o0 Xy iy F1=
- {
- (xi+j xi) An (f)+(xi+n+l 1+1 AH—I (f) o
Xigny1 — %

En général, pour p=n-+1, ij+1 —i.:2 nous pouvons écrire

(= %) B a3, DASH ()

[xll’
X

Xigreos Xp 15 fl=

n+1 T xil
Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour p=n,
n+1,..., n4r et démontrons qu’elle sera vraie aussi pour p=n+r+-1.
Sii, ,—ij=n+r+1,1la formule (21) nous donne

iy xiz""’x"n+1; f]:

[x

1
e (xij+1—xi1)["i1’ Xigrew s Xyp Xy gy X

n+1 if+i""’x'n’f]+
O T X ) Dy X0 Xap Xy Xy a5 ] }

ol j est un indice tel que {;+-1 <{{; . La propriété résulte immédia-
tement.
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En prenant f= x"dans (20), on voit que la somme des coefficients
dans le second membre est égale & 1. Nous avons donc la propriéte
suivante.

Si la suite (11) est ordonnée, ftoute différence divisée

[le Lo +f] sur n+1 de ces points est une moyenne arithmé-
tique (généralisée) des différences devisées AL (6), A2(F), ..., A7 7" (D).
Nous avons donc

[ X .,xin+1;f]=z‘: AL (D),
j=

m-—n

A=0,j=1,2,. ,m—n, ; A=1,

les A; étant indépendants de la fonction .
Les coefficients A; sont donnés par la formule (20). La démons-
tration précédente nous montre, d’ailleurs, que

A.:O, =1l By oy =5 —”+1’in+1_”+2’- L, m—=n,

n+l1

ce qu’on peut voir aussi sur la formule (20), en tenant compte de la défi-

nition (15) des fonctinns fj. Les coefficients A,! A, fpy1—n sont surement

positifs.'On peut facilement calculer leurs valeurs. La fonction f: peut

gtre considérée, sur les points Xipp Xige v o Xipey comme la somme du

polynome 4, de degré n — 1 et d’une fonction g=g(x) égale a

Vi1, n-1
Piy1, n1 (xl.l) pour X=X et nulle en dehors de ce point. Nous avons

alors
Ai,:(xi1+n ) [xtl Tk f = (x'1+" X,-l) [xil, Xjppee x”n+1;g]=
G5 )u+1(xr1+n x )V (Xpp Xpgre + - 2 Xy ) Figanmt (xll)
i Vv (xl.l, Xppo o os x,.nH)

(g0 — %) (Kypge — Xp)e - (Kyn — %)

O, = %) G Ky — i)

n+1

Nous trouvons de la méme maniére
(x
A . —
[ 1—]1
n+ @, %) (6

in+1_ xin+1—1) (xin+l W xin+l"2) o (xin+1 ki xln+1"’)

)..(x —X,)

int1 iy

in- |-1

Remarque. La démonstration précedente nous montre que les
fonctions f sont non-concaves d’ordre n— 1 sur les points (11). Cette
propriété peut aussi étre établie directement. .
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6.’ La.différence divisée d’une fonction de fonction. Nous
avons établi ]a.formu_le (18) donnant la différence divisée d’un produit
de deux fonctions. Considérons maintenant une fonction de fonction

G_ (f) et proposons nous Je trouver une expression pour la différence
divisée
F:[xp Xoye v vy xn+l; G (f)]
Si nous posons f,=f (x,), i=1, 2,...,n+1, Pexpression F est li-

neaire et homogene en G (f,), G (f,),..., G (f,,,), donc de la forme

n+1

F:; % G (f,).

Nous aurons donc

n+1

F:Z Py [fl,fzw- ) f,; G]'
i=1

Nous avons
1

Nemes s o8
i
"?1 n+1 (xi) ,

i=1,2 ..., n+1

et la formule (14) nous montre que si nous posons .

&=, )= —1) 1) (F—f_) &=L
j=12,..., n+1,

nous avons
(22) p.j=[x1, Xap o Xpyis gj] y J=1,2,..., n+1.

] E[n pe;rrticulier, nous avons p, =0. Tenant compte de (18), des for-
mules [x; f—f,1=0, [x, f— f,]=0 et des relations (7), (8
pouvons écrire : - e
n+1
ILZZZ e o R e R Gt e e i
i=3

Ce coefficient est donc une somme de n—1 produits de différences divi-
se::es d’ordre =1 de f, chaque produit étant formé par deux différences
divisées dont la somme des ordres est égale a n. Démontrons qu’en
général

Le coefficient . est une somme de produits de différences di-
visées d’ordre =1 de f, chaque produit étant formé par des diffé-
rences divisées dont la somme des ordres est égale a n. ‘

i
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Chaque différence divisée est prise, bien entendu, sur certains
points de la suite x;, X,,. .., X,

La démonstration se fait par induction. Nous avons vu que la pro-
priété est vraie pour le coefficient p,, quel que soit n. Supposons la pro-

priété vraie pour le coefficient u, pour toutes les valeurs possibles de n
et démontrons-la pour p; ;. Nous avons, compte tenant de (22), de la
formule (18) et de g; =& (f = 1)

n+1

(23) w = E [X1 X o0 Xj_pp Xj - X5 g xp Xppi s Xpyp x; £,

i=j+1
qui démontre la propriéteé.

Cette formule nous indique aussi le nombre des termes du coeffi-
cient .. Soit NJ'.l le nombre des termes de p, pour n-+1 points. Nous

avons alons N'zl —n--1 et la formule (23) nous montre que N'J’.+1=Nj:”‘ el

4k Nj: RS N;'l d’on 'on déduit facilement,

_(a=1(n-2). (a—j+]),

n
N G—D!
Désignons par d’, diA. des différences divisées d’ordre r de f
prise sur des groupes de r+1 points de la suite x;, X,. .., X, Nous

avons alors

(24) ) P‘j___z d,l dlll' . .dgjl) dlz d’z/ - dz(fz)_ ; 'dln d": 2 .d,(lfn)
ot
(25) JiAdatee A Ty=hy Jy 2t R=0

La sommation (24) s’étend a toutes les solutions entiéres et positi-
ves ou nulles du systéeme (25) par rapport a jj, jo, - - - j. A toute solu-

[
tion correspondent 7 Tﬂ;— - termes dans p..
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7. Le cas des fonctions dérivables. Nous avons supposé que
les points (11) soient tous disticts. On peut aussi supposer le contraire.
On obtient alors de (17) des formules limites en faisant tendre plusieurs
des points x, 'un vers l'autre. Les diffiérences divisées qui s'introduisent
ont alors les valeurs que nous avons donné dans notre These ). Nous

6) Voir loc. cit. 1), p. 43.
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supposons, bien etendu, qu’il s’agit maintenant de fonctions définies
dans un intervalle contenant les points x, et un nombre suffisant de fois
derivables. Par exemple si tous les points viennent se confondre, la for-
mule (18) devient la formule de Lemniz donnant la dérivée néme d’un
produit. La formule de la différence divisée d’une fonction de fonction
devient la formule donnant la nme dérivée d’une fonction de fonction.

Bucuresti, le 29 octobre 1940.



