




INTRODUCTION À tA TIIÉORIE DES DFFÉRENCES DIVISÉES

PAR

TIBERIU POPOVICIU

Dans ce qui va suivre nous nous proposons de donner la démon-

stration de plusieurs formules qui interviennent dans la théorie des dif-
férences divisées cies fonctions d'une variable. La plupart de ces formu-

les se trouvent déià exposées, sans démonstration, clans notre Thèse 1),

Ces lormules étant d'un usage courant dans la théorie des fonctions

convexes d'ordre supérieur, il ne sera pas inutile de les établir ici en

toute rigueur. Je me suis décidé de revenir sur ces questions en remar-

quant I'apparition de quelques travaux odr mes résultats ne sont pas

cités 2).

L Le polynome de LnonnNc¡. considérons n+l points distincts

x1, x2t..., xn+tet soit f :Í (x) une lonction uniforme délinie sur ces

points. Nous supposerons que les points x, sont sur l'axe réel et que ,/

est une fonction réelle.
Il existe un polynome et un seul de degrë nqui prend lesvaleurs

f (x,) øux points x,, i: \,2,. .., n+l 3).

L'existence au moins d'un polynome satisfaisant aux conditions

imposées peut être démontrêe par récurrence. Pour n:O la propriété est

imrnédiate. La constante / (x,) (polynome de degré 0) satistait à la con-

dition imposée. Supposons que la propriété soit vraie pour n et demon-

trons-la pour n+l.ll existe donc, par hypothèse, au moins un poly-

nome P (x) de degré n-1 prenant les valeurs,f (x,) aux points x,, i-l,
2,. . .t ,n. Ort voit alors que le polynonte

(x x,)(x-xr)..,(x ro)
P (x) + [./ (¡"*,) P (x,,*1)

xn+t xrXlfn+r- (xn-rt- xn

est de degré n et prencl les valeurs / (x,)aux points x, i-t,2,.. ,n*l
r) TTBERIU Popovtclu ,,Sur quelques proprÌëtës des fonclions d'une ou de

deux variables rëeltes" Thèse, Paris 1933 ou Malhemalica, S, 1-85 (1934)'
z¡ Voir par ex. J. F. SrnrrnusEN ,,Nofe on divided difJerences" Danske Vid'

Selsk. Math-fys. Medd. 17, Nr. 3, l-12 (1939).
r¡ Un polynome de degré n est une expression de Ia forme

coxn Iqxn-r+...lcn
les c¡ étant des constantes positives, nulles ou négatives (il suffit de nous limiter au

cas réel).
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qui est le coetficient de x'dansle ptlynome (l). polynome peut alors
s'écrire sous les formes suivantesõ) 

-_.

P (x,xr,...,xn;ÍIx).| [r' x2;. ..tx,+t;llfl-r,

P(x,x., . . .txn+t;/l x) + lx'xr,.. .¡xn+rrn' 
-.@. -..nnl

d'orh résulte la relation de récurrence cles polynomes de LncRnNcr

(4) P (x,, x,, . . .t xn+rl f I x) :

rNTRoDUcrroN À l¡, ruÉoRt¡ oes up'¡ÉRENcES.uvlsÉ¡s

(x-xr)P(x,xr,...,xnr,; / I x)-(x - xn.rr)P (x' xr,. . ., xn; Í I x)

X i,"l:

xn+t- xl'

2. Les différences divisées. La diTférence divisée d'ordre n

de la fonction I sur les points xL, xz,. . .,xn+r est caractérisée par les

propriétés suÌvantes :
a) Elle est une expression linéaire et homogène par rapport ù

f (x,), f (*r),..., f(xn*,), qvec des coefficients indépendonts de la fonc'
tion 1.

b) Elle est nulle irtentiquement pour les f onctions f :1, x,x2,. .,

XrFl.
c) EIIe se rëduit à I identiquement pour la fonction Î:xn .

L'expression déterminée par ces conditions a), b), c,), est unique
puisque le système

n+l 0, m:0, 1r...,n-7,
7, fit: ttt

est un système de Cnl¡nen en trr,),r,...,Àn+1. Le déterminant de ce sys-

tème est, en eftet, le déterminant de VnNn¡RMoNDE

V (x' xr. . . ., xn+t):,,1Ít, - *,1

des nombres distincts x,,

Remarquons que l''expression (3) vérifie les propriêtës a), b), c)

puisque

P (x, xr,...¡ xn*t; xtl x):¡r, i:0,1,..', n- 7,

c,est tlonc Ia valeur de Io difÍërence divisëe der. sur les pointsxr.

6) En vertu de I'unicité ciu polynome (1). Nous tenons compte du fait qu'un

polynome de degré n est complètement déterminé par la valeur de son plemier coef-

ficient et ses valeurs en ¡, points distincts'

,:l

J
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Le polynome unique, déterminé tel que nous I'avons vu, s,appelle
le polynome (d'interpolation) de L^cnlrvcv. de la fonction f iu'r les
points x¡, i:I, 2,. .., n+ l.

Nous désignerons ce polynome par

(l) p(x, xr,..., xn+illx).

La forme générale des porynomes prenant res vareurs / (xr) aux
points x,, i:1,2,...,nf l, est

P(x,, x2,..., xn+tillx)+(x-x,) (x - xr)... (x-ru*,)e(x)
Q (x) étant un polynome quelconque a).

L'unicité du polynome (l) permet d'écrire les formules suivantes,
bien connues,

P (x' xz,. . .rx,r*r; f I x):
n+l

f r {',)
(x-x,) . . .(x- xi_.r) (x-x,*,)' . ' (x-xn* _\-- /-/x,-x1) x,- x¡¡1). . .(x¡-xn+r) ¡:1o xi x-x¡)
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(3) ¡x, xrr. . ,, xn,' ; /] : Ii:r
r) Le polynome (1) peut être aussi caractérisé par la propriéré extrémare sui-

vante. Il existe un polynome et un seul de degré effectif minirnum qui prend les va-
leurs / (x¡), pour x: x i, i:lt 2, . , , , n¡L.

n+l /(x,, ? (x)
i:l r¡-x¡_,)(

I *, x!....x\l@r)
7 ,, xl ....xil@r)

xn+t x2n+l

xxz
xl*tf (xn*r)
xn0

P (x,xr, . .t xn+t; / I x): -
1

I

ïl

x2

xi
xi

xl*t

xl
xl

7 xn+t x?+t

où nous avons posé

(2) g (x):(x- xr) (x-xr\.. .(x-x,,a1).

Posons
n+1 f (x,) 

,
g'(x¡)
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Application Ca[culons les ditférences divisées (7) pour m entier ]n'
Sans resìreindre la généralité nous pouvons supposer x,10, i:7,2" ',

nlletsoitlzl{rnin

mètre indépendant de x. Nous avons

ztr

Mais,

et en tenant compte cle (7), (8), (g)'

l*u 
*r,. . .t xttr,t ,l.f:,,1

Si nous Posons donc

1

(10)
- zx) 1 - zxz) I zxn*,

I

'lxr;,I

il*l I:I
l- zxr) (l - (l - zxn., (l - zx,)'2' (x¿)

t xy x2,..,, xn-tri-1 _ 2Xl

-l- : J-/- -t t I zx* z' x'+ . . . * r"-! x''-ll-zx 1-zx

x1, x2t..., xn*rt¿*]

: So* S,zaSrz2*

nous avons

Sr=[x' xz,. . .,x¡-¡1 i x/nnJ.,

si nous écrivons que le premier membre de (10) est égal au produit

des déveloPPements

=-L_ :l+zx,+zz x', + ..+2" x?'+ ..., i:1,2,.", ttl_\,
| - zx, ' | ' r.

nous trouvons

Sr:lx' x2,. .., xtt+r; xi+nf:L *i' *í' . " xil\t,

la sommation étant étendue à toutes les solutions entières et positives

de l'équation ar*zrl . . . *o.n+t:i'

3. La formule fondamentale de transformation des diÎÎé-
fences divisées. considérons maintenant Ia fonction / définie sur nl

points distincts

(11) X1t X2t. ., x," (m>- n + 1).

,|

Ð
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(6) f.xy xr,. . ., xn*r; fl- Ix, xr,, . , xn+r; fl-lx, x2, , xn; ll
xn+t - xt

Lxr; ll: t (x,),

qui peut aussi servir à les déiinjr et qui justifie Ieur nom
Nous pouvons donc écrire

(7) lx' xr,. ., xn+r; x"f:

Nous avons

(8) fx' xr, . . .¡ xn+t ; C,fl: C fx' xr,. . , xn+i Í1.

(9) fx, x,,. . .,xn.tt; ltgl-lx' xz,. . ., xn+ri llrlxt, xz,. . ., xu¡1i gJ

c étant une constante et f, g deux fonctions détinies sur les points x,
i:7,2,...,n|1.

si {/n,} est une suite convergente de fonctions définies sur les
points .r¿, on a évidemment

lim fx' xr,.. ., xn+ri Í, ,,,J:lx, x,
^-r* *

, xn+tllin"t f ̂
1,

clonc, si la série E f ,, converge, on a

Désignons par U (x, xr, ..t xn+t;fl le déterminant qu,on obtient
de V (x,, x2,..., rn_rr) si on remplace les éléments x,,, paÍ /(x,) respec_
tivement. La différence divisée (3) s'écrit alors

(5) fx, xr,. ., x,+1,¡l-',Í1r' x2t' ' t x,+t; 1). V(x,xr,..,xnrl)
sous la forrne du quotient de deux déterminants. on voit que lo difÍë-
rence divisëe (5\ est symëtrique por rapport aux points x,.

La formule (4) nous donne Ia formure cre rëcurrence des diffé-
rences divisées

I
I

0, m-0,1 ,. . ., n - l,
1, ttl: tl.

nt-> @

Irr,, x2,. . .,xn+ti Í,,r):lx, x2,. . .,"r*,; Énl-.=O n¡:0

'De ce qui précède il résulte que la ditférence divisée d'orclre r¡
d'un polynonle de degré n - I est toujours nulle.

Remarquons encore la formule

f (x) -P(x,, xr, . . . t xn+t; ll x):,p(x) [x,, x2,. . ., xn¡1, xifl,
qui est une relation simple entre le polynone de L¡,cR.qNoa et la ditfé-
rence divisée.

ln:0

f,,f
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Pour obtenir les coefficients r,, nous prenons pour / les ionctions

suivantes

(15) Í.,: f.,{*):
0, pour Jc:xl, xz, . . .t x¡+n-rt

9¡+r, n-, (x), Pour x:f¡a rt x¡¡n+t' ' '' xnr

j:1,2, .. , ffi- fr.

I
I

Nous avons

1,2,Al-' (/;):0, i: .,.,ll,

í:1,2, , j-l

l

a;(r;) I

ì

0,

Lj^u;), i: j,

Í (x
F:vrai (/;): (x¡*n- r¡) (x j*r- x j. (xj*n- x j*n-t

Nous en déduisons

(16) ,,:(x¡+n- xrl it, Í.,(x):(x¡+rt- "¡ f ,t',vi+t, 
,t-t (x¿):

_.lç 
m

:(x¡+n -t4ì,,^,(xi-x¡*r)(xr - x¡¡z) "' (x'-'x¡¡n-r)'

La formule fondamentale de transformation s'écrit donc finalement

sous la forme suivante

0, i: j+1, j+2, . . ., ffi- fl,

donc

nl(17) x 
^,/(x¿) 

:
i:r

ln- n

+Ej:r

n

t
m

\-
Ll

m

x
i:t

?1, .¡-1 
(xi) a$_, (/) +

xi*n t),ì,,r¡9i+,, n-'(x¿)

Pourtoutnombrenaturelnnousavonsunetellerornrule'Les
coefticients F¡r ,/¡ p€rlV€nt aussi ètre obtenus par des relations de récur-

rence. Si nous désignons par pÍn), ,!n) ces coetficients, pour mettre

en évidence le nombre n' nous avons

p(n) : U.Í,-tr, j:1, Z, . ., n-

pÍ;, : vr(n-r)¡,,"(n-t)+ ... ... f v

,'i' -- (x¡*u-", [' 'i;t' * 
"iut) 

+ ' ' '

j:l'2' "'m--n'

t l ar" (/)

l,
(n-r)
n-n+l

+ u Í-"u* ,],

Pour simplifier les notations nous poserons

(12) A!,(D::x,, xt+t,..., xt+j ; il , 
^l(Ð:l(x¡),(13) ?,,¡*r(r):(x - x¡) (x - x,*,). . .(x - x¡+j), ?¿,s(x):1,

i:1,2,,.., fit - i, j:0, 1,..., fit -- l.

Ainsi 9,,n*,(x) est précisément le polynome (2) déjà considéré.

Avec ces notations nous avons

. i.rj f (xr)Alrr\:\=' 'r \' ' 2i ei,r r, (.r,)

Nous allons maintenant considérer une expression linéaire et homo-
gène de/(x,) de la'forme

F :X x, f (x),
t:l

les i, étant indépendants de la fonction /.
On peut toujours mettre une telle expression sous la forme

F :i p,al-, Ø +f'" 
^'n(Í),i:l t:l

où les ¡r, et les v, ne dépendent pas de la fonction Í. Ces coefticients
sont complètement déterminés par les coeffjcients Àr. En effet, I'identifi-
cation nous conduit à un systènre linéaire de m équations par rapport
aux m inconnues ¡trv, Le déterminant de ce système

I

'pi,zG) çí,r(x.) ..,pi,uG,) pi,o+r (r,+r) p'z,n+t(xn*r) ...?i,-n,n-r, (r,,)
est ditférent de zéro.

Il reste à voir comment on détermine les coefficients p,¡, v,. Nous
les obtiendrons en choisissant convenablement la fonction /.

Pour avoir les coefficients p.,, prenons pour f le polynome
9t, j_'t: ?r, ¡-1 (x)' Nous avons alors

70

donc

(14) p.¡
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0, i:1,2,..., j-1,
7, i:i,
0, l:i +1, j+2, . . ., n,

al-, (ç,, i-r) : I

I
l!^ er,j-l) : o, r:1,2, .. ., fft-fl,

il ., .^ ,,., \ 
nI

- A ,,t1,¡-y\^r): X 
^, 

(x,- x,) (x,- xr) . . . (x,-x¡_r)

.i:l' 2' " '' n'
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et nous obtenons la formule d'interpolation bien connue

P (x' xr,.. ., xn+ri Ílx):f (x,)+(x -x,) [xp x?; Í])-
+(x -x,) (x -x) lx, x, xr; f )* . . .

+(x -xr)(x-xr). .(x -x,,) [x1, x2t" 't xr+i Í)'

III. Prenons

F:[x,,*1, xttjz,. . .,xzn; f f - [x¡ x2t. . ., x,ri l).

On vérifie facilement Que pr:0, j:1,2,..', il. Nous trouvons

v,:(x,*r-x¡) { [tu r,, xn¡2t",xzr f;) - lxy xr,' ',x,r; f*¡)\:
:(x¡+n x,r) lxr*1, xtt+2,' ' ', xzni 'P¡+r, n ,J:(xr*n-xr)

et nous avons, avec les notations (12), la f ormule suivante

(1e) aill (l) - 
^1.-, 

0 : f (x¡ 
'u- 

r¡) 
^i^ 

U)'

qui peut, d'ailleurs, être établie aussi simplement à I'aide de la lormule

cle récurrence (6)
IV. Soit

xir, x¡r,. . ., xin+r (l I i, < iz < " ' <

une suite partielle extraite de la suite (11). Prenons

F:[xrr, ,rr, , x¡n*ri.f ) )

La fornlule fondamentale (17) nous donne alors

(zol txr,, x,r, , x¡n+_ti t,:Fo ç),*,r- x,) lx,r, x,r,. ., xi,,+ri /j-l Àrr(/)

Remarques. 10. Lorsque F s'annule identiquement pour un poly-

nonre quelconque de degré r-l nous avons P':0, i:1,2,'. ', r'
20.Laformule (19) est valable même si les x, ne sont pastous dis-

dincts. Il sutfit que chacune des suites

Xy X2r. ., Xri X¡7¡¡, Xn+z,, ", Xzn,

x¡, x¡+r,...1 X¡¡n, i:1,2,' ',ll,

soit fornrée par des points distincts. Nous en déduisons que si

dr, o2,.,,, c/:¡ t'11, ?2,. . ., P¡, oi+t:7¡¡1, o.j+r-'þj+2,.' . r't-,r:iin

sont des points distincts, nous avons la formule suivante

fa' q.2, . ., u.ni ll - liJt, F2,. . ., ?,r; f J:
l

:l {",-þ¡) lay, ,2,. . ., d.i, i)¡, ?¡¡1,. . . , ii,,; Íl
i:1

ln-ll

J
F

I

ir

I
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4. -- Quelques applications de la formule fondamentale.
I' Soient f : .f (x), g : g (x) deux fonctions détinies sur

ts x,. Considérons la diftérence divisée

F : [*r, x2, . . ., xu+r; .fgf

du produit /g. Dans ce cas nous avons

g (x¡)
, i:7,2, .,f, * 1, ).-:0, i > 1+ L

les
olp

À¡:
oI n+1 fr)

si nous remarquons Que ?1, n+.t : gt,¡_1.?¡, n_¡_¡zt nous en déduisons

?,,¡-,(x,) : ##, pour i<i< n + t

et la formule (1a) nous donne

,,.: S g(x¡) 
,.-P¡: L'I'*;(-ù - lxj'xj.r" ' ' '' x, tti 9l' j:l'2,

La formule (lô) nous donne

.rr : g (xn*r), uj :0, j:2,3, ...
Il en résulte que nous avons la formule suivante

(18) [x,, xz, .. ., xn+t; Ígl: Ïrr,, xz, . .., xi; f ]Lxi, x,*r,
i:l

qui donne la différence divisée d'un produit. c,est la générolisation de
Ia f ormule de Letøwtz.

. Il. Le polynome de Lncnnruce (r) est de Ia forrne F. un carcul sim-ple nous montre que dans ce cas

:,ll.

xn+ti 
&1,

À¿:

La formule (14) nous don

,-:P (x,, xz,. . .,x¡1¡, ,?

, !:1,2,...,n11, Àr:0, i ) n*1

ne

t, ¡-r l x):? r,.i-r (x), j: l, 2, . . .t tl
et

,rr-(xu¡¡-xr) P (x' xz,, . .,xn+i Íî | x):
:(ru.,r- x,) ?t,,rolffi:?,,,(x),v¡:o, i i 1
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En prenant /:xl'dans (20), on voit que la somme des coefticients

dans le second membre est égale à L Nous avons donc la propriété

suivante.
s¿ Ia suite (lI) est ordonnëe, toute différence dívisée

lx¡r, x¡r,...,x1n+ri1] sar n* | cle ces poínts est une moyenne arithmé-

tique (gënéralisée) des diffërences devisëes l|(t), Lzn(l), .. ', ^i-' 
(Ð.

Nous avons donc

A.¡à0, i:7,2, ',m-', lrA.¡:1,j:r
/es A, ëtant indépendants de la fonction l.

Les coefficients A, sont donnés par la formule (20). La démons-

tration précédente nous montre, d'ailleurs, que

A.,:0, j:1,2,. . ., ir - 7, in+r- nIl, in+r- nI2,. . ., t1t* lt,

ce qu'on peut voir aussi sur la formule (20), en tenant compte de la défi-

nitión (15) des fonctinns /rl. Les coefficients A,,,Arn*r-, sont surement

positifs. On peut facilement calculer leurs valeurs. La fonction /i peut

être considérée, sur les points x,r, x,r...., xin+r, comme la somme du

polynorne ?i1+t,n-tcle degré n - 1 et d'une fonction g:g(x) égale à

?¡rrt,n-t(x,r) pour x- xi.tet nulle en dehors de ce point' Nous avons

alors

A 
r r: (x 

i rt n- "rr) 
lx, r, x,r,"', x 

t n +J l 
*): (x, r* n-x,,) lx, r' x ¡r" "' x t n *rig):

(- 1)"*t(x,l*n x¿,) V (x¡r, x¿r, r) ?¿r+r, o-, (r,r)

V (f¿r, x,r, , x¡n*r)

(r,, *, - *,,) (*,,*, - t4)

nl-n

lx¡r, x¡r,. . ., xìn+t ;/l: X 
^j^i^(l),
nt-n

, xrn+

(rr,*n - x,,)

x ir- x ¡r) (rr, - t,, (*,n*, 
- ",,)

Nous trouvons de la même manière

(x,n*r- xin*,-r) (xrn*, -- x,n*r-r\ '(frn*, - xtn*r-u)

) (xin r, - t,r) xin*r- xinA in+!-n (x¡n-rt-- x¡t

. Remarque. La démonstration précédente nous montre que les

fonctions/l sont non-concaves d'ordre n- 1 sur les points (11)' cette

propriété póut aussi être établie directement'
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5. La formule de la moyenne des différences divisées.Nous
supposerons maintenant que les points (11) soient ordonnés, donc que

xtlxz <...
Le déterminantY (x, x,

si nous posons
, rn+r) a alors une valeur positive et

'-1, t'10,
0, a: 0,
1, o, )-' 0,

s{a:

nous avons
sg [x' xzr. . ., xn+i ll:sgU (x,, xz,. . .. xr*1; l)

Reprenonsalors la lormule(20).Lasuite x,,, *,r, , xt,,+rest aussi

ordonnée et nous avons i.o+r - ir: p2n. Nous allons démontrer qu'alors

tous les coefticients de Al (/) sont 2 0. La démonstration peut se

faire par induction sur le nombre p. La propriété est évidente pour p:¡1,
car dans ce cas Lx¡r, x¡",. ., xin+ri fl:^,i' U).

Pour P:n¡ l, Prenons

ir:i, ir:¡¡1,. . ., ir:i¡ j -1,
i,*r:i li1_l, i,*r:Ìl j+2,. . ., i,,*r:i+n+l

et un calcul simple nous donne alors

(21) lxu x¡*y,.'., xi+j_.1, xi*¡¡!,'. ', x,*,r*t; l):
_(x,*¡ _x,) LL (/)*(xrnn* ,_ x,*¡) Al,*t (/) 

.

xí+n¡1- x,

En général, pour p:n¡1, i,*r-i¡:2 nous pouvons écrire

Lx¡r, x¡rr, . . , x,n 
rr; .f 7:

(x,i*r- x,,) af (/)+ (*,,*r-x,r*,)Af+l(I)
xtr+t- x¡t

.Supposons maintenant que la propriété soit vraie pouÍ p: n,
n+1,..., ft*f et démontrons qu'elle sera vraie aussi pour p:nlr*1.

Si in+r - it:n+ r+l,la formule (21) nous donne

lx ¡r, x¡r, . ' ,, x,n*r; ÍJ:

xln+t- xít
(xr¡*r- xi1) [x¿r, x,r, , x¡., x¡,¡1, xr,i*r,' . ., xrn; n +

+' (frn+ 
r - x r. *r)lx,z, x i3,' ", x i !, 

x 
i ¡+r, 

x 
i ¡ ¡1,.' ., x rr*r; f J I

I
où 7 est un indice tel que ij+l < i,*r. La propriété résulte immédia-
tement.

1 I
ì
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Chaqueditférencediviséeestprise,bienentendu'Surcertains
points de la suite x! xz,...t xn+r

La démonstration se fait par induction. Nous avons vu que la pro-

priété est vraie pour le coefficient r¡r, quel que soit n' Supposons la pro-

priété vraie pour le coetticient i1¡ Pour toutes les valeurs possibles de n

et démontrons-la pour P.¡*r. Nous avons' compte tenant de (22)' de la

formule (1S) et de g, *r:9 j U - l),
n*l

(23) þj,r: I rt,, x2, ., x¡--t,x¡ vr,'', xi; gì [r,' r,*,' "' xn*1' x¡if)'
t: j+1

qui démontre la ProPriété.

cette formule nous indique aussi le nombre cles termes du coefÍi-

cient ¡rr. Soit Ni le nombre des termes de ¡r, pour n*l points' Nous

avons ato,* N; :rl--l et la formule (23) nous montre que Nlt,:N'r-t i

+ Nj + . . . + NT-t d'où I'on déduit facilement'

n-l) n- j+t
(i -1

Désignonspafd',,d,i,...desdittérencesdiviséesd'ordrerdeI
prise sur des groupes de r*1 points de la suite x,, x2," '' r,,n,' Nous

avons alors

(24)

ou

(25)

r,, : X d', d'i . . .al"' d', dï. . .dlt"

La sommation (24) s'étend à toutes les solutions entières et positi-

ves ou nulles du systìnre (25) par rapport à i' ir," '' in'A toute solu-

tion correspondent termes dans Pr'

n-NÍ:

7. Le cas des fonctions dérivables' Nous avons supposé que

lespoints(11)soienttousdisticts.onpeutaussisupposerlecontraire.
On'obtient alãrs de (17) des formules limites en faisant tendre plusieurs

dÞs points x, l'un vers líautre. Les diitérences divisées qui s'introduisent

ontalorslesvaleursquenousavonsdonnédansnotreThèse6)'Nous

jr-t irr ".. * in:i, ii2i2+,..r nin:n

o¡ Voir loc. cit. t)' P. 43.

d',, d"n ,t:!ù
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6. La différence divisée d'une fonction de fonction. Nous
avons établi Ia formule (18) donnant la différence divisêe d'un produit
de deux fonctions. Considérons maintenant une fonction de fonction
C (/) et proposons nous .le trouver une expression pour la différence
divisée

F-[x1, xz,. . ., xn+ti C (l)]

Si nous posons f ,:l (x,), i-1,2,..., n*l, I'expression F est li-
néaire et homogène en G (,f,), G (f"),..., G (/,,*,),donc de la forme

n+1

F:x r,G ø,).
t: I

Nous aurons donc
,r+l

F:X ¡t,¡1f1, lr,. . ., Í,; G1.
i:l

Nous avons

1

?\, n*t (x,) , i=1,2 . . ., n*l

et la formule (l ) nous montre que si nous posons

si-e¡ (x):,(/- lr) U - lr) . .U l¡_,r), et:r,
j:1,2,"', ft|7,

nous avons

(22) p,:1x1, x2,.. xn+t; gì , i:1,2,..., nlt.

En particulier, nous avons p.,:0.Tenant compte de (18), des for-
nrules lxr; f -Íl:0, fxr; f -frl:O et des relations (7), (8), (9), nous
pouvons écrire

,l+l

vr:E [r' xr,.'..xii f] lxp x,*r,..., xn+r, xz;Í1.
1:3

Ce coetticient est donc une somme de n-1 produits de différences divi-
sées d'ordre ) I de /, chaque produit étant forrné par deux différences
divisées dont la somme des ordres est égale à n. Démontrons qu'en
général

Le coefficient ¡t.,esf une somme de produits de dilfërences di-
visées d'ordre2l de'1, chaque produit ëtant formë par des dillé-
rences diuisées dont lct somme des ordres est ëgule ù n.



tA 0ÉOMETRIE DE t'ÉQUA',IloN DES ONDES (ll)
PAR

N. THÉODORESCO (Bucarest)

En partant de l'équation des ondes, nous avons remarqué que si

on la considère dans un espace linéaire à connexion affine euclidienne,
les cônes caractéristiques de tous Ies points de l'espace sont parallèles

entre aux, cette propriété s'étendant à toute équation aux dérivées par-
tielles linéaire du second orclre dont les coefficients des derivées du

second ordre sont constants. Lorsque ces coefficients sont variables, cette
propriété n'ayant plus lieu si I'espace est à connexion euclidienne, nous

avons démontré qu'elle se retrouve en adoptant la connexion riemanni-

enne définie par l'êlément linéaire dsz: aii dxi dx,i l'équation étant

(1) iia' +b' àu
àx'

I cu:0,

les au étant les mineurs normalisés du déterminant IcÜ ll0. Dans ce

cas, les cônes caractéristiques de deux points intiniment voisins se

correspondent par transport parallèle L¡vr-Crvrr¡,.
Le problème réciproque, consistant à trouver Ia connexion rieman-

nienne telle que les cônes de deux poínts infiniment uoisins se cor-
respondent par transport parallèle de leurs génëratrices, conduit
à chercher l'intégrale générale du système d'équations aux dérivées

covariantes

(2) y¡a¡¡:),.a,. (k,i,j:1,2,.,.n)
,),,

où ).0 : 
iþ,rétant 

un scalaire. L'inconnue n'y est pas a,, mais le ten-

seur fondomental même g¡¡ Pat Ie changement de lonctions a..: et'o'íi,

le système (2) devient Y t 'J-tÌ - 0 et peut être ramené á la forme

(3) I''i, : r!,

où t'j.]. et Tulsont les symboles de CHrrsrorr'er de cleuxièmeespèce calculés
,:
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supposons' bien etendu, qu'il s'agit maintenant de fonctions définies
dans un intervalle contenant Ies points x, et un nornbre suffisant de fois
dérivables. Par exemple si tous les points viennent se confondre, la for-
mule (18) devient la formule de LnreNrz donnant la dérivée nème 6l'q¡
produit. La formule de la différence divisée d'une fonction de fonction
devient la formule donnant la nene dérivée d'une fonction de fonction.

Bucureçti, le 29 octobre 1940.


