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PAR
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M. D Pomremw a démontrd!') que si ABC est un triangle équila-

toujours former un friangle.

O peut énoncer ce résultat sous la forme suivante:

S ABC est un iriangle dguilatéral ef 5i P est un point de son
plan, on o

Dans la sulte nows nows proposons de généraliser cetle propricte
poir un polygone régulier d'un nombre quelcongue de cotés, Nous
terons aussi quelques autres remarques. Le lecteur se rendra facilement
compte gue ces problimes en soulévent d'autres qu'il serait intéressan
dexarminer de plus prés:

i

|, — Considérons un polygone réguller Ay A, o A, _, (n=3) et
sait P un point de son plan. L'expression
(0= PA, -+ PAT + .+ ﬁ:__._
7 ﬁ;

ol £ est un nombre positif, est une fonction continue de P dung toul le
plan, sauf au point A, oo d'ailleurs elle n'est pas définfe
Nows nous proposons d'étodier & minlmum de E, (P}

1y D, Pospeil. ,Uee femtilé enfre nombres complives &f on, (Rdoréun oe
giéomdirie fdmentmire, Bulletin de Malbémalique et da Physbque, & 6—7 {1530}

e 9014, 6



=4 TISERIU POPOVICIT

Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que [es

sommets A, sont représentés dans le plan par les nombres complexes
FAN. |
il
A
g, k=0.1,...,n—1 et lepoint variable P par le nombre complexe
F'E“ p=0, 0 _,..EI = 2% Wous avons glors

2k
i

'P_ﬁt—_\‘/r-“+!—3r-ms{ﬂ— ]I fe=0,14,: - n—1,

Si P est e point A, diaméiralement oppesé 4 A, sur le cercle

clrcongerif, ona
n—1
E, (A)— ?:
sl

On a done sirement

= LI

min E, (P)==

Mais nops awond
lp—1 | =PA,=p+1 K=01..,0—1,

donc
-
EII'LP]EM—”:_—II .
{p-+ 1)

L
5i nous prenons p o= “—911, nous avons E_ (P) =a.

=
lim E(P)= +
P—E-AF.

Cin peut donc affirmer que:
Le minlmum de E (P) esf atteinf en au molns un polnd ou plan.
Remargions gu'un tel polnt est necessairement distinct de 'origing
O puidscue
E (G =m

N —

au |-'1-'5}'L'_E_?_'-'- REMARGUES HUR LN THEOREMU BE M. POMPEIL 4

2.— Considérons le point P representé par l¢ nombre complexe
(1s27)
pa ofl m est un entier. Par suite de 1a syméirie, on a

M
B
Toujours par sulte de la symétrie, on voit quil seffit d’examiner
I'expression E, (F') seulement pour leg points P pour fesquels

{1 n— — =8 <k,
iT

Fixons un tel & et faisons varier pde 0 4 + oo,
S fous posons

(2) =—"

HWOUS Yo

o+

n—1 ; 2
E.(P}= —I—.. E |:1 — [ cos (&—%T-F):|.
. bl

{1 —tcost)®

De (1) 1 résulte gue cos 4=20, donc E, (P) est une fonction
continue de ¢ dans 'intervalle Termé [0, 1] el est sdrement dérivable
dans intervalle [0, 1) ouvert & droiie. Nous avons, d'aprés un calcul
tacile,

dE, (P)

—— =

i

?
=— sln||l'J—— sm T — 3 cns[ i J]
—- JelkmD it

(1 —tcos 1)

ek comple tenant de (1),
dE [P}
e RS
d 0

La fonction E,(P) de ¢ est donc décroissante dans l'intervale [0, 1].

Son minimum esl atteint senlemenl pour =1 done, daprés (2),
seulement pour p= 1.
Le minimum de Fexpression E () ne pent dire alteint que sur

le cercle circonscrit ap polygone.
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3, — Supposons dont p= 1. L'expression E,_ (P) devient

H—] |
EI,I:P'}= I aln (E_E] 'rr
Sjnl' Kl 2 n
2
ol
&—1 r
E, (P} — ?_"'5 cos 2y gin £5],
- ] n
€n posant

i = colg -
=

C'est une fonction continue de u dans Vintervalle fermé [ﬂ, ta EE-]
il

el est surement indéfiniment dérivable dans Uintervalle owvert
T
(ﬂ, tg — ] On a
2N

k= kx Eaxl
sin—|co&8— — i 5in ==
dE.(P} _r‘i' & n n n
i o cosZZ —ysin &7
n n
¢“E, (P) kx| kn Kl
-—-—--u——-—r r=—1 sin®— | cos — —pr 5in —
du* { }Ig i il

Nous avons donc

d"E, (P %
e <7 ), = rep, =0, O u by —
if 1 o t;Ei.'n!
suivant que r<-1, =1, resp. > L.
La fonction E, (P)de u est donc une fonction continue eoncave
linéaire resp. copvexe dans liatervalle fermé [al i ;—ﬂ ] Pour aller

plus loin examinons la dérivée premigre de E, (P) ay volsinage des
extrémites,

3i n est impair, tous les cos L sont == 0, done
n
dE_ (P Y. Fxl. _kxf
lim ;“.:—r tg —|cos—| =0.
n—4u dil n n

S

S e N

QUELQUES REMARQUES BUR UN THEORDME DE M. FOMPEIL at

On peut donc affirmer dans ¢e cas que le minimum est atteint

pour i =03 r>==1"gt pour H-152— g1 r==1 el seulement pour ces
il

valeurs.,

Si n est pair Jes cos 'Lr sont 7= 0 saul pour & = v;-— O a done
n

dE. (P
lirm A :I=r lim o !

U Ul ] & —m e ]

et par conséquence

AE, (P) 8 pour r =1
[im -

M —Z e o it

+ 0%, pour r<C1

On en deduit immédigtement goe si r>1 e minimum est atieint
pour =0 §i r=_1, la fonction E_ (P} &lant concave nous savons que

le minfmum ne peut &tre atteint que pour les extrémités

T
Em=10h =l
Ezn

Pour décider remarguons gue dans ce cas (a pair)

dE, (P -t Ei”ij 2+ el
i= i o
limm eedl r*"E TERIT =
-H—::ll-l'j.'i—ﬂ d" Em;_lj_ﬁ-?cmu n
an Zn 21
E “E
eadine 4 1w
" n L r{_____} ~ D,
= =l
Co5 —
20

La fonction E, (P} est donc croissante et son minimiim esl atteint

pour i = (.
Il reste 4 examiner le cas spécial F= 1. Nous avons alors

=5 4 &, pour m pair
2
E@®=)
; poiur # impair,
gin —
2n
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Pour & palr le minimum est atteint pour ¢ —10. Pour » lmpair
E (P} est constante sur lensemble des points considéré, donc son

midnfrourm est atteint en toul poifit de intervalle [{I, tE 51 ]
n

Remarquens maintenant que si § erait de =— T i = Cotp 1_:
n

décrait de fg - & 0.
Zn

Pasons maintenant

|'l—|_| R"I'.' F
| oS E| . &t esl pair r =0 el s roest Impair r =1

@ K= o

org’ B k=0
28
Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant.
Théoaréme 1. S0 Ay A, . A, _, est ap polygone régalier, run
rombre positif donné el Poun peint da plan du polygone, on a
Finégralité

{2k + 1)z

5 R sl Impair 0= r= L
Fl

E (P)= "

L'égalitd o Hew sl el seulement 5i:

19 o ftant pair € r>=0, ou bien n élant lmpair et 11, P
cotncide avec le point A, da cercle circonscrif diamétralenemt opposé
@ RAg

2" n étant impalr 28 0<"r<1,P cofncide avec l'un des sommets
opposés d Ay, done P=A, _,ouP=A _ .

L 3
3° n dtgnt impair et £=1, P colncide aver tun des poinis de
lare du cerele elreonsertt compris entre les sommets A, A, L
o w
11 s’agit, bien entendu, du cercle cicconscrit au polygone,
4, — Le résultat precédent peul se mettre sons diverses formes.

L'expression
|

(PRY -+ A AL\
i M {l‘}-{ i L

i

est In moyenne de puissance r des distances PA, PA . FA, _ On
sait que nous avons la limitation supérieur

M, (Pi=max{PA, PA,, .. ., PA )

HIELGUES REMARQUES SUR UN THEDREME DE M. FOMIFEIL e

Le théoréme 1 donne, pour un palygone régulier, une limitation
inférieur de M, (P). Nous avons le

Théoréme 2. S Ay A, . A, _, est un polygone régulier, T un
romire positif et P on point da plan do pofyoone, on a

M, (P)=CY" max (FA, PR, ....PA__)

i

Remarquons que

ir} o '
n 1 F "3' r
lim — =— | o x | X —=— cos xifx <1,
r—speus | 1 i =

& ' i ﬂ

done ﬂ::j posir # —3 w0 tend vers la valeur moyenne de puiszance r de

Ia fonction cos x dans 'intervalle [l.l, %]
Poor compléter les réguliats précédents nous examinerons avec un
peu plus de detall, 12 cas o0 r est un nombre entier.
5, — Soit d’abord r = 1. Nous avons alors

I 1 :
f pair
5
e
A0 I Zn
o
].= .t impair.

S —
| 2n

La pénéralisation directe du théoréme de M. D. Powreiv peut
s'époncer de i maniére suivante
| Théoréme 3. Si Ay A, .. A, _, est un polygone régalier et P un
point de son plan, on a

PA. 4+ PA +...+PA S L
ey 2t 2=t =0 max (PR, FR,... PR, )

Al

1
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ok C",':' est égal &

1 i
R SRt -
e B i
2n 2n

sufvant gue o est pair ou impair.
ir ¢ it ef tend vers = gl pour
Remarquons que pour a pair C1° croil e -
2 =
impatr [ décroit et tend YErS= potrp —o, donc

Conséquence 1. Si Ay A . A, est un polygone réguller d'un
nombre impair de ¢diés et P un point de son plan, on @

M![P};}E wiax (PA, PA, .. ..PA, )
£

2 .
'égglité n'éfant pas possiole el T pe pouvant ftre remplacé par

auenn autre nombre plus grand,

Pourn=4onaCV = Ilﬂ'J;EHn:‘:nl:m:el:uuznmtlne

Théardme 4. 51 ABCD est un carré ef P an peint de son plan,
naus avens ['inégallté

PA +FB +BC + Fﬁ_w‘. + 1 vax (A, P, C. PD)
4
qui est, d'alflenrs, dqmivalente aux guafre inégalités
PB4+ PC+PD=VEFA, ¢#C+PD4+PFAZVIFE
FD+PA+PB=V2ZPC PALPE+PC=\2PD
1
M. D. Pompemw 2 déjd tronvd®) Ci = i
6. — Suppozons maintenant ¥ —2m, m étant un nombre naturel,
Calculons & ™, Nous avons

T
.
o 23"' ( ) E [ )EI‘JS-...JII

ired frdt e guefiues
1D, PospRIU (Lo géyméfee of les fmapinaires - démonzirmi
:hdﬁrén}}ﬁ Himrrrm'.rr-;n"- Budletin de Matbématiques et de Physique, 11, (1841}

GUELGVES REMARGUES GUR UN THEGTREME DE AL FOMPEI

&

et d'aulre part

o L3 D, sij==0 {mod i}
2" e B
k=0 A e S = 0{mod u),

Mous en déduisons

B 21 5imr="n
2."."1 n ¥ g

[7]

| {8 B

ot [x] est le plus grand entier ==,

Remarquons que dans ce cas /s coeffictent CE™ vst fudépendant
de n posr n >m,

Théoréme 5. 8 m est un nombre nalurel, AgA . _A Fr

polygane régulier § n==m (=3) etz ot P pofnt a'u pn’an a’a (ol
polygene, on o

2]
ALY o

I f2m R L m i
MM{P]};—I-{ max (PA, PA, ., PA

0 e

Le nombre A" peat aussi s& calculer facilement 8r=2m+1 ekt
on nombre impair, T"«T-IJ 8 avons dans oo cas

-1
5 .
A}'_J,m-.'—u = E CogEe l_;r:i'f__ 1

Mais,

-1

By - 4 -
(e I I—EE }:‘:[-'Hl )nﬁ{?; 1) %

et d'aulre pari

_'I_ ; _] i {__ i]||-|- I
i L T T
#lrll i = ,']'_“

a1
_; . J'_E-L At impair
ﬁini =%

2n

i pair
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ome
2m +1
= I}j+l[( : )
j M { : =i . pair
:I-im.ﬂ- [E{_EJ_I}I
2n

:,l_{i-'rr+lr=
! aij2m+1
=g

i pair:
f“)zl 5|n!‘|.2ﬂ g
Zn

1L

7. M. D, Posippiv dans son deuxiéme travail cité démontre que si
les quatre longuéurs &, b, &, d vériflent inégalité

a4 b+o+d=2max (g b ¢, d)

construire avec ces longueurs umn contoir polygonal fermé.

on peut _
; la propriété bien connue gu'avec trois longueurs

Cest Iextension deé
a, b, ¢ telles que
a4 b+ o=2 max {a; & c}

on peut former un triangle. W :
La généralisation de cette proprieté est la 3uwlnnle. .
Théoréme 6, La condition aécessaire el suffizante pour gu'avec

Fe une. figne

poiygonale fermée est que Fon ot

{5} r]l_ ﬂa -]' AL ﬂh-:éz max {ﬂ!.ﬂr..lﬂn}-
L'inégalitt (3) est équivalente awx o inégalites
e il " R ' T oy R + it =4

La condition est nécessaire puisqu'une ligne hrisée est au moins

i &t &5,
aussi longue que le segment tinissant ses extrems _ :
Il reste & démontrer que la condition €sl aussi gyffisanie, Mous

allons Faire 1a démonstration par Induction compléte.

%) En ke Ta prnpriété gst vraie awssl pour 7= 2 mals dans ce Cas elhe g2l

svktentes,

QUELQUES REMARQUES SUR N THEOREME DI M. POMPEI a7

La propriété est wraie et bien connue pour g= 3. Supposons la
veale pour n (Z=3) et démontrons-la pour a4 1 longoewms. Saient
Qs B vooa @y B4 | longueurs elles que

A i re=— 11 [ S P

Sans restreindre la géntralité nous pouvons supposer
@ =d=...5=4a, ., Nousavons alors
=

() A e e o [ R

Solt maintenant AB un segment de longueur a, ., et scit C le

point de ce segment tel gue le segment CB alt la longueur a,. Le

segment AC a pour longueur = Il suffit de démontrer qu'avec
les longueurs a,, a, ..., 0, 4, ,—a on peet construire une ligne

v g

polygonmale fermée. En effet, on peut alors construire une ligne
polygonale fermée AD .. . CA avee cés longuedrs et 1 ligne polygonale
fermée AD ... CBA seca construite avec les longuewrs o, @, ...

[
Mous avons
e w‘l' My s i gy Wy — ) = max (g, LT R )
11 suffit done de démonlirer les inégalités
by 4 82l —a,
(ol P SRR O RO S ity B
Or la premiére n'est aotre que linégalité (6), La seconde peul
secrine
(O—a)+ay+ oo+ 8, _ + an__.,‘-,:ﬁ_
et est vérifice puisque @, ==a, 4, , =4, On a donc
Gyt t oo ba, fla, —o)2 max (@ by, 0,0, — @)
e qui démodlee ln propridte. .
8. — Reprenons le théoréme 5. Pour & impair on a

{?} T ':i" = ! - I ==l

gin e sinl
2R i

I'égalité n’ttant vraie que pour a.= 3. Pour a pair on a

{H) nCM = : = et g S N
tgi I:gi
2n 8

on a done ka
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Conséguence 2. ST ARy A est un polygone répulier

R
(1 ==%) et P un paint de son plan, on a

A, +BA, + ... +PA, =2 max (PA, PA, .., PA, )
el noss pouvons énancer le _ }
Thﬁréma 7. St A A, . A, _qest un polygone réudier (nz=3)
ef P un point de son plan, avee les longuenrs BA, PA,, . SPAL o

sift fonjours former une ligne polygenale fermie. ;
; C’njsq le 1{1¢uréute de M. D. Pompew poor un polygone regulier

pelconque. . . b
: Remarguons, qu'en verlu des inégalitis {'.I'_]l _e.’r (8), pour =4 il
existe surement des polygones non régubiers veritian le théoréme de

M. Powpem. . n
g, Si r ast un nombre positil, Punite de longuesr éfani choisie,

on peit considérer les longueurs PAL PAL,... . FA, ¢
Mous avons

lim .'i.h”: Lose
r—nm

done il existe un nombre natucel N dependant de r, el gue
=2 pourm=N_

Sait r = 1. Compte tenant de {3}, pour ff==3, nous avons

8 P :
W-—q 12 eos— | =1 +==2 npar
T i ¥
3 .
r-“:"-“--—] 2 ::l::-s--—| -2, i impair
== X
- 2n
£os ——
20

donc. . )
Théoréme & ST A A . A esfan polygone réguiier (n=3),

r i nombre positif = 1 et P un polat du plan du polygone, avec les
tongneurs PAL PRI, . PAL_| on peat toufours former une ligng
polygonale fermde, _

On peut d'alllesrs remarquer que, pour un r=3 donte,

wie fonction déeroissante de'r. , .
Le théareme 7 résulie done des inégalités (7), (8)

(P L)
r.fr' ekl == 1.

i)
A e

Pour r=1, on ne peut pas prendre N =3, Le minimum de N,
croit vers 490 pour r—>oo, Des calculs simples nous moditrent que

QUELGUES FEMARCUES SER UN THEQREME [FE 8. POSMPEIT o4

pour r==2 on pegt prendre Nr =4, Sur l¢ cas =2 noos reviendrong
plus loin avec plus de précisions.

118

10, —Lorsque r=2 on peut facilement compliter les résultats
dn § L

Congidérons n points bormant un polygone queleongque AL . A
gt g0l P un point gquelcongue, fe tout sitod dans un méme plan, Le cas
oil les points A, ne sont pas tous distincts n'est pas excl.

Lexpression

EY ()=

est une fonction de P, continue dans toul le plan, saul au peoint A,

Mous nons proposons détodier le minimum de cefte expression.
Soit G le centre de gravité des points Ao Py oy W Mous
avons

H—|
nGP* + )08, TGP 4 My (0)
E(P) =~ P_.-i;‘“ = e

¢

aver la notation (4).
5i le sommet A, colnelde avee G oon a

w—Il

P

ol Ly e R
] ﬁf_'

et on voit alors gue
min Ef (P) = n,

mais ce minimem n'est atieint par apcun point P du plan, saof & tous
bes points A, sont confondus.

5i A, ne colncide pas avec G, le minimum de EJ' (P) ne peul tre
atteint que pour un point de la droite GA,. En effet, sur ia circonférence
d'un cergle de centre A, le minlmum ne peul éire atteint qu'aux points
ofi cetie circonférence coupe la droite GAL
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S P ast sur |a droite OA, nous pouvons ecrire
(1 — 3" TAT + MZ(G)
Ty '

Ey' (P)=n

oii ) &3t un paramétre réel, On a notamment P = LG + (1—4) A,
Le-minimum est atteint seulement pouer

GAZ - M (0)

GA;

cf mous avons

M; (G
min BEP) = —————,
: GAZ | M2 ()
On voil que dans Ce ¢as
min EX{P) < n.
11. — Considtrons maintenznt les expressions
B EY (P - BTV (R
Chacine 4 un minimum. Le plus petit de ces minim,
o i |'r;11'n B r_m]
@) f=01, ., a=1L{P)
est donc déterming et dépend du polygone A, &, ... A, _ ..
Lorsque le polygone varie, ce minimum & un maximum. Kous
nous proposons de déterminer ¢& maximum,

Lég résultats do Moo précédent nous montrent que si tous les
points A, sont confondus le minimum (9) est tzal 4w, Dans Ia suite

nous excluong ce Cag,
Si s des points A, (1 =s=u) sont distincts de O et si o, o sonl

respectivement 1a plus grande ef la plus petite des distances de O & ces
(rodmts, ona
& ot =~ &
S0 =M 0=

Iy n

2
d° NS pagalite étant possible et ayant

i n+3s
lieu effectivernent sealement 8i f =", [Vaulre part

et le nombre (U) est =

HUELQUES REMARQLUES 51k LN THEOREME DE 8. PO P i

F'épalite n'étant veaie que pour 5= 5. 0 en resulte que le maximum de

(%) Etr—;#t est atteint seulement =l les distances GA, sonl toutes égales.

MNous pouvons donc énoncer la propriété suivante, généralisation du
théoreme 5 pour mr - 1,
Théoréme 8. 50 Ay Ay ... A, _, st un polygonre inscrit dans on

cercle dant fe cenfre colnclde owec le cenire de pravidé O des
sommets Ay el sf P est un polnt du plan de ce polygone, on o

(10) M, (P) = F],?max PA, PR, . PR, _)
Uegalitd éfant vrale senlement si P coinelde avee le symélrigue par
rappord & U de Pun des poinis A

St le polygone A, A, ... A, _, ne vérifie pas la condition
précédente il exisfe au moins on point P pour lequel inégalité (10)
nesl pas werifide.

La polygone ,maximisant” est un triangle équilateral pour A =3
et #s5t un rectangle pour n=4.

12— Llinégalité {10) nous donne encore la proprieté saivimbe

Théoréme 10. 31 A, A, .. A, _, est un polygone & nz=d
sommets fnsert! dans an cerele dont le cenfre cofnoide aves e centre
de gravilé des points A, of 51 P est un polnt du plan de ce polyroneg,
avee les longueurs PAS PAY, . PAT | oa pent constraire ing
tigrite polyronale fermde.

Pour n—=4 oo a, en parbeulier, la propriélé caractéristique du
rectang’  exprimée par le

Theoreme f1. 5{ ABCD est un rectangle ef P un pafnf de
son plan, ovee les longuenrs PAS, PE, PCY, PDF an peut toujours
constrnire une {igne polvgonale fermée.

L.a propriété n'esl vrale pour qucin aofre guadrilatére ABCD.

Iv.

13 —MNous avons considéré jusquiici n point Ap Ay -0 AL
dans nn plan et la point P variant daps ce plan. On peut sopposser,
plus généralement, que ces points sont dans un espace & un nombre
quéltondgue de dimensions. En particulier le probléme traite an § 1] se
résout Immédiatement dans Vespace & un nombre guelconque de
dimengions, Le théoréme 9 s¢ pénéralise immédiatement ¢ [ nest méme
pas necesspire d'insister ici sur cette guestion.
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Consldérons mamtenant, au lien d'un polygone régulier AjA LA

une circonlérence I
Nous gvons alors le théoréme suivant, limite du théarcme 2.

Théoréme [2. 5 P est un point du plan de la eircanférence ' ¢t
M_{P) la valeur moyenne dé puissaonce r>=0 dés distances PA du
polnl P g un point A de I, on a Pinégalifé

1|_.
M, (P) = I_ircuax.n} PP,

o P, est le point de T e plus éloigné de P.

L'égpalité a tienx sealement 5i P est sur la circonférence 1.

On voit immediatement que le passage 4 [a limite est parfaitemenl
justifie, 11 est Incile d'aillears de démontrer directement la propritte.

14. — Dans le cas r = 2 on peut encore 3¢ poser un probléme plus

compled.
Considérons dans le plan une courbe continue I'. Plus précisément

une courbe représentée paramétriquement par
x=fth y =2t}
ofi f (), & (F) soni deux fonctons continues de  dans un intervalle

ferme [a, b].
Sait Pun point du plan et M, (P} la valeur moyenne quadratigue

des distanices du point P aux point de la courbe I'. On a alors, x,
etant les coordonnées de P,

&
M (P) = ;—J Lix—=F(0F + [y —gl)fide

Etudions le minimum du rapport
M, (P)
PA,

ou micux du rapporl
2
F_'_i""-" (P} = M_
P4
ot A est un peint donné de I
5i O est le centre de gravité de la ligne [', nous avons encare
OGP - ME ()
PA;

ES™ (F)—
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On voit, comme au § préecedent, que si A, coincide avec (G, on a
min EE (P =1

gt c¢ minimuem n'est pas atteint s, comme nous le supposons, la ligne I°
ne 8¢ réduit pas & un point.
Si Ay ne cofncide pas avec G le minimum est égal i

m‘ 0
min Ef'"’JlfP]—- T s 3— -,
GA; + M ()

Pour gue

{11} min [ min E&! .[P}J
(AL (F)
soit maximum il faut que (A% il A est un point courant de I' se réduise
i une constante. En effet, & o est le maximum et o le minimum de
GA, on
P MAG) =d

Fépalite, n'etant possible, par soite dela ¢ontinuité des fonctions f (1)
o (1), que si GA, est consfante, Le minimum (11) est donc

I._-r'i"
=t
q" l
MHEEF = —, I'égalité n'étant possible que sid' =d. 1l en résulfe que

le maximum de (11} est &gal & -;- et ce maximum est atteinl seulement si

GA est constante. Pour cela, on le voit lacllement, il faut et i suffil
que I' soit une circontérence et que P eoit sut cette circonférence. On a

done finglement le
Théoréme 13. SI T est wne circonférence ¢f P un polnt du plan
de celfe circonférence, on a

(12) Mo(P) = PP,
72

P, dicnt 1e point de T le plus éloigné de P,

of T est une courfie confinne différente d'une eirconféreace ii
existe au moins on point P du plan pour lequel Uinégalité (12) n'est
s vrare,
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