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1) D. POMPEIU. » Une identite entre nombres complexes et un theoreme de 
geometric elementaire", Bulletin de Mathematique et de Physique, 6, 6 - 7 (1936). 

ou rest un nombre positif, est une Ionction continue de P dans tout le 
plan, sauf au point A0, oi'.1 d'ailleurs elle n'est pas definie. 

Nous nous proposons d'etudier le minimum de Er (P). 

PA~+PA~+ .. +PA~_1 
E/P) = -------- 

PAr 
0 

1. - Considerons un polygons regulier A0 A1 . l' . A"_ 1 (n 2 3) et 
soit P un point de son plan. L'expression 

I. 

Dans la suite nous nous proposons de generaliser cette propriete 
pour un polygone regulier d'un nombre quelconque de cotes. Nous 
ferons aussi quelques autres remarques. Le lecteur se rendra facilement 
compte que ces problernes en soulevent d'autres qu'il serait interessant 
d'examiner de plus pres. 

PA+ ~+PC 2 ~ max (PA, PB, PC). 

M. 0. PoMPEIU a demontre 1) que si ABC est un triangle equila­ 
teral et P un point de son plan, avec les longueurs PA, PB, PC on peut 
toujours former un triangle. 

On peut en oncer ce resulta t sous la forme sui van te : 
Si ABC est uti triangle equilateral et si P est un point de son 

plan, on a 
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La fonction E,(P) de t est done decroissante dans l'intervale [O, l]. 
Son minimum est atteint seulement pour t = 1 done, d'apres (2), 
seulement pour p = 1. 

Le minimum de l'expression Er (P) ne peut ttre atteint que sur 
le cercle circonscrit au poly gone. 

d E,(P) 
----<0, 

dt 

r -1 

r , I:sin(IJ - k 'It) sin /c7t[t - t cos (e - 2k 7t)J2. 
- +11c=o n n n 

(1 - t cos 6)2 l 

et compte tenant de (1 ), 

dE,(P) 

dt 

E,.(P)= 
1 

r 'fi[1-tcos(1J-2k7t)J·2 
-k=O fl 

(1-·t cos e) 2 

De (1) ii resulte que cos e < 0, done Er (P) est une fonction 
continue de t dans l'intervalle ferrne [O, l] et est surernerit derivable 
dans l'intervalle [O, 1) ouvert a droite. Nous a vons, d'apres un calcul 
facile, 

nous avons 

t = ---3.£_ 
p2 + 1 

(2) 

7t 7t--.::::::::o.::::::::7t. 
n 

Fixons un tel O et faisons varier p de O a+ oo. 
Si nous posons 

(1) 

Toujours par suite de la syrnetrie, on voit qu'il suffit d'exarniner 
l'expresslon E, (P) seulement pour les points P pour lesquels 

n-1 n-1 
~-, ~-, 
LJ Pm Ak = ~ PAk. 
k=O k=O 

2. - Considerons le point Pm represente par le nornbre cornplexe 

i(o+2:n) 
p e ou m est un en tier. Par suite de la syrnetrie, on a 
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I 
J 

E,(O) = n. 

Jim Er(P) = + oo 

P-·;..A0• 

On peut done affirmer que: 
Le minimum de E, (P) est atteint en au mains un point du plan. 
Rernarquons qu'un tel point est necessairernent distinct de l'origine 

0 puisque 

11 en resulte que le minimum de E,(P) est le merne que dans un 
I I 

n r +a r 
cercle Ierrne de centre origine et de rayon . D'autre part 

1 l 

ll r -t:J. r 

n r -Cl. r 

l l 

. nr+a.r 
S1 nous prenons p > 

1 1 
, nous avons Er (P) >a. 

n/p-1 ir 
Er(P)~---- 

(p + 1r 

done 

I p - 1 I .:::::::: p A k.:::::::: p + I' /( = 0, 1, ... l fl - 1, 

Mais nous avons 

min Er (P).::::::::Ct.. 

On a done surernent 

Si P est le point A~ diametralernent oppose a A0 sur le cercle 
circonscrit, on a 

k = 0, 1, ... , n - 1. - . I ( 2krr) PAk = V p2 +I --2pcos B--n-, 

Sans restreindre Ia generalite nous pouvons supposer que les 
sommets Ak sont representes dans le plan par Jes nombres complexes 

i 2k 11 

n 

e , k = 0, 1, ... , n- I et le point variable P par le nombre complexe 
peiO, p20, o.::::::::B.::::::::27t. Nous avons alors 
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l 
La fonction E, (P) est done croissante et son minimum est atteint 

pour u = 0. 
II reste a examiner le cas special r = 1. Nous avons alors 

1 -- + u, pour n pair 
'It 

tg - 
2n 

E,(P) = 1--1-, pour fl impair. 
• iC 

sm- 
2fl 

7t n-2 
r sin _--;;- 

fl ~ ,(2/c+ 1}1t 0 ----~cos > . 
it k=O 2n cos- 
2 fl 

du 11 
u--?tg--0 

2 n 

(2k+ l)it r 
cos --- 

d E,(P) 
lim 

2n 

Pour decider remarquons que dans ce cas (n pair) 

. le 'It 
sm- 

r n-1 n 

cos'-1~2ocos (2k+ l)1t 
2 n 2 IZ 

'It 
U=O, U=tg- . 

2n 

On en deduit immediatement que si r > 1 le minimum est atteint 
pour u = 0. Sir< I, la fonction E, (P) etant concave nous savons que 
Je minimum ne peut etre atteint que pour Jes extrernites 

pour r > 1 
dE,(P) l O, 

Jim - 
u ---7 + o du - + co , pour r < 1 

et par consequence 

dE (P) 
r = r Jim Ur- I 

d u U---7+0 
Jim 

u--?+U 

On peut done affirmer dans ce cas que le minimum est atteint 

pour u = 0 si r > 1 et pour u = tg ~ si r < 1 et seulernent pour ces 
2 II 

valeurs. 

Si n est pair Jes cos k 'It sont ~ 0 sauf pour k = !!__, On a done 
n 2 

3i QUELQUES REMARQUES SUR UN THEoR~ME DE M. POMPE!U 

dE,(P) ~ k'lt' ktcl' Jim = - r ~ tg - cos - = O. 
11--?+o du k-o n n 

suivant que r < 1, = 1, resp.:» 1. 
La fonction E, (P) de u est done une fonction continue concave 

lineaire resp. convexe dans l'intervalle ferrne [ o, tg fn J Pour aller 

plus loin examinons la derivee premiere de E, (P) au voisinage des 
extrernites. 

S. t . . t I k 'it ---.£ 
1 n es impair, ous es cos - sont -r-- 0, done 

n 

'It 
0<u<tg- 

2n 

d2E,(P) 
2 

< 0, = 0 resp. > 0, 
du 

d2 E (P) n-1 k 7t I k 'It k 'it I' - 2 
--'-2- = r (r-1) ~ sin2·- cos- -u sin - . 

du k=o n n n 

Nous avons done 

. k 'It/ k 'It . k 'It/' d E, (P) 11_1 sin -n cos -n - u sm -n- 
--'-- = - r I: _,___ __!..__ 

d U k=O k 7t • k 'It cos.- -u sm- 
n n 

C'est une fonction continue de u dans l'intervalle Ierrne [o, tg ~ J 
2 fl 

et est surement indefinirnent derivable dans l'intervalle ouvert 

(o,tg2'1tn).ona 

e u = cotg - 
2 

en posant 

II-I I k k I' E,(P) = ~ cos.--'.:.-u sin~ , 
k=O n n 

OU 

1 n-l I ( 6 k ) /' E,(P) =--- ~ sin --~ , 
sin'~ k=O 2 n 

2 

3. -Supposons done p = 1. L'expression E, (P) devient 
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La generalisation directe du theorerne de M. D. PoMPEJU peut 
s'enoncer de la rnaniere suivante 

Theorems 3. Si A0 A1 ... An-i est un poly gone regulier et Pun 
point de son plan, on a 

f n pair 

I ' 7t 
tg - 

A(l) = 2n 
{ II 

I n impair. 
' 1t 

l sin~ 
2 IZ 

Pour completer Jes resultats precedents nous examinerons a vec un 
peu plus de detail, le cas ou r est un nombre entier. 

5. -Soit d'abord r = 1. Nous avons alors 

f [ 7t] Ia fonction cos x clans l'intervalle 01 2 . 

done c<r> pour n -s.. oo tend vers Ia valeur moyenne de puissance r de II 

(r) Jn: 2 (2 ), 1 r r 
lim .»: = - I COS X I d X = - COS X d X < 1, 

n ___:;;;.oo n 7t 7t 
0 v 0 

n 

Remarquons que 

( 

(r) )' 
c~> = ~ 

ou 

Le theorerne 1 donne, pour un polygone regulier, une limitation 
inferieur de Mr (P). Nous avons le 

Theoreme 2. Si A0 A1 ... An_ 1 est un poly gone regulier, r an 
nombre positif et P an point du plan du poly gone, on a 
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est la moyenne de puissance r des distances PA0, PA1, ... , PAn-i· On 
sait que nous a vons la limitation superieur 

Mr(P) <max{PA0, PAP ... , PAn _1) 

(
PA~+ PA~+ ... +PA~ 1)r Mr(P) = - 

n 
(4) 

L'expressien 

" 2 
30 n etant impair et r =I, P coincide avec t'un des points de 

l'arc du cercle circonscrit compris entre !es sommets An_ 1, An+ 1. 

2 2 

Il s'agit, bien entendu, du cercle circonscrit au polygone. 
4. - Le resultat precedent peut se mettre sous di verses formes. 

L'egalite a lieu si et seulement si: 
10 n et ant pair et r>O, OU bien n etant impair et r?l, P 

coincide avec le point A~ du cercle cir conscrit diametralement oppose 
a A0• 

20 n etant impair et O<r< 1,P coincide avec l'un des sommets 
opposes a Ao, done p =An- I OU p =»; +1· 

E (P)? 1.<ri. 
r - n 

1 Ii I cos (2k+ l)n: Ir, si n est impair 0 < r < I. 
r 7L k=O 2 n cos - 

2n 

Nous pouvons alors enoncer le theoreme suivant. 
Theoreme I. Si A0 A1 ... An_ 1 est un polygone regulier, ran 

nombre posit if donne et P un point du plan du polygone, on a 
l'inegalite 

),(r) = 
n. (3) 

decroit de tg ~ a 0. 
2n 

Posons maintenant 

I Iii cos kn1t Ir, sin est pair r>O et sin est impair r> 1 
/c=O 

Pour n pair le minimum est atteint pour u = 0. Pour n impair 
E1 (P) est constante sur l'ensernble des points considere, done son 

minimum est atteint en tout point de l'intervalle [ 0, tg 
2'itn 

J 
t . it d 7t ' t fl Remarquons maintenan que Sl e croi e 7t- - arr, u =cog - 

n 2 
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n pair 
(-1i+1 

t (2j-1)1t ' 
g 2n 

[';I] ( ~ + ~ • 

r: cos (2 i _ 1) ~ ~ = I 
k=O ll . 

_!_ + __!_ • --'-( _l..:....,)'_+_1 - 
2 , 11 impair 

t 
2 sin (2j- l)7t 

2 n 

2m+1 1 
111+1(2m+ I) cos x = 2m _E . cos (2 j ~ I) x 

2 J=I 171+} 

et d'autre part 

Mais, 

[n ;:..!] 
A (2 m + I) - 2 "\'"' 2111 +I k 7t 

n - £..J COS --1. 
k=O ll 

I 

M (P)z l (2m)2m -· -- -- 
2111 -2 m max(PA0,PA1, ••• ,PA11_1). 

Le nombre A~> peut aussi se calculer facilement si r = 2 m + 1 est 
un nombre impair. Nous avons dans ce cas 

si mzn 

1 2~~ ( ~m ) , si m < n 

AC2m) 
11 

= / 2;111 [ ( 2 m) + 2 ~ ( 2 m_ ) ]• 
m t= 1 m + Jll 

ou [ex] est le plus grand en tier .:::;;: ~. 

Remarquons que dans ce cas le coefficient C~2m> est independant 
den pour n >m. 

Theoreme 5. Si m est un nombre nature! A A A 
I 0 I . . . I Ull 

poly gone regulier a n > m (n ~ 3) cotes et P un point du pf ann de 
polygone, on a ce 

si j =I= 0 (mod n) 

si j = 0 (mod n). 

n-1 k { Q 
_Ecos 2j- = ' 
k=O II n, 

Nous en deduisons 

et d'autre part 

3!5 QUELQUES REMARQUES SUR UN THEOREME DE M. POMPEIU 

2) D. POMPEIU ,,la geometrie et /es imaginaires: demonstration de quelques 
theoremes etementatres'', Bulletin de Mathematiques et de Physique, 11, (1941). 

2 I ( 2m) ~ I ( 2 m ) _ COS m X = 2lrl + 2 £..J 2m . COS 2 j X 
2 m j-t 2 m +I 

qui est, d'ailleurs, equivalente aux quatre inegalites 

PB+PC'+PDzV2PA, t>C+PD+PAzV2P1f 

PD'+PA+PBzV2PC PA+PB+PCzV2PD. 

M. D. PoMPEIU a deja trouve 2) c~t) > _!. 
2 

6. -Supposons maintenant r = 2m, m etant un nombre nature!. 
CaJculons A~2m>. Nous avons 

aucun autre nombre plus grand. 

Pour n = 4 on a c<1> = V2 + 1 et nous avons le 
II 4 

Theoreme 4. Si ABC D est un carre et P un point de son plan, 
nous avons t'inegalite 

PA-+ Plf + PE + PD 2 V2 + 1 max (PA, PB; Pc; PD) 
4 - 4 

l'egalite n'etant pas possible et2 ne pouvant etre remplace par 
1t 

Consequence I. Si A0 A1 ... An_ 1 est un poly gone regulier d'un 
nombre impair de cotes et P un point de son plan, on a 

2 - - -· M1 (P)>- max (PA0, PAI' ... ,PA11_1) 
1t 

impair i1 decroit et tend vers 2 pour n ~ oo, done 

" 

2 
Remarquons que pour n pair C~1> croit et tend vers - et pour n 

it 

suivant que n est pair ou impair. 

" sin- 
2n 

n 7t 
tg- 

2n 
n 

OU 
1 1 

OU c~1> est ega! a 
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on a done la 

1t 1t 
tg- tg- 

2n 8 

(8) 

I'egalite ri'etant vraie que pour n = 3. Pour n pair on a 

nc~0 = --1--2--- = V2 + 1>2 

• 1t 
sm~ 

6 

• 1t 
sm- 

2n 

:=::::--- = 2 (7) 

a2+a3+ ... +an+(an+1-a1)22max(a2,a3, ... ,an,an+1-a1) 

ce qui demontre la propriete. 1 

8. - Reprenons le theoreme 5. Pour n impair on a 

nc<t) =. 1 
n 

(a2-a1)+a3 + ... +an-1 +an+12an 

et est verifiee puisque a22al' an+12an. On a done 

seconde peut 

f a2+aa+ ... +an:?:.an+l-al' 

a2 + a3 + · · · +an+ 1 +(an+ 1 - a1) ::::0: an. 

Or la premiere n'est autre que l'inegalite (6). La 
s'ecrire 

an+i· 
Nous avons 

max (a2, a3, ... 'an, an+ 1 -al)= max (an, an+l -al). 

II suffit done de dernontrer Jes inegalites 

. La propriete est vraie et bien connue pour n = 3. Supposons Ia 
vraie pour n (::::0: 3) et demontrons- Ia pour n + I longueurs. Soient 
a1, a2, ... , a11 + l' n + 1 longueurs telles que 

a1 +a2+ ... +an+1:::0:2max(al'a2, ... ,an+i)· 

Sans restreindre la generalite nous pouvons supposer 

a1 ~a2~ ... ~an+i· Nous avons alors 

(6) a1 + a2 + ... +an:=:::: an+ i· 

Soit maintenant AB un segment de longueur a et soit C le n+1 
point de ce segment tel que le segment CB ait la longueur a1. Le 
segment AC a pour longueur an+ 1 - a1. II suffit de dernontrer qu'avec 

les longueurs a" a2, ... , an, an+ 1 - a, on peut construire une ligne 

polygonale Iermee. En effet, on peut alors construire une ligne 
poly~onale Ierrnee AD ... CA avec ces longueurs et la Iigne polygonale 
fermee AD ... CBA sera construite avec les longueurs a a 1' 2' .. ,, 
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8) En realite la propriete est vraie aussi pour n = 2, mats dans ce cas elle est 

evidente. 

La condition est necessaire puisqu'une ligne brisee est au moins 

aussi tongue que le segment unissant ses extremites. 
II reste a dernontrer que la condition est aussi suffisante. Nous 

allons faire la demonstration par induction complete. 

i = 1, 2, ... , n. 

L'inegalite (5) est equivalente aux n inegalites 

a1+a2+ ... +a1_1+a1+1+ ... +an2a1 

a+ b + c22 max (a, b, c) 

on peut former un triangle. 
La generalisation de cette propriete est la suivante. 
Theoreme 6. La condition necessaire et suffisante pour qu'avec 

n longueurs (n23)3)al' a2, ... ,a11 on puisse construire une ligne 

polygonale f ermee est que !'011 ait 
(5) a1 + a2 + ... + an 22 max (a1, a2, ... , an). 

on peut construire avec ces longueurs un contour polygonal terrne, 
C'est !'extension de la propriete bien connue qu'avec trois longueurs 

a, b, c telles que 

a+ b + c + d 22 max (a, b, c, d) 

7. M. D. PoMPEIU dans son deuxierne travail cite dernontre que si 

les quatre longueurs a, b, c, d veriiient I'inegalite 

II. 

, n impair. 
(-t)i+1(2m+~) 

1 m+l m + J 

22m j~ • (2j- l)it Sin ::_;_ _ __.:.._ 
2n 

1 
m+t ( - 1 )1 + t ( 2 m + ~ ) 
"' _,__m_+---""J--'- , n pair 

22 m j~ tg( _,_2-=-j_--'l )_it 
2n 

A(2 m+1> = 
n 

done 
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mais ce minimum n'est atteint par aucun point P du plan, sauf si tous 
les points Ak sont confondus. 

Si A1 ne coincide pas a vec G, le minimum de E~1J (P) ne peut etre 
atteint que pour un point de Ia droite GAr En effet, sur la circonference 
d'un cercle de centre At le minimum ne peut etre atteint qu'aux points 
ou cette circonlerence coupe la droite GA .. 

I 

. E(iJ (P) mm 2 = n, 

et on voit alors que 

n-1 

,I:GA! 
E~i) (P) = n + _k_=_o -­ 

PA 2 
I 

avec la notation (4). 
Si le sommet A1 comcide avec G on a 

GP2 + M~ (G) 

PA~ 
l 

=n 

n-1 

n GP2 +I: GA! 
E~I) (P) = k=O 

PA2 i 

est une fonction de P, continue dans tout le plan, sauf au point A .. 

No.us nous proposons d'etudier le minimum de cette expression. 
Solt G le centre de gravite des points A0, Al' ... , An_ 1. Nous 

avons 

PA2 -2 -2 
E~I) (P) = o + PA1 + ... + PAn _ 1 

PA2 I 

10. - Lorsque r = 2 on peut facilemen t completer Jes resulta ts 
du§ L 

Considerons n points formant un polygone quelconque A0A1 ... A11_1 

et soit P un point quelconque, le tout situe dans un rnerne plan. Le cas 
ou les points Ak ne sont pas tous distincts n'est pas exclu, 

L'expression 

III. 

pour r .:::;;:2 on peut prendre N, = 4. Sur le cas r = 2 nous reviendrons 
pl us Join a vec pl us de precisions. 
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Pour r > 1, on ne peut pas prendre N, = 3. Le minimum de N, 
croit vers + oo pour r~oo. Des calculs simples nous montrent que 

done. 
Theoreme 8. Si A0 A0 ... An-lest un polygone regulier (n?.3), 

r un nombre positif ~ 1 et P un point du plan du polygone, avec Les 
longueurs PA~. PA~ ... , PA~_1 on peat toujours former une ligne 

polygonale fermee. 
3 d • '(r) t 

On peut d'ai!leurs remarquer que, pour un ti>: onne, "n es 

une fonction decroissante de r. 
Le rheorerne 7 resulte done des inegalites (7), (8) et 

),~·>?. ),~11, r ~ 1. 

n impair ),(r} ?.--1-- 2 \ cos-1t- \' = 2, 
n- ,,, . 2n 

cos - 
2n 

Soit r ~ 1. Cornpte tenant de (3), pour n23, nous avons 

\ 

1t \' 2 ),~> 2 1 + 2 cos-;; 2 1 + 
2,.?. 

2. n pair 

done il existe un nombre nature] N r dependant de r, tel que 

),~> 2 2, pour 112 N r: 

Jim )y> = -1· co 
n I ' 

n --7 oo 

Consequence 2. Si A0 A1 ... An_ 1 est un poly gone regulier 

(n 23) et P un point de son plan, on a 

PA0+-PA1 + ... +·PAn_122 max (PA~, PAl' ... ,PA11_1) 

et nous pouvons enoncer le 
Theoretne 7. Si A0 A1 ... A11_1 est un poly gone regulier (n?. 3) 

et P un point de son plan, avec [es longueurs PA0, PAI' ... , PAn _ 1 on 
peut toujours former utie ligne polygonale fermee. 

C'est le theoreme de M. D. PoMPE!U pour un polygone regulier 

quelconque. 
Remarquons, qu'en vertu des lnegalites (7) et (8), pour n 24 il 

existe surement des polygones non reguliers veriiiant le theorerne de 

M. PoMPEIU. 
9. - Si r est un nombre posit if, l'unite de longueur etant choisie, 

.. -,-, -, 
on peut considerer les longueurs PA0, PA1, ... ,PAn_1• 

Nous avons 
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13. -Nous avons considere jusqu'ici n point A0, A" ... , A11_1 

dans un plan et le point P variant dans ce plan. On peut supposser, 
plus generalernent, que ces points sont dans un espace a un nombre 
quelconque de dimensions. En particulier le problerne traite au §Ill se 
resout immediaternent dans l'espace a un nornbre quelconque de 
dimensions. Le theoreme 9 se generalise immedlaternent et il n'est rneme 
pas necessaire d'insister ici sur cette question. 

IV. 

l'egalite etant vraie seulement sf P coincide avec le symetrique par 
rapport a G de l'un des points A1c. 

Si le poly gone A0 A1 . . . An_ 1 ne verifie pas la condition 
precedente ii existe au mains un point P pour lequel l'inegalite (10) 
n'est pas verifiee. 

La polygone ,,maximisant" est un triangle equilateral pour n = 3 
et est un rectangle pour n = 4. 

12.-L'inegalite (10) nous donne encore la propriete suivante. 

Theoreme /0. Si A0 A1 ... An-t est un polygone a n24 
sommets inscrit dans un cercle dont le centre coincide avec le centre 
de gravite des points Ak et si P est un point du plan de ce polygone, 

avec Les longueurs PA~, PA~, ... , PA~_ 1 on peut construire une 
ligne polygonale fermee. 

Pour n = 4 on a, en particulier, la propriete caracteristique du 
rectang · exprimee par le 

Theoreme 11. Si ABC D est un rectangle et P tin point de 
-2 nn2 -2 ::;n2 son plan, avec les longueurs PA, PB, PC, PD on peut toujours 

construire une ligne potygonale fermee. 
La propriete n'est vraie pour aucun autre quedrilatere ABC D. 

(10) 

l'egalite n'etant vraie que pour s = n. II en resulte que le maximum de 

(9) est ~et est atteint seulernent si les distances GA1c sont toutes egales. 
2 

Nous pouvons done enoncer Ia propriete suivante, generalisation du 
theorerne 5 pour m = 1. 

Theoreme 9. Si A0 A1 ... A0_1 est un poly gone inscrit dans un 
cercle dont le centre coincide avec le centre de gravite G des 
sommets A1c et si P est un point du plan de ce polygone, on a 
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d'2 n s ', . . , et le nombre (9) est 2-- . -- , l egahte etant possible et ayant 
d2 n + s 

lieu effectivernent seulement si d = d', D'autre part 

~~~ 
n+s-2' 

d,2 d2 
_s_ <M~ (G) < s 

11 n 

est done determine et depend du polygone A0 A1 ... A11 _1• 

Lorsque le polygone varie, ce minimum a un maximum. Nous 
nous proposons de determiner ce maximum. 

Les resultats du No. precedent nous montrent que si tous Jes 

Points A sont confondus le minimum (9) est egal a n. Dans la suite 
Jc' 

nous excluons ce cas. 
Sis des points Ak (1 ~s<n) sont distincts de Get si d, d' sont 

respectivernent la plus grande et Ja plus petite des distances de G a ces 
points, on a 

On voit que dans ce cas 

min E~i) (P) < n. 

11. - Considerons maintenant Jes expressions 

E~0> (P), E~1> (P), ... , E~n - I) (P). 

Cnacune a un minimum. Le plus petit de ces minima, 

min [min E~1> (P) J 
i = 0, 1, . . , n - 1 (P) (9) 

M~ (G) 
min E~l (P) = n ---=---- 

GA~+ M~ (G) 

et nous avons 

ou /.. est un pararnetre reel. On a notamment P = /, G + (1 - /,) Ar 

Le minimum est atteint seulement pour 

GA~+ M~ (G) 

(1 - 1..)2 GA; + M~ (G) 

·,,2 GA2 
l 

E~I) (P) = n 

Si p est sur la droite GA. nous pouvons ecrire 
I 
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pas vraie. 
Bucuresti, 11 Decemvrie 1941. 

(I 2) 
I - 

M2 (P) ::::::----=pp I 

V2 
P1 etant le point de I' le plus eloigne de P. 

Sir est une courbe continue differenie d'utte circonference it 
existe au mains un point P du plan pour lequel l'inegalite (I2) n'est 

d' .S::M2(G) < d, 

I'egalite, n'etant possible, par suite de la continuite des fonctions f (t), 

g (t), que si GA0 est constante. Le minimum (I 1) est done 

d'2 ::::::-. 
- 2d2 

Mais d'2 .s:: _!_, I'egalite n'etant possible que si d' = d. II en resulte que 
2d2 - 2 

le maximum de (I I) est egal a_!_ et ce maximum est atteint seulernent si 
2 

GA est constante. Pour cela, on le voit Iacilement, ii faut et ii suffit 
que I' soit une circonierence et que P soit sur cette circonference, On a 
done finalement le 

Theoreme 13. Sir est une cit conference et Pun point du plan 
de cette circonference, on a 

soit maximum il faut que GA 2 ou A est un point courant de I' se reduise 
a une constante. En effet, si d est. le maximum et d' le minimum de 

GA, on a 

min [min E~Ao) (P) J 
(A0) (P) 

(11) 

Pour que 

On voit, comme au §precedent, que si A0 coincide avec 0, on a 

min E~Ao) (P) = 1 

et ce minimum n'est pas atteint si, comme nous le supposons, la ligne I' 

ne se reduit pas a un point. 
Si A0 ne co'incide pas avec 0 le minimum est egal a 

M2 (G) 
min E(Ao) (P) = ---2--- 

2 GA~+ M~ (G) 
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GP2 + M22 (G) 
E~Ao) (P) = ------ 

PA 2 
0 

ou A0 est un point donne de I'. 
Si 0 est Je centre de gravite de la ligne I', nous avons encore 

M22 (P) 
E~Ao) (P) = -2 ' 

PAO 

ou mieux du rapport 

Etudions le minimum du rapport 

M2 (P) 

PA0 

oil P1 est le point de I' le plus etoign« de P. 

L'egalite a lieu seulement si P est sur la circonference r. 
On voit immediatement que le passage a la limite est parfaitement 

justifie. II est facile d'ailleurs de dernontrer directement la propriete. 
14. -Dans le cas r = 2 on peut encore se poser un problerne plus 

complet. 
Considerons dans le plan une courbe continuer. Plus precisernent 

une courbe representee parametriquernent par 

x = f (t), y = g(t), 

ou f (t), g (t) sont deux Ionctions continues de t dans un intervalle 
Ierme [a, b]. 

Soit P un point du plan et M2 (P) la valeur moyenne quadratique 
des distances du point P aux point de la courbe I'. On a alors, x, y 
etant Jes coordonnees de P, 

M~ (P) = -1-Jb {[x -f(t)]2 + [y-g(t)]2} d t 
b-a 

a 

1C 

Considerons main tenant, au lieu d'un poly gone regulier A0 A1 ... An-t 

une circonference r. 
Nous avons alors le theoreme suivant, limite du theorerne 2. 
Theoretne 12. Si P est un point du plan de la circonference I' et 

Mr(P) la valeur moyenne de puissance r>O des distances PA du 
point P a un point A de I', on a l'ineg alite 
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