JIXIMAREA. FUNCTIILOR DE DOUA $I MAI MULTE
ABILE PRINTR-O CLASA DE POLINOAME DE TIP
BERNSTEIN

DE

D, D. STANCU
(Gluj)

‘tudiazd operatorii liniari si pozitivi (3) si (17) in doud §i respectiv s varia-
, utili in aproximarea uniformd a functiilor continue.

stia reprezintd o generalizare a operatorului (1)—(2), de care ne-am ocupat
in lucrarea [3].

1. In lucrarea [3] am introdus urmétorul operator liniar pozitiv,
b unei funcfii f(x) definitd pe intervalul [0, 1]: ]

PE(f5 7) = 3, 0,0 (2 a)f( )

(1 ) a(w+a). . (z4+i—1e) (1—x) (1—4a)...l—2+m—i—1«)
(14a) (142a) ... (1+m—1a) 4

un parametru nenegativ, care poate depinde numai de numérul

m. Acest operator l-am folosit apoi pentru aproximarea functiei

presupusé continud pe [0, 1].

In lucrarea de fatd vom da o extindere la doud si mai multe variabile

miltatelor mai importante din lucrarea citata.

2, Tn cazul unei functii de doud variabile f(z, y), definitd pe péatra- 3
. 0=z, y= 1, operatorul (1) se poate extinde in felul urméitor

"
‘_‘I\ -

i
m

wm,i(w;a) =

P& (f; @, y) = 5; gw (@5 )0, , (¥ B)f(%,—f;),

BC, BAT., TOM. 22, NR. 2, P, 835—345, BUCURESTI, 1970
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| unde aldturi de polinomul (2) folosim 81 urmatorul

| w, , (y; B) =
| - YtB). - (y-Hi=16) A—y) (1—y+P)... (L—y+n—j gy
7 (14+8) (1+2B) ... (1+n—1p)

parametrii o gi § fiind nenegativi, primul putind depinde numaj de o
! al doilea numai de n.

/ Dupé cum se observid imediat, operatorul liniar (3) este DOzt
; patratul D, in sensul e dacd f(@, y) = 0 pe acest patrat, atunei De g
“ avem de asemenea Pl ( fi@,y) = 0. Se mai observi ci acest ope
) reprezintd un polinom de gradul (m, n), adicd de gradul m in Taport

§i de gradul » in raport cu y. Este un polinom de tip Bernstein, P
#=[p =0 el se reduce la polinomul clasic al luj Bernstein de

(m, n) :
, i " " " . p i »
B (f;z 9 = o' (1—a)" "y’ (1—y)" (2 L1
%_‘f SHUETESY z(z)(j) (L—2)"i g (1—y) f(m, %) |
3. Mai intii vom enunta si demonstra
TEOREMA 1. Operatorul (3) se poate reprezenia sub forma
(4) P (fia,9) =% ¥ (m) (”) X
r—os—o\#/\§
' —_— —_—
” 2@ ta). . (@+r—1a) yly+8)...(y+s—1p) NG
1 === —_— 1
(I+a)(1+2a). . . (1+r—Ta)(1+B)(14+2B)...(1+s—1p) =3

unde Ar{ : i J(0, 0) este diferenta finitd de ordinul (7, 8) a funcliei f(a

L s : 1 .
avind punctul de plecare (0, 0) pasul . raport eu o gt pasul Ei'ﬂ‘»

cu Yy, adicd

Guao=Racr (it

Demonstratie. In conformitate cu reprezentarea datd in lucrarea
pentru operatorul (1) avem

PYB(fs 3 y) = g} W, ; (Y3 B)[ﬁ O o:)f(i,i)]= *

Li=o0

RN o g PR TS = P
i=0 r=0\7 (A+a) (142a)...(14r—1a) =,

e
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(m) s(rto)... (:H—'J'—E \i b AZf(O,i)] 4
r) (1+o)(1420)...(14+r—1a) Lizo 5 n

m

A

=0

'm) z(xta)...(e+r—1a) 5
*) A+4e)(1+2a)...(14r—1a)
z (") y(y+[3)(y+s——1{3) Ar.s f (0, 0)

&) (14B)(142p). .- (1+e—1B) w5

7

|
g=0

ajunge astfel la formula (4).

4. Tinind seama de teorema 1, dacd se aplicd operatorul (3) functiilor
g 5i «® +y* obfinem imediat

1oy =1, Poii e y) =, Phliziay) =y,

o s

Pl (2 725 myy) = lia[m(le &) +wtw+m)]+
1 frenss
+1+B[y( 7 y) +y(y+ﬁ)]°

Aceste rezultate simple vor fi utile pentru a demonstra

TrEOREMA 2. Dacid f(z,y) este continud pe pdtratul D si 0 = o =

— 0 cindm — oo, iar 0 =0 = B(n)— 0 cind n— oo, atunci girul

“M(f, @, y)} converge uniform pe D cdtre f(x,y) cind m,n — oo,
Demonstrajie. Avind in vedere cé in conformitate cu (5) si (6) avem

—

lim PE(f; @9 = flz,9),

M, n—+ @

i f(x, y) reprezintd pe rind functiile 1, 2, y 8i #* 4 y2, rezultd, in baza
ei Ini V. I. Volkov [4], care constituie o extindere la doud varia-
binecunoscutei teoreme a lui Bohman-Korovkin, c¢i atunei eind
— co girul operatorilor (3) tinde uniform pe D cétre f(z, y), oricare
0 aceastd functie, continud pe D.

5. In continnare ne vom ocupa de evaluarea ordinului de aproxi-
fie prin operatorul (3) a functiei f(x, y), continuid pe D.

- In acest scop vom face uz de modulul de continuitate al funetiei f(x, y)
® se defineste astfel

o (8, 3,) = max [file sy —Jil@s gl

o 5, > 0, 5, > 0, iar (2, y'), (#”,y"") sint puncte din D, supuse condi-
Mo — o' [ 8y, [y —y'[ = 8.
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Ne va fi utild urmétoarea proprietate, binecunoscuts, a mody] i
continuitate : 1

(7) (A 8y, 25 8,) < (A + X + 1) (8;,8,) (A > 0, 2> 0).
Are loc

TrorREMA 3. Dacd f(w, y) este continud pe pdtratul D, atunci gpe
inegalitatea E

o, l 1
(8) f(@ y) — PRl(f; o, 9) é%[ miZZ’ nigm

Demonstrajie. Avind in vedere prima relatie de la (5), precur
faptul ed w, , (z; 2) =0 §i w, ,(y; B)=0 dacd @, y e [0, 1], pute

my

If(z, y) — PB(f5 ,y)| =

) Zw(m (3 B [ffzv,y) (L]

IA

£ £ o0, 050100 o

swl g
= |t.a.
=——j

Dar cum in virtutea inegalitafii (7) avem

A i :
o — (L L) o[o L] [s - £[)
mon m nl)
:m(i .‘L’-—l slj'l y_'?_ 82;:
81 o n
1 ; .
£(1+_ m_%_ i i')m(SI,SE),
& "
obfinem in continuare
(9) |f(@ ) — Pod (f5 2, 9) | <
1 n ‘?, 1 7
(1+82'w ; )mf— ?Z i (Y3 J——D

5(14- L )1tam Ll/l + B“) @ (3, 8),
w4 Bn

28, | m + am
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(e )

L=l eofe )] -

_1_ R
2§1V1—|—mm
2 m -+ am

=[1—|—rxm' z (1l — x)
1+ « m

: e e G 0 e
%, 0. 05 8) | nlgz]/%ﬂn

8_]/1—}-0:?7!, B*VIJF[M
m+ am ! n+[3'n’

litatea (9) ne conduce la inegalitatea (8), pe care voiam s-o de-
fram.
in cazul particular « = p = 0, aceasta se reduce la urmitoarea

F(@,9) = Bou (f5 2,9) l<2‘°(ym 1)

n

ge datoreste lui A. F. Ipatov [1].

. 6. in cazul cind se presupune ci funetia f(x, y) are derivate parfiale
ordinul intii continue pe pitratul D, se poate da o evaluare a ordinului
roximatie a acestei funetii prin operatorul (3) cu ajutorul modulului
ntinuitate a derivatelor pa,ri;,lasle de ordinul intii ale functiei f(z, ¥).
e loc

TEOREMA 4. Dacd functia f(z, y) are derivatele parfiale f:(z, y),
(@, y) continue pe D, alunci are loc inegalitatea

o, 3
|f($1 ann]f’ !ylg

Vl—l—oam ( 1+am 1+{3n)+
(o]

m -+ om m +am’ | n+pn

+ R, ([ TEem |/1th)
"+ Bn  m A am’ | w4+ pn

0(81y 85) 6 g1 (31 By) reprezenlind modulele de continwitate respectiv
erwatelw partiale fl(x,y), fi(2,y) .

wier
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Demonstrajie. Deoarece in baza formulei lui Taylor Putem;
identitatea

Sl y) —f(%,%) = (&? %)fé(fv, Y) +(a-'— é) [fe (& 0,)—Fi (@,

+(?l—f—?)f':(“’a ) + (J‘*'_) [fy 513 7]1 f::(m

unde £, i 1w, aparfin intervalelor deschise determinate de @

% . 3
—, Tespectiv de y s§i ~, avem
m Vi

| fla, 9) — PEB(fs m,9)| <

= T —— W, (@; a)w, ,(y; B)f: (&, m,) — felm, y)|
i=0 j=0 Vit
o= ‘Zo P ¥y — %‘ wm,i (5‘-’”5 “) w,,,,('y; B) If;(gu 71;) —f;(a", y)"
ciel
(14) ) R@—iﬁadm@mﬂwm=0
i=0 §=0 n
(15) 3 2"} (y —i)wm,,(m a)w, ,(y;B)=0.
i=0 =0 n
Cum
[ fe (&) —fa(@yy) | S o o (12— &, |y — ) <
1L 1
§@+—4w—&H——W~m0%m&Jﬂg
3; 3,
1 ) il i
! é(l‘f’g m—% “1‘8_2 y—%[)ml,o(slasz)
81

s m) = fitepl= (145 [o— L]+ L]y ) o013y
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pem seama de inegalitétile (10) gi (11) obfinem in continuare

(@ 9) — P28 (f; 2,0)| =

Lo Loes YOS enG e, o
U+ oam 48, m -+ am = 48, (m + am) (n+pn)

Yiten , 1]/ QFem)@F+Bn) , 1 1-4Bn), (3 3,).
i 481V(m+am) nren) T, ﬂ+pﬂ) @o,1 (3, )

Alegind pentru 8, si 8, valorile de la (12) gasim tocmai inegalita-
Pentru o = p = 0 aceasta se reduce la inegalitatea

|f(z,y) — B, .(f;2,9)| =

il i il i 1 1
= —— ) — — |+ — — —
Vm I‘O(Vm’ I/fn) I l3'1(1/714»’ an)’
sare am stabilit-o anterior in Iucrarea [2].

= Acum vom da o formuld asimptoticd, de tip Voronovskaia, pentru
ul rest al formulei de aproximare a functiei f(w, y) prin operatorul
Are loc

TEOREMA 5. Sd presupunem cd o« = a(m)—> 0 cind m —>oco gi cd
B(n)— 0 cind n—oo. Dacd f(z,y) este mdrginitd pe D iar in punciul
By)e D are diferenjiala de ordinul doi d*f(z, y), alunci

% 1 = %
PO (1. o o) — flayg) 4 T, B0 @) i gy
1+« 2m
1480 y(d—9) . Bz, y) | Az
+ T o T (2 y) + i + = y

eE:;E](w, y) §i TIE;IE] (z, y) tind la zero cind m, n — oo .

Demonsirajie. Fie (1, )e D. Se stie ci dacd f(x, y) este mirginita
o D 5i are diferenyiald de ordinul doi pe punetul (2, y)e D, atunci existd
unctie g(t, <), definitd pe D, astfel incit atun~i cind ¢ — = §i * >y
jom g (i, ©) — 0 g§i f(t,7) se poate dezvolta dupa formula lui Taylor

L £, 1) = (2, 9) + (8 — D) (2, 9) + (v — W i@ 9) +
+§(t o i, y) + (t— @) (v — ) (@, y) +

+ % (x — g fio (@, ) + [t — @) + (= — 92 gty 7) -

diew
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Daca inlocuim aici ¢ = ) gt — % , inmulfim ambii mem} i

W, (5 %) w, (Y, B), iar apoi insumim, {inind seama de (5), (6), (1
gi ( 5), obtinem (14

PR fs @,.9) = flz, y) +

1+ om z (1l — 2) P ) i 1+ En ) y (1l —y) Fi(a, y) + PE:.’E] o

14« 2m 3 148 2n

unde

o 81 (g, y) =

g genom o [~ + (o 2

Deoarece g (1, 7) = 0 cind ¢ — @ §i v — y, rezultd ed oricdrui num
e >0 ii corespund numerele & >0, 3, >0, astfel incit si g

|9(t, 7)) <e cind |t — o] <8 5l |t —y|=< 8. Luind {=—, c=

ingeamnd cd avem

’g(i —) <e cnd | X —2|< =3,.
m’ N

Avind in vedere ci

| lo® (@, y) | <

Wl n

g:ﬂ gjﬂwﬁ,, (@; ) w, ,(y;P) [(% — ) o+ (% a7 y)zﬂy(%, %)

se poate proceda in continuare ca §i in cazul unei variabile, §i anume,
se descompune prima sumé in dou# — una extinsid la multimea intregllmf

care satisfac inegalitatea %-~ m'g 8, si a doua extinsd la mulfir

intregilor i care . satisfac inegalitaten contrard; a doua sumd
descompune in mod analog, dupi cum j satisfa.ce sau nu mega.hta &

) I — Jlé 3, . Se ajunge apoi la concluzia ci

¥ (a, ) i 1% 02, )

p[a, Pl {
m n

M (.‘I}, 9)

unde numiritorii tind la zero cind m, n — co. 3
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ontru .o = P, = 0. egalitatea (16) se reduce la o egallta,te datd de
atov [1] pentru polinoamele lui Bernstein B, .. (f; @, y).

ezultatele precedente se pot extinde, fird dificultifi, la un numér

de s variabile.
fel, daci se considerd functia f(@y, ..., &) definiti pe hipercubul

@, =1 (k= 1, 8), operatorul cores'punzator celui de la (1) va fi

P (5 @y @) =

m.“ caer My

1’3‘!

E'w,,,l e;(-1715°‘1) ..w,,,x,,;ﬁ(ms;oaa)f[—,.__, ) )-

1‘]50,"". ;=0 R

wmv.-iv‘(mvi 0(.,,) =

'

(T (1= ) (=8, o). (1 — B+ Ty —fy—Lay)
v (@ a) @+ 20). (1 my —1ay) '

y — 1, 8 iar ay,. .., «, sint parametri nenegativi, care pot depinde
v numai de my,..., m,.

care VOT UTINA.
EORTEMA L7 Opemto'ml (L 7) se poate reprezenia sub forma

@, 5 ) = ,(w+ot)(m'+2ot)- (@, + 7, — 1) (G=dy]
””;‘ (1 ,)( —[—2oc) ok ke ) b it
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In cazurile particulare ale funcfiilor 1, @,,...,s,, o? 4
aceastd formuld ne conduce la egalititile

P[m“m'u’](li Brye ooy @) =1, P[z“""as](ti;wl,___,m'):a;‘ U=

My, oMy My, .ty

B e ) =Y

£ 1 z,(1 — x,)
Tys oM A1+ 0!.![ +mj($‘ +

4

Avind in vedere ci dacd se presupune cf 0 =< a, = o,(m,)
pentru m, — oco (j = 1, 8), avem uniform pe D,

dim PO W) = (s -y )

By oMy = o

in cazul functiilor particulare precedente, in baza teoremei lui Bohm AT,
Korovkin-Volkov pentrn s variabile putem enunta

TrOREMA 2'. Dacd f(w,,...,,) este continud pe hipercubul D
0=o0a, = a(m,) >0 cind m, > oo (j =1,8), atunci sirul polinoam,
17) converge wuwiform pe D, cdtre f(#y,...,x,) cind m,,..., m, -

Definind modulul de continuitate al funcfiei f(w,,...,s) e
prin formula

o(8y, ..., 3,) = max| f(a,..., x) — f(@1y. .-, ),

@,, @' (i =1, s) luind valori din intervalul [0, 1] astfel incit |z}’ —ajl<
=98, . |@ — a;| <3, numerele 3,,..., 3, fiind pozitive, avem
TeorEMA 3'. Dacd f(2y,..., x,) esle continud pe D,, atunci are loe
imegalitaiea
@1y y @) — PS8 f5 L )| =

Mys .y

j l+a1m1 1+alml .
s(:l-{--z)c‘)(y’n?’l_,'_‘m].'rn’.'l’."’ ml+mlml

Notind eu w10, 0y 90,10, ,0y-++y Go,0, ...,0,1 Mmodulele de continu
pe D, ale derivatelor parfiale de ordinul intii in raport cu =,, cu a,,.. .,
pectiv cu ,, se poate enunf{a teorema urmiitoare, care generalizea
teorema 4.

TuoREMA 4'. Dacd f(2,,. .., x,) are derivatele parfiale de ordinul tndis
continue pe D , atunci are loc inegalilaiea

[f(@rye oy 2) = P (fy @y, 0)] S Byone, o3y, <=0 + 08

L

+ 820‘)0:1:0-...-0(81?' RiLeT 35) + LG + Samn---.-nvl(sll‘ -3 8.)! g
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YL s !
% m, + a,m,

n sfirgit, extinderea teoremei 5 la s variabile se poate enunfa astfel

poREMA 5. Fie « = a(m,)—>0 cind m, > oco (j=1,5). Dacd
, &) este mrgzmm pe 1) gt punctul (®yy. ..y 2)eD, ea are
! aid de ordinul doi, atunci are loc reprezeniareq

[ﬂp vt Oy ](f, By vy m.) =f(.']',‘1,. Sy Cﬂs) +

1+ o, i)
+ E —!—_fziz (ml?' L) '/'va) + Z m L
=21 1= J

umdrdatorii fraciiilor din ultima sumd tind la zero eind my,. .., my
infinit.

Prim itd la redactie la 4 ianuarie 1L69

Universitatea ,,Babeg-Bolyai” Clujf
Facultatea de malemalicd-mecanicd
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ROXIMATION OF FUNCTIONS OF TWO AND SEVERAL
IRTABLES BY A CLASS OF POLYNOMIALS OF BERNSTEIN
TYPE

(ABSTRACT)
" The purpose of this paper is to give a number of results concerning the approximation
tinuous functions of two and several variables by the operators (3) and (17), which re-

extensions to two and several variables of the linear positive polynomial operators (1),
eed amd siudied in detail by the author in his previous paper [3].
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