SUR LA METHODE DE STEFFENSEN
POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS
OPERATIONNELLES NON LINEAIRES *)

PAR

ION PAVALOIU
(Cluj)

. ‘Ce travail représenle une conlribution a I'étud= de la convergence du procédé géné-
ralisé de Steffensen. En partant du travail [2], on apporte des améliorations
-~ aux Lhéorémes d'existence et d'unicité de la solution de I'équation

v = A ()

ol A est un opérateur non linéaire défini dans l'espace X de lype Banach el qui
transforme cel espace en Ini-méme,

Soit donnée 1’équation
(1) F(z) =2 — A(x)
ol A est un opérateur non linéaire qui transforme P’espace de Banach
X en lui-méme,

J. W. Schmith [1] a défini les différences divisées généralisées
& laide d’un opérateur linéaire [a, y; F] qui posséde la propriété :
(2) ﬁ'(y)—F(W):[%?;F]‘(‘?J*w), z,yeX

Pour I'équation (1) la méthode généralisée de Steffensen a la forme
L gsuivante : :

(3) Dyt+1 = @&, — [mﬂ’ A (ﬂ'/‘”) ? F]HIF ("Baa)
Cette méthode est équivalente & la suivante
(4) Ly = 4 (mii) i [wn! 4 (wn) ’ F]_l_F (A (wu))

*) Travail communiqué 4 la séance de communicalions du 30 avril 1967 de 1’ Institut
de Calcul, Cluj.
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S. Ulm [2] a donné un théoréme dans lequel il a établi des conditions
de convergence pour un tel procédé. Dans ce travail Pauteur a donné
aussi un théoréme d’unicité de la solution de ’équation (1) obtenue par le
procédé (3).

Le but de nofre travail est d’établir un autre théoréme de conver-
gence du procédé (3) dans d’autres hypothéses. ‘

Pour simplifier on désignera par I, Popérateur [z,, 4 (x,); F] L.
Le procédé (3) peut étre écrit aussi sous la forme

(3’) Ty = &, — FnF(w-n)

et (4) prendra alors la forme
Ty = A(z,) — T, F(A(,)).

Dang ce qui suit on supposera que lopérateur A est continu dans un
domaine convenable.

TaEGOREME 1. Si

a) I'y est borné cest-a-dire | Iy < B,

b) max {f|a—,ll, |2, — 4 (@) [} < ho

) [« 2" Al—[a", & ; A< K|l &' —a"" || powrtout &', x"", 2" € 8

e) || [= & ; AI| < M pour tout o', " €8 et M < §
ol

8 ={red;|o — xj <2h}

m%:mﬁ%<%

alors dans la sphéres de Uespace X Véquation (1) a une seule solution x* que
Uon obtient comme limile de la suite générée par le procédé (3) ou (1) et pour
laguelle on a

(6) lo* — 2, < B, K| & — , 4[| #* — A(=, ,)]|

Bn = ” Pw “

Démonstration. Si on tient compte de ’hypothése ¢) on a
| To {[0, A (@) ; F] — [@; A(2y); F}|| < 2B, K hy = 2my <1
done l'opérateur
Ay = B — T, {[#y A(zy); F] — [y, A(zy) 5 FY}
admet un inverse pour lequel on a '
ill

AT < —
1454 € o
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Un caleul simple nous montre que
B
Ty, = ATy eb [Tyl AT IToll < ——2—
1 —2%,

De (3) on déduit

@y — 2yl <Lyl (1 (@) .
Mais de (2) on peut déduire facilement l'identité

F(m) = P(,) + [0 A(@0); F](mr—20) + {[21, 203 F] —

— [y A(mg); FI} (2 — @)

Si Pon tient compte encore de la premiére itération on en déduit
17 (@) | < K 13-

Ce qui conduit & Pévaluation suivante concernant la norme de la diffé-
rence &, — @

B, K I
By — 0| L —
e — all < 720
En tenant compte maintenant de I'inégalité d) on a
B, K3 1
2y — ol < ————— K —Ny-
I = all < P2 <
En raisonnant d’une maniére analogue on déduit que
By Kk 1
ey — A(z) | < == < — by
— 27, 2
On dégsignera par =, = B, K h; alors on a
By K g
max {||wy—4 (2)ll; |2y — @} < 1“797]0 =y
— 21,

done p— 3
2 JC2 B3
=B Al e
BERTA S T2 4
Par induction on peut démontrer facilement que les relations suivantes
ont lieu :

B
B, =| Il <———
(7) =Tl <2
: 1
(8) MNa—1 “-< 'I
(9) By ot e
1= 27};&—1
B, Kk _
(10) max {| 2, — 2/, |2 — A (B} < F=o—= =M,

1—2 N -1
pour tout n =1, 2, .
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On peut remarquer que la suite de nombres

“ml = mu”:l ”.’1’;‘2 - ﬂ71”; e ”37.'; i fb‘n_lﬂy (R
satistait la propriété suivante ;

l#, — 2,1l < h,_, pour tout i =1, 25 snay
et
1
h, << 5 h,_,
Nous allons montrer maintenant que les éléments de la suite :
(11) Loy W1g ovvy By oun
appartiennent & lasphére §.
En effet pour tout » on a

w—1 1
20— @oll < ho 3~ < 2
i=0

d’ou il résulte que x,€ 8 pour tout » — 1, 2, ... Nous allons montrer 3
présent que la suite (11) est une suite fondamentale.

En effet on a
wtl‘i’ﬂ—‘[” + .. '+ H mn-!—l == mn” ‘<
i ) = T

”':anrp = {L'"” “-—< ”mu-rp —

== 2?? ey

J 1
aD 2”.;_;0—]_) —I_ e + 2‘”

En passant 4 la limite quand p > co on en déduit

T
2#—1-

(12) H w* == mn“ “<

- H, en résulte que la suite (11) est convergente et 2*e§. On peut
aussi déduire facilement qu’on a

iy
gh-i
I’inégalité (6) se déduit facilement ; c’est pourquoi on n’en donnera

pas la démonstration dans ce travail.

En passant & la limite dans 1'égalité (3) et en tenant compte du fait
que [x,, A (z,); F'] est un opérateur additif et horné pour tout =, il
résulte que a* vérifie Iéquation (1).

Nous allons démontrer que 2* est I’unique solution de I’équation (1).
7 En effet, en supposant que #* et ™ sont deux solutions de I’équa-
tion (1) qui appartiennent & la sphére § on a

" — o™ < M| a* — a*| <|| a* — &

* ok

ce qui est possible seulement si #* = x

&
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Remarque. Si B, est borné, alors Pordre de convergence du procedé
de Steffensen est 2. Cela résulte de l'inégalité (9). Clest-a-dire|| B, || < B

pour tout n on a
h, <2BKh; ,

et on peut en déduire encore que

(2B K hy)*"

k’ﬂ < e oL
'~ 9BEK

Recu le 6 juin 1967 )
Institul ‘de Caleul, Cluj
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