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SUR UNE NOTION DE QUASI-CONVEXITE
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Soient donnés X un ensemble, 5,€8,C S,CX trois
sous-ensembles de X et '1!1, Q‘z deux ensembles d'opérateurs d'inter-
polation relative 3 8;, respectivement 2 Sy clest-d-dire
(1) UIE% = Uyt X == §; et U;x = X pour chaque x&Sl
(2) uze% = Uyt X e Se.et Uyx = x pour chague X€S5,

Pour définir une notion de convexité relative 2 111,
respectivement h'u,z, nous considérons deux partitions des ensembles
Sl et 82:

- +
(3) S, =85TUT US], ob s5,cF
- ap + e
(4) S, = S, W50 85 4 otx 5,C5;.
L'élément X€X est dit wl-convexe (ul’concave) 7 2 /Jai
+ v
(5) uxes] (s vuel.
L'élément & X est dit u?-convexe (uz-concave) si
(6) vxesh (s3) wuell,.

Dans le trevail /3/ on a défini sur 1'ensemble d'opéra-
teurs U:X — X lg relation suivante:
(7) U' =X U<=UU' =U'U = U!',
Cette relation est antisymétrique et transitive et sur 1'ensemvle
d'opérateurs d'interpolation relative 3 un certain sous-ense-ble

5 %, elle est aussi réflexive.
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DEPINITION 1. Soit U, & . Nous disons gue
(uf ,Ul,Ui) est une décomposition relative & (so’sl) de 1'opéra-

teur U, gi les conditions suivantes sont remplies:

L]
(8) o, voueth s o.o, =<y,
quelque soit yesg tel que U,yES, , on 8
(9 Uy €5] et Uy €57 ;
quelque soit y € SE tel que U;y€S,, one
(lo) . Uy €S] et yjy €5].

DEFINITION 2. Nous disons que 1'élément x &X est

(5.,5,,5,) - quasi-convexe (quasi-concave) si pour chaque U,€
[ h Wi 2

pour lequel il existe une décomposition relstive & (5,,5,),

( u§, U, UY), telle que Ujx €5, , on a:
e - —
ux €35, (8;).

On remarque que s8i 1'élément x€X est ﬂz—convexe
(concave), alors il esti sussi (80.81,82)-quaai~convexe (quasi=-

concave).
THEOREME 1. Si x€X est un élément (30.31,32)-quaai-

convexe, alors quelque soit une telle décomposition (Uj UI'U:'I:) re-
5 PasEr

lative & (So'sl) d'un certain opérateur U, ellz, pour qu'on ait

U_Lx € S, les relations suivantes sont remplies:
ok - -
Uy x GSL et Uyx € Sl.
Sous l'hypothése supplémentaire '§1 = 5 1'affirmation réciproque

egt aussi vraie.

Démonstration. Soit x un élément (So,Sl,Sz)-quaai—
convexe et ( Ui'. Uy, U{) une décomposition relative 2 (30'51)
d'un.’ opérateur U,, telle que le €S5,. Alors, y' =TUx € 81,
I1 stensuit que U,y' =U; Uyx = U;x € 5, et par conséquent
Ujy'&S] et Uyy' € S]. D'sutre part Uy' = Uj UpT = Ujx
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et Ujyy' = Ujx, domc Ujx & S] et Uyx €5]. Le théordme
direct est démonstré.

Supposons maintenant que gl = 59 Trois ces sont
possibles: U,X € S; » OU UpXx € 8 4 ou Syx €5,

Si on suppose U,x € S; , ealors de la fagon indiquée plus haut
ix € SI et Ux € S] ; mais ces relations sont impossibles.
Si on suppose UpX € S;, alors Uj Upx =Upx = Ujx, d'oh Uax‘
GSO et du fait que Uj UyX = Ujx =Uyx on obtient Ui: €3S,
ce qui este égalment impossible. Donc UoXx € S; et le théordme

est co:nplé*ﬁ:ent démontré.

La notion de quesi-convesité einsi . définie est tri-
viale si pour les opérateurs de 1’2 il n'existe sucune décomposi-
tion relative & (So,sl). On évite cette situastion en supposant

que 81C52 est un-segment interpolatoire.

DEFINITION 3. On dire que S;CS, est un segment in-

terpoletoire relatif & 5, si pour chaque opérateur U, € 1‘.2 il

existe au moins une décomposition relative (so'sl)’

Fous allons illustrer c@s notions par un exemple.

EXEMPLE. Soient I C R un intervelle , X = C(I), et
. i ?2 s ose '?I'H-p (n>1, p=>1) une section interpolatoire
sur 1 au sens de la définition l.l.4. de / 1 /. Considéroms 5, =
-
=F, 5 = F 85 = .'fmp (1¢k<n, p3l) 8, = F, U F UV

n
UFL . 8 = FrpU Foupa U Fhyp o ob Fo(F7) eat Lten-
semble des fonctions de .?:n qui sont Jn_l-convgxeg ( :?n-l_

- %
concaves) / 1 /. Les notations ?n-rp ‘s Fnﬂ) gont anslogues.
Désignons par 'H.l atu.z les ensembles des opérateurs d'interpolation

par rapport & F,, Tespectivement 3 t;m_p.
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LEMME 1. Soient Up = L(F, 31’321'°’|xn+p)eu2

et U1 = L( J'n; yl.ya,...,yn) éul' alors les affirmations suivantes

sont équivalentes?®

(11) o <‘U2
(12) {yl.yz...-,ynlc{xl,xz,...,xMP} .

Démonstration. L'image de f& C(I) par 1l'opéreteur
U;U, est uniquement détérminée per les nombres (f{xl),f(xz),“u,f(xn
Si (11) 8 lieu, alors U;U, = U;. Donc 1'image de f per U, est
détérminée par ces valeurs. D'autre part Upf est compl%ent dé- .
términé par (f(yl),.-.,f(yn)). En conclusion, U;f est préc_ieaé
par les veleurs de f sur les €léments de l'ensemble 4 ={y1,y2,”-.
....yn]r] {11'12"“'xn+p} v 83 IA]..-E-n-l s alors sur 1l‘'enceumble

des fonctions de &

f ayant la méme restriction sur A, U, serait

congtant, ce qui contredit le fait quq U;f = £ pour chaque f & ?n.,
Done JAl = n et (12) est démontré.
Le réeciproque est évidente.

LEMWE 2. Si les enseambles interpolatoires 3’1. fg,.”

e (l€£k<n, p=1) sont linésires, elors chaque décomposi-

n+p
tion relstiive 2 (e?'l, 3'”} d'un certain opérateur U2 e ' est

également une décomposition de U, relative 3 (C?.k"?;} (l€k<n),

et réciproguement,

Démonstration. Soient {Ui,Ul,U;’) une décomposition

de U, relative & (&), &) et fe&';ﬂ, tel que U;f € F . alors

o =f—U1fe3";+p et U 5065’1. I:: suit que

Ujrr € F, et Uff' € F, , clest-d-dire Wf - YU, T € F, et

U§f - UYU,f € F) o Comme Uju, £, UYU,f € F , il résulte que

Uit € 3; et UPf &3’;. L'affirmation réciprogue est immédiate.
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- -

D'apriés le lemme 2, dans le cas linéaire une décompo-
gition relative 3 ((Fk, F,) (L€k<h) sera simplement nonmée dé-

composition relativ_e‘a gn' De méme, un segment interpolatoire re-

latif 3 .3:1: éera‘%implemantz segment interpolatoire.
. ng '_
LEMAE 3. Supposons F; =F et &, = F .
Alors 3’2 < 3-'2+p est un segment interpolstoire relatif 3 3"1

81 et seulement si p = l.

-

Démonstration . Le suffisance: Sokent p=1 et
U, = L( 33; X;s%X59%3)s Considérons U] = L( Fos x3.%3),
Uy = L(&Fps %,%3) et U = L F,s X51%X;)s Alors (Uf,U;,U]) est
une décomposition de U, relative a Efl. En effet, si f€ 3'; et

u,f € F, alors nous avons:

(13) f(xa) b Uif(33)>'0,
(14) U f = M(Fps xys 1),
(15) Uyt = L(Fy;5 %33 £)

Dtsprés {13) il s'ensuit (veir /1/ p.79)
{16) f(xy) = Ulf(xej-\::o i
ot en yerlu de (14):
£(x,) ~ L Fpix58)(x5)<0
VYue que 31 = 3'1 » on dédult U & !FE.
Dtaprds (1&) et tenant compie de (15) il sulf
£(xy) = L« lz:&};f}(xz,)-:o
dtolt f(13) 2 L(.?-‘l;xz;l”}(x31>o.
Donc, U:'l:f & F.
Pour vérifier (lo) on utilise des argumenis asnslogues.
: La nécessité: supposons le contresire, c'est-3-dire
pPE2. Nous allons démontrer que pour tout Uy E-'uz et quelques solent
vy,0,0y &l vérizsant up, U, U) < Uy, 41 existe £ G Fp,, tel
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que U;f e 3'1 et queles relations Ujfe .?5 at Ui'rs-?;.;e goient
pas simultanézent remplies.

Pour Uy = L(F,5x;%,) on fait la notation T, = {x;,x,1.
Des notations analogues sont faites pour les opérateurs de ﬂz.

: Cas A. Soit p>2. Alors |T, U Tj)<4 < 24p.
Vue que '¥1+p = 3'1+p » Oon peut trouver une fonction f63'£+p'
ainsi que les restrictions 2 'I-J'l Uil} de £ et d'un certain £14-
ment de F; soient égales. Ainsi Ut =Ujfe Fl'

Cas B. Soit p = 2. Si Iﬁlu -ﬁil = 3, alors on répdte
le raisonnement fait au cas antérieur. Supposops ,ﬁlu TI}'_I= 4 =’ﬁzl.
On a Tx‘lr\ 'L_fi = ¢ et puisque Up # 0§, i1 suit que lﬁluai',$3 5
Aprés,on applique le raisonnement antérieur A U;'i au léey de Ui.

Le lemme est démontré.
I1 est _a,r'e:narlquer qu’oﬁ 8 tenu compte de la condition
5-" 1 =(;"“:1 Seulement pour démontrer le suffisance, ot de la condition
; ?l+p = fli-p seulement pour la nécegsité.
OBSERVATION. On peut prouver de la méme fagon que si
-1» 8lors F CF

n+l

t¥n--1 = ‘rn
relatif 3 ‘?n-l'. :

On a le théordme de caractérisstion suivant:

THEOREME 2. Soit &'1c ?’2 c::..‘,r-'3 une section interpola-

toire sur I tel que 5‘"1 53"1 et 5’2 =3"2a§01t f ec(I). Alors&affir-

est un gegment Interpolatoire

Zations suivantes sont &quivalentes:

(.‘_!.7} f est (3'1; c’r"a. 3'3)-quasi-convexe g

(13) pour tous 31'12"‘561' x1<x.‘,<x3 vérifiant
L( 32;1:1,:3;1’) € .?'1, on a L{ 33;;'1,:2,:3;1‘) eFt |

(IS) pour toua X0 X00 X3 €1, Xy .< Xy < X3 vérifiang.
' W Fo3xy,%53£) € F), on a KFoix,%:2) € &, et
LOFpix5,%358) € Fho-
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Démonstration. (17) => (18): voir la démonstrstion
du lemme 3. -

(18) => (17): Considérons un opérateur U, e—'uz , 80it
i1 Uy = L{ F3i%;,%5,%5), ol x;< X< X3+ Soit (U§,U;,U}) une décom-
position de U,, relative 3 (3’1, &"'2). Dtaprds (9) Uj £ 0y & uy £ Uy
et en tenant compte du lemmé 1, on aura {Ui,Ul,Ui'} ={I.( Fa;xl,xz).
L 3"’2;11,:3).11( ‘72”2"3)} w1 nouf: reste 3 démonirer que U, =
= L( ‘72”‘1"‘3)' Supposons le contraire, disons U; = L(F 3%, %5) e
Comme ?2 = ?:‘,, on peut trouver ge .’f’; tel que Ujg € F;, d'ol
LEFai31,%558) = LOF)337.58) = MF ) sxs:e).

Du fait que g € E; il suit L( fa;xl.ngg)(xj) < &(xz) , ou
L(&"l;xlgg)(xBJ < 5(13). ou encore

{20) L( ?1“1;1‘(‘?2“1'13;5))(33) < g(xy)
De la fagon analogue on Vabtient
(21) LOF 3203 F 335,238 ) (x5) < g(x3).

+ Ainci, les relations (20),(21) rendent impossibles les relations
Ujg € F, et UezeFie '

(18)<=>(19): on applique le théorime 1,

REMARQUE. Désignons par .?m', 1'ensemble des poly-
ndmes de degné m. Alors, compte tenu du théorime 2 et des résultats
de / 2 /, il suit qu'une fonction f &€ C{I) est {90. .P ’ 92)-

si olle staicfement :
quagi-convexe si et seulement”quasi-convexe au gens habituel .

Pour términ’er faisons guelques observationa‘ sur
les notions de quasi-convexité définies 3 1'aide des ensembles
de polyndmes. Soient: X 9]:. ?n’ .ﬂﬁl), l'ensemble des fonctions
de C(I) qui sont ("?k' Pn, .‘PH_I_I)—quasi—convexaa (ogks n;l), et
K; » l'ensemble des fonctions continues et convexes d'ordre n
gur I.

Du lemme 2 on déduit la. hidrerchie suivantas:
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K:; < K+( @n-l' t?)n’ "pml) C'K+( ?n- » ‘?n’ n+l) Coose

KB P B

Il faut 3 remarquer que les fonctlons n-valentes sur

I par rapport i @n-l' 21_2 yses, Tespectivement & @0. sont

( ﬁn—;' fpn- ?nd.}-quasi-convexea, ( 911_2. j{l. ?n+1)-quasi-convexea,

n

ees, respectivement ( 5"0, ‘?n' .:f) +1)~quasi—convexea.

1/

/2/

L:3F

f4/

15/
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