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Y. Introduction. Dans de mombreux domaines des npathé-
natigues, le cozcept de convexité interviert dans ure acception
ou l'autre en scrvast un but ou £tant laposé€ par la technique
de la dénonstration ou par des néoessitfs du calcul.

Une hypothése de convexitf dans un sens précisé, inposde
dans ur probldze ou l'autre peut conduire & des résultats
d'existence, dtunicité, de stabilité, de convergerce des
cerbuins procéddds d'approximation, etc.

L'emplol de plus en Plus fréquent de la convexitd est
1ié au &éplacenent de 1'accent du cBt€ e 1a "rathératique
lindaire" vers 1a "unathératique ror - lindaire™. Une propriftd
de convexité imposfe aux certains objets nathératiques
représente une mesure (uz contrdle, une licite) de leur non —
linéarité. Elle revient lc Plus souvent & un "comporteaent"
pricisé de ltebjet dotd de cette propriété, par rapport 3 un
certain ensemble d'objets de référerce et & une certsine Tanille
dtopérateurs. Par exvaple, considfrons 12 propridtéd de convexitd
(concavitd) afordre n (2 2 -1) au seus de Tiberiy P:poviciu[lgj,
d'une fonction réelle &éfinie sur l'ensecble D(C R. Far aéoi-
Rition cette propridté revient § 1a pﬁsitivité (négativitd) des
coefficients des termes dy degré n + 1 des pelynbnes d'inter-
polation de Lagrange T ( 3an+1\‘ ¥paXppeeny X5 5 L) 'qui cofn-
cidexnt avec la fonctiom f Sur n+2 points distincts X19Xog00e,

Xp42 € Do S1 nous désignons par 5Dn+1 l'ensenble des poly-
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rbues du dégré <n+l et par fnﬂ_ ( @ +1 ) Son sous-ersenble
dont les élérents ont le ceoefficient du terme du degrd n4l
positif (pé€gatif), alors la coavexit€ (concavité) dlordre =
de le fopction £ revient au fait que L ( ﬁn-}l i X1y Xogeeey
* @" : Lo

Zoeo 8 L) E 9’4_1 ( ps1 ) Pour tous les poiunts distincts
X1s E5p esey X o € Do Camet ainsi en évidence un comporte-
nent de la fonctioz f par rapport au couple ( @nﬂ 5 gnﬂ )
(respectivencnt ( @nﬂ ’ é(n*., ¥y, o & ntl désigre la
fanille de tous les opfrateurs L ( peld Xqs¥pseess X o050 ),
oft %19 X3y wee 3y X, .5 € Do On dit én ce cas cue la fomction 7
a 1'allure ( 53“1, ;ﬁ",ﬂ ) (respectivenent l'allume
(5’31“_1 » a’fn_ﬂ ) )e Ce moyen de comprendre la convexité appar—
tient au Prof. Dr. Elena Popoviciu et 1l a ceorduit 3] & 1e
défirition d'un concept glnéral d'sllure

Scit X un ensenble et ¥ un sous-enéc_ble rou-vide de X.
Supposons que lYon a faid une Partiticn de l'ecsenble ¥,
Y:YIUYEU...UY A ﬂx =P ,pour L£],k> 2
Cozsidérons un ensexble non-vide 2[ dont les élé._f:z:us sont des

opérateurs T ; X—- Yo

DEFINITION 1 ( [18]). O @it que 1t€1fsent x € X a
1'allure ( Y- R Bl s G — Y'_j.
DEFINITICN 2 ( [13]). Cm ait que 1%¢1ucrt x € 3 &

l’alJ.u*’e ( 'Ij y ZL) &t vour chague UeZ/ i1 & ltallure
( Ij H v )' -

Dans l'exenmple ci~dessns, X est llenseadle ge toutes les

fometicns £ : D—e R PR S anl et la partitior est lag suivantse:
1-
(Cf)“_lz fﬁ,,NU UE_fJH_l.L'allure {5')“_1 ,I.(jJ

i » ) ) revient & la convexitd dfordre n sur

n4l ?

J.l. 22,0--, Z:*E
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+
les poirts Hyp Xy sees X pcadant qus 1'allure ,@H_l 5

&£

o+l
fonctions ayant 1l'allure ( '@n’ L ( ,73“13 TiaEppecesE ofe )

et

ni2?

) revieat 3 la coovexitf d'ordre 2 sur D. De nfue, les

n+2
) sont polyndmiales

sont polyn3niales d'ordre n sur les poings Xy9Eppeeey X
les foactions ayant l'allure ('@n . cffn_‘_l
d7ordre n sur D. On peut cornsidérer d'autres partitions de

1l'ensenble @Ml pour gue l'oa obtienre dtautres allures. 1}

titre d'exemple, cousidfrons la partition 9::1»1 =

.9);+1 U { 933 U 9;_1 )e Les fonctions ayaat l'allure

* ~
( @H U g)n+1 s L ( 9:”1 } Xy Xpgeeey Xy, e ) ) soat aon-
concaves d'ordre n sur lea points Xys Xpgeeey X, o et les

+

! . : i
fopctions ayaat l'allure ( @n U @M_l ’ a‘t’ml ) sont mon
concaves d'ordre n sur De Bgalecent, omn peut corsidérer des
sous-eansembles de éfzﬂ pour gue l'on obtierre de nouvelles

allures. Par exeuple, pour ume fonction guelcongue f considé-

rons l'ensenble g‘z des opérateurs L ( 9)2; X19%ps%53 o Y€

Ega pour lesqusls L ( 5(‘)1; X1y X3 3 £) € 5’% , clest-&-dire

f(xl) = f(xs). Alors, la fonction continue £ a l'allure

+ I
( 5‘)2 ,o(fa ) 8i et seulement si elle est strictenent quasi-

coanvexe sur D et £ a 1l'allure ( ‘6/31 U 592 ,ocfé ) si et
seulenent si elle est guasi-convexe sur D ( voir [1%] ). Ces
considfrations nous ont conduit ea [19] & la dé<inition en
abstralt de Ll'éléuernt quasi-convexe.

D'sutres exerples d'allures peuvent €tre trouvés dans
ros travaux (191, [21].

Les notions introduites par les §ffinitioccs 1 et 2 sont

4 la base de toute une thforic gui, &'uné part perust ua
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traitezent unitaire des différents cas particuliers dfallures
et d'autre part peut &tre enrichie jusqu’ 2 obtenir de
nouveauz résultats ( voir par exemple, les théordmes de la
noyenne concernant le comporteseant des certaines fonctiommnelles
aoa-lin€aires par rapport aux élénents quasi-convexes ).

2. La théoric abstraite de 1l'allure. Dans ce qui suit

nous alloas présenter les moments brincipaux qui ont conduit
au développement de la thdorie abstraite de 1'allure.

I. Opérateurs d'interpolation dans des espaces abstraits
et ¢léments convexes par rapport & ua sous-espace 3

Considérons un emsemble ¥, un sous—ensonble ancrp~vide Y
de X et un opérateur U défimi sur ¥ aux valcurs en X.

DEFINITION 3 ( [12] )e L'opdrateur U sst dit opérateur
dl'interpolation par rapport & Y si les conditions suivantes

sont remplies 3

IEH) Ux € Y pour tout x € X 3
(2) Bx = x pour tout x € Y «

Soit 2/ une famille d'opérateurs dfiaterpolatiom par
rapport & Y et soit S unm sous-emsemble de Y.

DEFINITION 4 ( [12] ). L'€lément x € X est dit convexe
par rapport & S si_guelgue soit U € 2L , Uz gé S;

IT. La généralisation daas des espaces linfaires abstraits
du théordze de la moyeune de Tiberiu Popoviciu, concernant les
fonctionnelles Sal - sinples

Soit X um espace liadaire, S (C Y deux sous-espaces
linfaires de X, S £Y , Z{ ua emsemble d'opérateurs lindaires

d'interpolation par rapport 4 Y et 4 une fonctionnelle linéaire
définie sur X,
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muoRbi®E 1 ([12]). Si pour la fomctiounelle A les
conditions sulvantes gout remplies :

(3) .~ A(x) = 0 guelgue soit X € S

(4) A(x) # 0 guelgue soit 1'€1ément x convexe par
rapport & S ; alors, pour chague x € X il existe UeZ/
tel gue

(%) A(x) = A(Ux).

III. La géunéralisation de la motion de différence
divisée ;

7 1 1'égard de 1'hypothdse €noncde avent le théordme 1, :
supposons €a plus que S est un sous-espace propre maxinal de Y.
Soit £ixé y € Y\ S et soit U un opérateur lindaire d'imterpo-
lation par rapport 3 Y.

DEFINITION 5 ( [#1). Om dit gue la fomctioanelle linéaire

P dffimie sur X est une différence divisde attachde 3 1'opé-

rateur U si les conditions suivaates somt remplies :
(6) FoU=F ; '
) #S) = {0J;
(8) F(yg) =1
Daas le travail [#] om d€montre que les comditioms (6)-

H

(8) d€términent de manilre umique la fomctiomnelle Fe Elle sera
désignde par [U H .:I .

L 1'aide des différences divisées on peut donner ume
autre géndralisation du théorime de 1a moyenne de Tiberiu
Popoviciu

THEOREME 2 ( [#]). Si pour la fonctiozrelle A les com-—

ditioas (3) et (4) somt remplies, alors il existe um scalaire i

ainsi gque pour chaque x € X on peut grouver U G% tel que
(9 Mx) =x[T4x],




36

11 est facile 2 voir gu ' ue élfment x est convexe par
rapport & S si et seulement si quelque soit U = Zé
[vsx]20 [71.

DEPINITION 6 ( [8])s On dit que 1'8lément x € X est
Zé—- convexe {Zé- concave ) sl quelque soit U eZé
satisfait la condition
(10) [tsix] >0 ( <0).

Il est ) remarquer que la proprifté de Zf~ convexisd

peut &tre intrcduite em suivant la définition 2, sans utiliser
les différences divis£es. En effet, conme S est un sous-espace
propre maximal de Y, on a la partition ¥ =11 UsU ¢y s OO
iy ={ye¥;y=s+ty, 8 € 8, 4>0( t<0)} .
Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que 1'¢1énang
x so0lt Z(i- convexe ( %- concave ) est gu'il ait 1l'allure

¢ ¥, 2L ) (respectivezent ¢ Y7, ZL ) ).

IV. La dé€finition d'une relation d'ordre éans ltensenbls
des opérateurs d'interpolation :

DEFINITION 7 ([6]). Sols U et V deux oplrateurs
linéaires d4finis sur l'ecpace lindaire X aux valzurs en X,
tels que U° =U et V2 = V. On dit que V=70 si
(11) W = VU = |

Par exemple, pour les opérateurs U =1 ( gan+ﬁ_l 3
AysZEopeery xnd-p $o ) et V = I( ‘@n-l P TysToreeey Jp i ) od

Pp=z0, ona V==U si et seulsnent si
{_ylsyzoO"r yn} . {xlyxe,.--, xﬂ*‘P } ( voir [21_] Yo

Ve La formule de rfecurence des dirférences divisdes

z%aéralisdes

Considérons les sous-espaces 5,C SIC::Sa de llespoce
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lipéaire X, cob Sl et So 8cnt sous-espaces bropres maximaux
de S5, respectiverent de S,. Soit U, un opérateur d'inter-
polation par rapport 3 S,y 7, € 82\81 1'¢1énent nécessaive
pour norcer la différence divisée [Ue,.;_] conforndrent & 1a
condition (8) et soig U, et Ul deux opérateurs d'in terpolation
rer rapport 2 S, tels que U<<U, et Ul-=::U o

THEOREIE 3 ([8])s Si les différerces dlvi fes des

opérateurs Ul et Ul gont disticctes, alors quelgue soit
X € X, 1la relation sulvante est satisfaite

@ [ex]e gl

Dans le cas particulicr of U, = I.(“j-D 5 xl,xa,-...xnﬂ,.),

U]_ = L(g) 1% X, ’XB""'xn+l;’)’ Ul = L(g') l!‘ylix’jl"'fx i)

et ol Y- est le polynbme x® 93 N .(f-') -1 » la relation (12)

deviert la foraule ge réceurence bien concue i

¥ ] [}:2,}{5,--.,2:_‘_1;-] Ll Exl,}{g'-lo.x:isj
e | == =
g Farl T ¥

(15) [xl,xe,-..,}:

VI. La notioa de décomposition d'un opérateur G'interpo-
lation
Solt X vz ensenble BT S:,_CS‘2 trois souc-ersenbles

nor-vides de ¥ et Zél 2t 'Zég deux enseubles dont les €1lfrents

(6]
O
i
et
(a0
[47]
o
o

pérateurs dvinte erpolaticn pur rapport 2 S, respecti-
e

vensat 3 32. Supposons donndes deux bartitions des eusenmbles
Sl et 82 H
(14) 5, =5 U§Us] s, ¥
- ~ +
o i 5 =
(15) 5, = S, U SlU 8, of 35 C g Sy .
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DEFINITION & { [19] ). Nous disoms gu'ua triplet ordonnd

( U,y Ty, Ui' ) d'opérateurs de Z[,l est une décomposition

relative & ( S,y 8; ) de_1topérateur U, € ZLE, gi les condi=

tions suivactes sont rempliés @

(16) Uy, Uy, Uy <<U, ;

(17) U;_y ES':'L' et U;y ESI pour tout y ESE tel aue
U7 €54

(18) U;y e sI et Uyy € s; pour tout y €5, tel que
Uly GSO.

Four en donzer un exenmple, soit X l'ensenble des

fonctions rfelles définies sur un intervalle JC R, 5, = 9)0 .
e - ~ + 4
5p=Pn 5, =9 (21,8 =0_,85 =P 1 8= %,

2% o
" -G R R /L
Sz=pn+1' Sy =8 =P,y etsois Uy = . ot
242 S‘{M—l’

Considérons U, = I( 5’3“‘1 P XpaTpgees, X5 50 ) € %2.

TEEORELE 4 ( [20] ). Un triplet ordonnd (Ul, Ups Ul )|
d*opérateurs de o‘fn est une dé€conposition de l'opdrateur U2

relative 3 ( 530, Pm )s 8i et seulerent si

=]
[
i

=L ( 33: H xlp'it’ xi_l. 114_1,..-, Ia"_a HE ) 3

=L ( f@n H 31,000, xj_l, xa+l,..., .'xn+2 § o ) ¢

(=]
=
i

L ( 9.‘ H xl,..., xk"'l’ xk+1,--., xn,‘_e = ) ’

o
o=
n

o 1€k i<Lgan2.
Dars le cas particulier ob r=l, chague opérateur
U, = L ( 532 i X1y X5 Z3i. ye 5-” a une seule décompositicn

relative .3 ( 90, 331 ), notacaeat
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{51 531; Xy X5 3e)y L ( 531; X1y x;;.), L(@lg xe,xj;.;).

VII. Quasi-convexité dane dss cspaces abstraits i

Li€ aux partitions (14) et (15), nous disons qu ' un
€l€nent x €X est "Z&l - COnvexe (Zél - concave ) si il a
1*'allure ( S;, Zél ) (respectivenent ( SI. Zél M ét ga ' 11 ess
&2 - convexe ( &2 - concave ) si il a l'allure ( Sz, Zéa )
{respectivenent ( S;, Zéa N

DEFINITION 9 ( [19] )« Kous disons que 1'€1énent x € X

est guasi-convexe (quasi-concave) par rapport 2 ( 8 8y, S, )
si guelque soit U, € Zéz pour leguel il existe une décompo-
sition ( Uy Uy, U{) relative & ( 8,1 59 ) telle gue

Ujx € S, la condition suivante est satisfaite i
&+ -
: x

8i pour un &14ment x nous ddsignons par &2 ltenseable
des opérateurs Uaeaa pour lesquels il existe une décomposi-
tion ( Ul, Uys Ul ) relative A ( So» Sl )y telle que Uyx €8
alors la condition nécessaire et suffisante pour que x soit
quasi-convexe (quasi—coz.cave) par rapport & ( 849 8y, S, ), est
qu * 11 ait 1'allure ( 52, Uy ) (respectivenent ( 8y U3 Yo
De plus, comae Zéa ol ZC il s'en suit que tout €lément ZZ«
convexe ( Z[ - concave ) est gquasi-convexs (quasi-concave) par
rapport & ( Sge 535 85 de

THEOREME 5 ( [19] ). 5% x est un €lénont gquasi-convexs

vasi-corcave ar rapport { SD, Sl, Sa ); alcrs pour tout

l;r2 Eﬂa et gquelle gue soit sa décomposition ( Ul' Ul’ Ul b
relative 3 (859 57) gelle que Uyx € 8, les conditions suivantes

sort remplies

- + + -
(20) Ux €8 (8;) et Uxes, ( A
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Scus_l'hypothdse supplémeptaire :’:‘;1 =8,, l2 propositioz

réciprogue est sussi vraie.
Dams le treveil [19] =mous &tudioms er d€tail lfexemple

oli X est l'espace des fonmctions réelles difinies sur um inter—
valle J, Sgs 5,4 S, sont sous-emsenbles (géaéralement mon~
linfaires) imterpolatoires d'ordre k, m et respectivement

4p (1 £k <n, p21) et U P %2 sort les emsembles des opé-
rateurs d'imterpelation par rapport & Sl’ respectizent A 82
(voir [12] ). Cet exemple est typigue pour la situatioz de la
pon-linéarité de motre comstructior abstraite.

Couzidérong le cas encore plus particulier, dams leguel les
cnsezbles interpolatoires 8, S,y 8, sont les emsembles des
polyndnes 5)&:' .93:, 93“1, o o €k £ r-l. Désignoms par

-;g,K'r ( @k, ‘933. ,93“_1 ) l'emsenble des fonctions réelles dé-
finies sur l'intervalle J qui somt quasi-convexes par rapport
2 ( 9k' P .9)}4_1 ) et par h: l'ensecble des fomctions ndelles

dféfinies sur J, ccovexes d'orére a sur J.
TEXOREIE 6 ( [19] )o La hiérarchie suivante 2 lieu t

CEa) K:CQK*( g‘)n-l’ 'gon' gjni-l)CQ'K*( 9&-2' ,573‘, an)‘:“‘
s CE (P oo Por Prpy )

X noter gu'une fonction continue sur :] est quasi-

coavexe par rapport & ( @Q, 931, 532 ) si et sculement si elle
est stricteasnt guasi-cozvexe au sens vsuel. La manilre dont
intervient la continuité dans 1a Gfmonstration de cette Pro-
position, nous & suzg?rd la définition des £1éments qui

Jeuissent Ge ls nropri€td (D), dans des cspaces lindaires
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VIII. Quasi-convexité dans d2s espaces linfaires s

Soit X un éspace linéaire xfel, S ;51 ;32 trois
sous—espaces lindaires ds X et Zél, 242 dzux ezseables dlopéd-
rateurs linéaires d'irterpolation par rappert & 8, et respecti-
veaen_t & 32., Oz associe aux opérateurs de Zza les différonces
divisdecs définiss 3 l'aide d'un sous-espace §l propra et

maxinal de 8, centenant 34 et d'un lfnent y, 682\'51. Aux

t
<

a
=

opfrateurs & Zél on associe les difffrences divisdes d42i-

nies & ltaide d'un sous-espace ga propre et maximal de Sl'
avec Sccgu e1': @'un €lément yq € 8> goo
Considérors les partitioes suivaates
(22) g =y U T Ul
ofy SI(‘ S; ) ={x ES]_; I:Uli x] e {30 )7 pour btout Uleﬂl}
et
(23) s, =5, U§] U 5;
od 8¢ sg ) ={xes;[usx] <o (>0) pour tout oels T
Dans toub ce qui suilt nous supposerons %’1 = Sl‘
Lz linfarité izplique la précisation suivante concerrant
la notion de décozpozition d'un opfrateur.

1Ei® ([20]). goit U, €20, Los propositioss sulvartes swt

vraics ¢

: L e ' " ' "
1% Le trivlet (Up, Uy, Uy ) od Uy, Uy, U €24y et

+ :
Uy Uy U3 =<<U,, est une d€composition de U,, relative 3

.’-
xiste ¥y ESE tel gue les

indgnlitids suivantes soient satisfaites

(24) (o sv]< oy s o]<[oy s 7] :

=]
o

( SQ, 51 )} si et seulensnt si i
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22,

£

i S; C:Ei” alors toute dfccmposition de U, rela-

tive A ( S, 8y ) est €zalenent une décomposition de U, rela-

tive a ( SQ’ Sl )o

Nous mentionnons que dans la démonstration de ce lemme
nous avons utilisé la foraule de récurrence des différences

divisées.

THECREME 7 ( [20] ). Soit x € X. Les propositions

suivantes soat fquivalentes i

1° x est guasi-convexe par ravport A ( S.s 5y, Sa Vg

2° Pour chaque U, € 262 et quslsgue soient

1 n 1 1]
Uy, Uy, Uy €% tels que U, Uy, Uy =<<U,, [Usx] =0

+
et _pour lesguels il existe ¥ 6,82 ainsi que la cozditica (24)

soit _remplie, les inézalités suivantes oaxt lieu i
(25) [sx] <0 < [olsz] .

Remarquons 1ue les indgalitds (25) satisfaites par les
¢1énents quasi-coavexes par rapport & (So, Sq» Sa), sont sini-
laircs aux inégalitds (24), satisfaites, comzme on pent voir
a2isénent, par tous les £1érents Zéz - convexes. La seule diffé-
rence €8t gue leos premidres ont lieu sous 1'hypothdse [U’lg x:]= C.

Cn observe que si 7 est 242 - convexe, alors de (24) il résulte
que

(26) 0 < max {- Paix] « [etval } 3

Dozc, l'ensenble des €léuents Z&a - convexes est inclu dans
l'ensenble des élénents satisfalsant 3 (26). Il est naturel de
rous demaader quelle est la liaison entre ce deraler ensemble

et celui des €léuents quasi-convexes par rapport 3 (855 34, 32).
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DEFINITION 20 ([ 20] ). Nous disurs gue 1'414eent y € X
est fortement guasi-convexe par rapport 3 ( Sgs 5y, 85 ), 8L
pour toute découposition ( Uy, Uy, Uy ) relative 3 ( S, 8y )
d'un opérateur guelconoue de Z£2 y 1'ind=>=11t€ (26) est sa—
tisfaite.

Coaformément 3 1'observation antérieure, tout §1&cent

U

5 = coavexe est ézalement fortememt quasi-corvexe. uand &
la liaison entre les notions de fortement quasi-coavexitd et
quasi-convexité, on a le résultat suivant

THEORMLE 8 ( [20] ). Tout £1érent forterent quasi-convexe

est guasi-convexe.

Dans le cas particulier qui fait l'objet du théordae 4
or peut, domner, % l'aide de ce théordze, la caractérisation
suivante des €léments fortecemt guasi-convexes par rapport &
(993@11@“_1) f

TEROREME 9 ( [20] )« La fonction rdelle f définie sur

l'intervalle 7 est fortenenst gquasi-convexe par rapport &

{ @o' ‘@l’ 932 ) si et seulecent si pour chague systime de

poiats X3 < X, < ees <X 5 de J et quelsque soieat 1 et k

tels que 1<k <1igri2 ef -k =2, 13 condition suivante

est reamplie 3
(2?) 0(-’:181 {""‘ [xl,..., xi_l, }:14_1,..-, xl*a H f] »

[%30eee, Zim1r Zpplroecr Tpyp § 2] } .
Il s'en sulb que toute fomction fortercat quasi-convexe
par rapport & ( SDO. ‘@n' @n+1 ), est “"strictement quasi-convexe
dfordre m—-1" au sens de Elema Popovieiu [15] .
X i*ézgard de ce cas particulier il est aussi & recarquer

que pour les fonctions comtinues sur J les progridtds de forte—

aent quasi-convexité et quasi-convexitd par rapport A
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(O, L0 5)1, @a-i-l ), soat equivslentes. Dans le cas gfaéral des
cspaces linéaires abstraits om impose des conditioms du genre

continuité pour que la rdeiproque du théordze 8 soit vraie [22].

IX. Théordanes de la moyerme

Dans la définiticr 10 des £1éuents fortercat quasi-con-
vexes interviennent les fonctilonrelles non-linaires
() amFax [l il e
alors que les €1lduents fortemeat guasi-concaves peuvent Stre déd-
finis & 1l'aide des foncticanelles
(29) B(x) = min { - [U]'_; x:l " [U;'.; x] } .
en iamposant la condition B(xz) < O pour toutz fonctionnelle 3.

Ies fonctiocnnelles (28) jouissent des propridtés

(30) ACAx) = AA(x) pour tous x €X et A > 0 3
(31) AC Ax) = Mla(x) pour tous x € S et A€ER ;
(32) Alz+y) € A(x) + A(y) si x €S, ou y € 8y ;

bendant que les foncticnrelles (29) satisfont aux condisions (30},
(31) et & 1la relation

(33) B(x+y) = B(x) + B(y) si =x €8y ou 'y € 31 .

51 on identifie le sous-espace linéaire générd par ¥y, 2
R & l'aide de l'application A }— Avy (€ A € R), alors oa peut
considérer IR comme un sous-espace de X. Si nous coasiddrons la
partition R= B.U{o}JUR, ,00 B =1-o,0[, B, =
=]0, +<=[ et les enseables J% etﬂ dont les £1€ments sont les
foactionnelles du type (28), respectivenment (29), alors mous
bouvons dire que les €14.ents Ffortezent quasi-convexzes (fortenent
udsi-concaves) sont ceux gui ont l'allure 4 JR+, d@ ) (respecti-
veosat ( R_ ;Q b

Les affirnations suivantes sont des renarquas évidentes

.
-
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1%, 5i pour une fonctiomnelle A € /& 1'€lérent x a
ltallure ( E_, A ), alors il existe une fonctioznelle B E..@
telle que x ait aussi l'alliure ( R_, B ).

2°, Si pour ure fonctiomanelle B € B 1'€léuent x a
l'allure ( R,, B ), alors il existe une fonctioznelle & €./2
telle que x ait 1l*allure ( By 4 ).

Nous mous denmandons si l'affirmetionm 1° ¢ 2°%) reste va-
lable si & la place de la foncticmrelle & (respectivement B ) on
prend une fonctiomnelle quelcunque satisfaisant aux conditions
(30), (31) et (32) (respectivenezt (33) )« La réponse est affir-a-
tive pour les fonctionnellszs possédamt de plus la propriétd
(34) F(x) > O pour tout x fortement gquasi-coavexuc ;
respectiverent i
(35 P(x) < O pour tout x forteceat gquasi-concave.

Soit x € X et F ure fonctionnelle définie sur X.

THEOREIE 10 ( [22] ). 1% Si F satisfzit aux conditions
(3C) - (32) et (34) et si Fx) < 0, alors il exist€ une
fooctionrelle B du type (29) telle gque B(x) < O.

2% 51 F satisfait aux_conditioms (30), (31), (33) ot (35)
et si F(x) > 0, zicrs il existe ure foncticrnelle 4 du type

(28) telle gue a(x) > 0.

Dans lz d€monstration de la propositiom 1° de ce thfort.s

sont nis en évidence les indgalités
" i a 7
(36) %l [0ix] € 7 < ”if—)- [vs 2]

+
ol 4 €8, et k= [Ul; A] (quelgue soit U, € 'Zél Ys Lous

sonzes intéressde au cas ob dsns la forcule (36) a liew 1'8zalitd,

pour, gu'eon obtient un théorire de représentetion de la Fferebion-
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oeclle F & 1%zide des différences divisées des opérateurs de %1.

DEFINITION 12 ( [22] )e Hous disons gue 1'€1€ucpt x € X

1 ]
jeuit de le propriété (C) si pour chague &éconposition (Ul,'fl]_.ll1 )
d'un opfrateur quelcongue de Zéa et quelgue soit le pombre 1
entre [U_.:; x] et [U;; x:} » i1 existe au noins un opérateur
vleﬂl tel que [Yl;x] o

THEOREL® 11 ( [22] ). Supposons que pour la forctiornelle
F solent remplies les conditions (30) - (32) et (34). Alors,
pour tout €1fnent x € X jouissast de la propridté (C) et pour
iequel F(x) < 0, il existe un opdrateur vV, € 2[1 tel gue
(37 ) =X[ %3 x ]

o8 K est un constante positive indlpendanie de  x.

X noter que les foncticmnelles de lz classe I% satisfont
aux conditions (30) -~ (32) et (34)« Dans le travail [22] nous
indiquons comzent on peut construire d'autres fopctionnelles pour
lesquelles ces conditions soient rexplies et nous fournisons une
application du th€ordne 11. .

Dars le théoripme suivant nous exvisageons le comportenment
des fonetionrelles linéaires par rapport aux €1écents fortenert
quasi~-coavezes. - .

On fait 1l'hypothése supplérmentaire gutil existe au nonins
uz €lément A€ 8,8 %1 - convexe,

THECREI® 12 ( [22] ). '§gj_._1_; F une fonctionpelle linfaire
¢éfinie sur X pour lajuelle F(x) # 0 gueloue soit x €X'~ 8
forteient guasi-convexe. Alors, pour tout 4 € S, Sl' 241 -
coavexe ou Zél = concave et pour teut x X\ 32, il existe
?1 = Zél tel gue
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(58) hﬁﬁ% < |E§%—j3|

Dens le trevail [22] nous étudions aussi le comportement des
fonctionnelles 1lindaires pasr rapport aux &lémerts quasgi~-convexes,
On prouve, par exemble, que les fonctionnelles lirdmires F qni
ne s'annulent pas sur l'ensemble des &lements quasi-convexes pnr
rapport & (Sc-'sl’SQ)’ sont 'ga-simples (c'est-é—dire,?(§o) ={o}
et F(x) # 0 quelque soit x convexe par rsoport A 'S'o).
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