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1. Dems le treveil [41on a dorné we caractérisetion des
fonctions convexes d'ordre 1 (strictement convexes) et deux foie
ddrivebles sur 1'intervalle (0,1), en utilisant les coefficients
de Fourier. Plus précisement, si la foneiion £ : (0,1) —=R est
strictement eonvexe sur 1'intervalle (0,1), alors le coefficient
de Fourier '
(1) ay(f38,t) = 2(+-8)"2 f £(y) cos 2Z(¥=8) 4

8 ;

est positif guel que soit le sous-intervalle [s,t]de (0,1) .
Réciproquemerntt, si la fonction f est deux fois dérivable sur
* 1tintervalle (0,1) et &y(f;s,t) >0 quel que soit [s,t]1C(0,1),
elore T est strictement corwexe sur 1'intervalle (0,1).

Dems cette note nous envissgeons de généraliser ce résul-
tat en considérant certamines fonctionnellee de forme simple &
12 place des coeffiecients de Fourier.

#. Considéroms 1'intervalle [e,b], 1l'ensemble 91 des
polyndmes de degré €1 et notons e.(x) = x*, x€[a,b], i=0,1.
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Ure fonctionnelle linéaire L : C[a,b]—wR est dite % -
Bimole s°il existe un scalaire positif ¥ tel que quelle que
soit f€C[la,b]l on peut trouver les points tyrto, 't._,’ distincts
dans 1'intervaile [a,b] ginei que

(2) D =x[t,t,t; 2],
ol par [t_!,tz,%;f] on a désigné 1la différence divisde d'ordre
2 de £ sur les points tl,tz,t.s.

Une fonctiormelle lindaire L : C[a,b]—-R est ’1-
simple =i et seulement si les deux conditions suivantes sont
remplies :

(%) Lieg) = Lieg) =0 3
(4) L(f) >0 quelle que soit f€C[a,b] convexe d‘ordre 1
(veir [2; 5.4.1]). :
Pour un intervalle [s,t] quelcomgue nous considdrons
1'opérateur Dy P : C[s,t] == C[a,b] défini par
(%) Ds,t(f) (x) = f(x(t-s)/(b-a) + (bs-at)/(b-a)) |,
refa,b], tecls,t].

Si L:Cl[a,b]—= B est une fonctiommelle 9I-aimple
et I est une fonction continue et strictement convere sur un
intervalle I, alors
(6) U, (2 >0 ,
pour tout [s,t] C I .

O e demende quelles sont les fonctiormelles (Py-simples
pour lesguelles, si (6) & lien pour tout [s,t]C I, il s'en suit
que T est sirictement convexe sur T 7

Pour en dormer une réponse rappelons gu'une fonction f

est dite strictement guasi-convexe sur un intervelle [s,t] si
(7 I(x,) < max (flx,) , T(xy)) ,



pour cheqoe systime de trois points s<x1<z2<x.5‘t .
rrfoRkNE 1. Si L : Cla,b]l— R _ est une fonctionnelle
%—simple, alors les assertions suivantes sont équivalentes:

1%, Pour gu'une fonction f deux fois dérivable sur un

intervalle T soit strictement convexe sur I, il faut et il suf-

fit que (6) eit lieu quel que soit f[s2].C7 -

2%, 58 £ est une fonction deux fois dérivsble, stricte-

ment quasi-convexe et non—monotone sur un intervalle [s,t]
glors il existe 8° et t' ,s5%8"< t' € t, tels que

L(D!o.t'(f)) ) C.

Démonstration. 1° = 2%, Supposons le contraire, c¢'est-i-
dire qu'il existe une fonction f deux fois dérivable, stricte-
mert guasi-convexe et non-monotone sur un intervalle [s,t], telle
Qe LDy, 4.(f)) <O quel que soit [s',t*] C'[s,t]. Alors, en
verta de 1%, £ devrait 8tre strictement concave sur [s,t]1, ce
qui est impossible B cause du fait que f est strictement quasi-
convexe et non-monotone sur [s,t].

2% = 1°. Considérons une fonction f deux fois dérivable
sur un inmtervalle I pour laguelle la condition (6) est remplie
quel que soit [8,t](_I. Cependant, supposons que f n'est pas
convexe sur I. Alors, il existe x €I tel que f"(x)) <0. Il
g'en suit qu'il existe >0 tel que £ (x) > £ (xo) pour tout

xe[x,r,x,) et £'(x) < f'(x,) pour tout x € (x,x, + r]. For

o
conséquent, on peut trouver une fonction lindeire h telle que
la fonction g = £ - h spit strictement croissante sxn"[xo-r,xo q
et strictement décroissante sur [zo,xou-] . Par suite, (-g) est
strictement guesi-convexe et non-monotone sur l'intervalle
[x,=; X #r] . Bn conséquence, d'eprds 2°, il existe s',t'e€

€[ x -7, x,4r] tels que L{D,.'t.(—g)l 0, @'ot & ceuse de (3),
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L(Dgy 4:(=11) 2 O, ctest-d-dire MDs',t'(f)) £ 0, ce qui contre-
?
dit (6). Done, ¥ est convexe sur T et en vertn de (6), elle est

surtouat strictement convexe sur T.

%e Exemples et applicatiens.

&) Considérons ls fonctiemnelle ' L : c[0,2%]—s R 3

(8) L{e) = Szzr(x)coe T dx (tec[o,2x]).
°

Cette fonctiormelle satisfait de toute évidence 1la cordition (3).
Pour vévifier (4), soit f€Cf0,2x] une fonction strictement
convexe sur [0,27] et soit h 1la fonction linésire qui coincide
svece f aux points ®/2 et 37 /2. Comme (f(x)-h(x))eos x > 0
quel que soit x €[0,2m]1~ { %/2, Sm/2 }, i1 vient L(f-h)>0,
d'ob en tenant compte gue L(h) = Oy on a L(f) > 0. Done, L est
.@I-simple. De plus, pour cette fonctionnelle la proposition 2°
du Théordme 1 est vraie. En effet, prenons £ une fonction stric-
tement guasi-comverxe, non-monotone sur un intervelle [g,t] et
prouvons gqu'il existe s' et t', s<e'< '€t tels 'qne

L (Ds.'t.(f)) = 0. Pour cels, soit u € (s,t) tel que f est
strictement décroissante sur [s,n] et strictement croissante sur
[o,t]. On peut choigir deux polnts X, €(8,u) et X4 € (uyt) tels
que f(x,) = f(xg) et Ix-X, < (2/3)min (u-s, t-u). Si on pose

8' = x, - (13—-12)/2 et t' = Xg + (xy.xz)/z, alors s.gs'd.:t'@@
et Dgi ¢ (f - f(x))(x)cos x >0 quel que soit xe[0,2x]. Par
conséguent, L(Ds.’t,(f-f(xz))) =0 et en définitive

L (Ds',t'(f)) =0, ce qu'il fallait démontrer.

Maintenant, en sppliquent le théor®me 1 on obtient

COROLLATRE 2(E.T.Wsng). Pour gu'une fonction f deux

foig dériveble sur l'intervelle (0,1) soit strictement convexe
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aur (0,1}, il faut et il suffit gque

(9) 8y(f38,t) >0 pour tout [s,t] C(0,1).

Démonstration. Par le changement de veriable
y=x(t-s)/(2x) +s , o xe&[0,28], on trouve que

L(Ds,t(f)) = Way(fis,t)
et en suite on applique le Théor2me 1.

b) Soient donnés et >-1 e.t "7—1. Notons w(x) '=
= (2% (242)# , x€(-1,1) ot ddaignons per p{A) 1.
polyndme de Jacobi de degré 2. Considérons la fonctionnelle
L:C[-1,I]—Rm, ot

2 ;
(y8) :
(10)  TLfLY = Sl w(x}P;"‘ (x)f(x)ax (rec[-1,1]).

Cette fonctionnelle est 91-m1e (voir ]_'1]).‘ De plus, pour
cette fonctionnelle 1'assertion 2° du Théordme 1 est dgalement
vreie. En effet, soit £ une fonction strictement quasi-convexe,
non-monotone sur [s,t]let soit ue&(s,t) tel que f soit stric-
tement déecroissante sur [s,n] et strictement croissante sur [u,t].
Nous choisissons les points x, e(s,n) et x, €(u,t) tels que
£(xy) = £(xg), et Xp-¥y <( Jom fy)min ((x-8)/( 1+ 1) ,
(+-%5)/(1=43)) 5 08 py et g (<1< py < f5 <1) sont les raci-
nes de P,E,“'f). En poaant_ e'=xz-(jl+1}(x.5-x2)/( f2-,1) at

1"= Xy + (1= §5) (X5-%5)/( § o= f1)» DoOus avons s<s'<t'st et
(,8)

o
Ds',t' (£=L(xy) ) (X) P (x) 20 queX que soit x€[-1,1]. Par
econséquent, L(Ds.,t.(f)) Z 0.

En sppliquant le Théordme 1 on obtient
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COROLLATRE 2. Une condition nécessaire et suffisarte

pour qu'une fonction deux fois ddrivable sur un intervalle T

soit strictement convexe sur T est cue

¥
(o, 8)
¢31) S w(x)P2 F

(X)E(t(14%)/2 + s(1-x)/2)dx > O
B )

qiel que soit [s,t] C I.

Dans un trevail prochain nous envisagerons de généraliser
ces résultats pour les fonctions convexes d'ordre n et des

fonctionnelles .Qn-simples (> 2)e
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