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HéTHODKS ITERATIVES OPTIMALES DE TYFE STEFFENSEN OBTENUES
PAR INTERPOLATION IRVERSE

par
CRAOTUN IAROU, ION PAVAIOTU ot IOAN SERB .

Dans le travail [1] nous avons procédé & 1'étude d'une classe
de méthodes pour la résolution des équations ds la forme:

(1) £(x) = 0,

od f : I—> R, est une fonotion réelle de variable réelle et T
est un intervalle de 1'exe réel. On parvient & celle classe de mé-
thodes en utilisant ls méthode d'interpolation inverss, & l'aide du
polyndme d'interpolation de Hermitq.

L'ordre de convergence des méthodes étudiées dans [1] dépend av
nombre des noeuds et de leurs ordres de multiplicité.

Dange ce travall nous démontrerocns que dens la classe de méthodrn
. étudiées dans [17] , 11 se détache une classe de méthodes de type
Bteffensen pour laguelle 1'ordre de convergence est le plus grand.
Dans'oa qui suit les noeuds d'interpolation ne sont plus choisis
de manidre arbitraire, ils seront générés A 1'aide de fonctions iic.
ratives,

Désignons par ‘fi t I—>1I, 4i= l;é, si+ 4041, 0+ 1 foncbi-
ons itératives, c'eat—§;diro des fonctlons dont les points fixes
cohncident Avac les racines de 1'équation (1) dans 1'intervalle I,

Nous supposons également que les tonct@ona' T; i 1 =>TTE:T el
f wvérifient le conditions suivantes 1

@ e £ 6 eIy e 1,20 e,

ol fi + 1=1,2,...,0¢1 , sont des nombres réels et boaitifa
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Désignons par u ¢ I, une spproximation de la racine x de i=l Jjeo K=6 y=yy (y-v;)
1'équation (1). Nous construisons les nosuds d’inberpolation xi' ’ e - o
i =1,2,...,0¢1, do la manidre suivante: -3-(3) w (y) _'r[' & < 71) i
) x‘} = "fl(ll,) L'evaluation du reste dans 1'spproximation de £~1 par P sepl
(3 :
g, = fler(xD) 4 4 =1,2,000,n. " donnée par 1a relation suivante : _
: : =1y(mel)
Rous posons y; = yi = f(tb v 1=1,2,...00¢1 et nous désig- (9) t"l(;y) = ¥y) = '(L%mﬂ-(i)-.“’(y) » Ye .
nons par ofy, <, ... » Db+l nombres naturels donnés, pouy
) 1Y 2 Tacni'l 81 on suppose que 1'équation (1) a une racine xeI, alors &vi--
lesquels o
: t X =1 0). D B & 151
) 0[1 T °°n+1 = R R Gtmn = ( onc, si on néglige ie reste dens la relatic
' (9) ot on tient compte de (7) on obtient pour X 1' avoroximation
Bupposons maintenant que la fonction f , edmet dans 1'1;1:'1.'- 1 Bt vents :
valle I des dérivées jousqu'h l'ordrs m+ 1 y oompris et £'(x) (10) : a, = B(0). |
£ 0 , pour chaque =x¢I, : ) L'évaluation de 1'erreur est donnde par 1'inégalité suivantc s .
Dans 1'hypoth¥se ci-dessus la fomoction £ ¢ I—F, o P=£(1) | . ,
est bijective et donec il existe £t $ F— I, Pour calculer les l X - .1’ £ | «2(0)] .

~1 : (m + 1)1
dérivées successives de la fonction £ on utilissra ia formuls B .. l(r‘1) (‘."'1)(,)[ .
établie dans le travail [2] i 3 yep

_ Dane ces qui suit nous donnons une évaluation pour |w(0)] en
(5) (£7H Wy = —1-&5)-) ¢ ) - Ubllisant (2) et (3). Ainsi on a &

i |...1.k|(1"( Py
eGP | = |2 e )| £ fa l£Cugd] -4,

o y = £(x), et la somme cl-dessous s'étend A toutes les solutions 2 2 P
: Py 1¥2
en nombres entiers et non-négatifs du systdme d'équationst lf(xz), = |2( Lra(-"l)’ o l2C £ fa f1 'f(ll )

o +2i; 4+ ... 4 (k=131 = k-1 lr(x‘,‘)l = |f( 'fz!(é))l & gj}r(xzﬂ 55‘

(e) ]
: - P53 oPaP3 1“1"21’5
fotdse vt =k 1, 5027 1 fr( )I 4
A 1'aide des notations ci-dessus, le polyndme d'interpolation o d.' - 1dre générale ;
inverse de Hermits relatif aux noeuds ¥y &yant les ordres de mule P

P '
2P3°"*Piy) [£Cu )| P1s > Py,

P 1 [y . L 1"‘“
tiplicité 06'1 i 1=1,2,..,,0+1 ; peut s'éorire sous la forme dommée (12) ’f (xiﬂ)[ = J:l.+1 g tisis _f].

dans le travail (2] 1% 1,2,...,n. Do (8) on aéduit ;
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n+l o =
(13) lw| « TT fech] t ;
i=al
d'ol & 1'aids de (2) on dédduit
- <
(14) jweo) ¢ flece
ol e !
s +1 ol .
el
=] :
- nél i
(lﬁ) e = of i
E; 1 l:._-lf":'
De 1'inégalité ci—dessus et de (11) on déduit 1'inégalité sui-
vante 1 .
= - M :
7) Eew] g = e

: (m + 1)1
81 nous appliquons le procéddd ci-dessus succaaaivamcht. alore
sprés k-tme pas d'itération, nous obtiendrone une - spproximation 0.
Les noeuds d'interpolation zt » 1 =T,041 qui correspondent an
pas suivant si obtiennent d'une mapidre analo#ue & celle employée
8u premier pas en employant les relations
3 = fa )

(18) K .
i1 = ?;+1(x1) v =120, k2 2,

En procédant comme au premisr pas, on obtient 1'1nigﬁlité

5 - M- ot
(19) X =-u L ——— | L :
} k'l'll = (m + 1)1 I (“k)l 3 k 1'2’-.. .
51 nous posons ]
(20) & '
o= e,

alors les inégalités (19) deviennent

ol
(21) [ % - o 8 - =
s T

d'ol nous déduiscns :

-85 =

| b (22 [T -y, c‘{-‘ (o’%"‘ |x - nop“hl ,
et c - x ¢ A5 /ime.
84 on suppose
(23 031'7 [T -u]c1,
de (22) il résulte: .
(24) . limu =%.

ke

! D‘.im. pPar- kl. kz. aae |kn+1 et 31' 32' sne ,dn+1 deux
permutations arbitraires des nombres 1,2,...,n0+l, et par
1 1 1 oL
,kl' 31 7k2' d2 kn+1’ Jnel '
le polyndme d'interpolstion inverse d'Hermite de la forme (7), aux
noeuds d'interpolation 1&1.....yi ! ayant les ordres de multipl
ns ]

cité 43 T d% 3 respectivement. A 1'aide des motations oi- .
ne

dessus nous considerons la classe de méthodes itératives suivante:

= B(y2 , e 1 38, Lels s 4

(25) u, n(,kli 31! . ] an+1' an*i/ O? y 8= 1,2
ol
(26) ;:1 -'t(::i) » 4 21,2, ou, y0#l, B = 1,2, ... ,
ot

8

X, = 'f {I:l )

kl kl B8=1
(27)

1;1 = ‘f;i(x:j‘ 1) » i = 2'-5.’ ape .nfl' 8 = 1'2.... o

i nhniue paire de permutations Kys E5p ves 'kn+i et gy Jp:
ves 3dp,y 968 nombres 1,2, ... ,o+l correspond une méthode ité-
rative de la forme (25) - (27). On obtient de cette manidre au to-
tal (n + 1)! méthodes itératives ds cette fcrme. Ces méthodes sont

généralement différentes,



Dans ces qui suit nous mous proposons de détermins? parmi ces

(n + 1)1 méthodes de la forme (25) - (27) -, 1a méthode qui possdde

le plus grand ordre de convergence . oC,ordre domné par (16).

LEMME, Considérons les nombres réels Pys Pps see 3P, 88

GC acz! ese 3 dn-l-l $ Pig ) 8t "ci

que les relations suivantes sont vérifideas

(28) ;] =< =<

£
= 2:“..—..

Prz Poz

) *er EPpy1 1 n+l °
De _tous les nombres de ia forme:
(29) <= p 4 « .;. :
Y TR T TR s W S P =t Pl

ol ‘11' 32, —— ’dm-i et kl' kz, *nih ’km-l sont deux Eamutation!
arbitraires des nombres 1 725s00,0+l, le plus grand ast:

txg .
A R T o T SRR PR M T S

Démonstration. Du premier lot d'inégalités (28) 11 résulte:

(31) % p_+ % p e
K P # ese ® e
d Tky dp iy Ty Tt dney Py Py P &
o .ol SR .
P + E R ] o
" 3o P1 Pp * M R R SR PO

k

pour chague permutation .'11. 5y see yk 1
n+l*

32. sss '3n+1 et kl'
Nous posons ;

(52} bi = pl pz Y Pi ’ ; = 1.2.0-J|n+1.

% nous nous proposons de prouver 1'inégalité aﬁim‘l;.o '

(33 o€ b4 o
. jl i -" ‘ 32 hz + cue ¥ JH*J. b«“l é

=9 53
af
lbl “ 2 2+ e # el b 1

'S

pour chague pmutatton ;1, das oo .;1.".'

g 1 ? 1= 1.2.,...3*1 ) Esla
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: Pour n=¢ 1'inégalité est évidente. Bupposons 1'indgalits
' yraie pour n paires de nombres C"Cl.bl), veo 2(Fb) , clest-

 =t-diret
oC
b. + an bn

o
1 szg"--"’ S

o aC
1b1+"czb2+...+ nbn'

< =
£ "‘n et b; < ... £b,. Bl on suppose 1E oo

© N

Byt eee Sb £ by, et 0631 =1, alors de

q:ml ¥

(34) i1 nésulte:

g

e e
31'0.--1' 3

g B

)+

= b, (
1 n+l

oC o<
al bl ® cee * dn+1 bn*l

1-bD%G e

_' o
+ (I)2 - bl)o&‘.‘jz + (b, hl) 35 + see 4 (b .

) + (ba - bl} 1 + (h - bl) 2 + sae

ol
hl( Lt oeee ¥ m-l

ol oC eC <
oo (By = by) ™y 3 # by g = B)) e b oeee # by = DDT S

by (%, + e s ael) * (b = b)) 2+(b -bl)’%+...'

= =

& o
see # (By = D)™ 4 bggy = BY) Ty #ese # (B =BT

oG

“-kh "% =

&, o
* wme "bm-l

1-1:2 5

n+i '

co qu'il fallait démontrer. L'inégalité (33) de la démonstration du
lemme ci-dessus est connue (B] , P. 539). Des considérations ci-
dessus et du lemme il résults le

THEOREME. De_toutes les (n+l)! méthodes itératives de la forme

.(25) - (27) , celle pour laquelle on obtient 1'eordre maximal de cor-
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. LR o
yergence est la méthode obtenus en rangeant les nombres Py en_on,
dre décrolssant et les mombres a!i en_ordre croissant.
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