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ETMID.N DES ERREURE DANES Li RESOLUTION NUMERIQUE

DES SYSTEMES D'EQUATIONE DANE DES ESPACES METRIQUES A

Ion Pavilciu

Désignons par (X, gi) , i=1,2 deux espaces métrigues com-
plets et par Ik = le 12 le produit cartésien de ces espaces.
Nous désignone par F, + I —> X, et F,: 1%, deux appli-

cations et nous considérons le eystéme d'égquatione suivant

Xy = Fy(xy,x5)
1)

x, = 1'2(::1,12) . (xl,xe)e I
Pour la résclution dg systéme d'éguations (1) nous considérons
1la procédé itératif suivant, du type Gauss - Seidel @

xgn-rl) ¥ ?1(z§n), xgan) y

(2)

L) g B LB e a8l 8%

o= gyl .
Er ce qui concerne la convergence des suites Dous avons le Théo-

réme suivent [1] @

THROREME 1 . Bi les applications F, et F, vbrifient les

conditione

O P (x1,31) Fi(x,,35)) £ @, (xp,35) + P &,(517p)

AT o(xy,3)), Folxn3p)) € @ @, (xy.x) + &0 (31,35)

)

This paper is in & final form amd no version of it will bpe
subritted for publication elscwnere.
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pour tous les (xl,ylj. (xa,yz)ex you o, @, 8 et b sont des

nombres réels nonnégatifs ;

Bi les nombres o, P» & &t b yérifient les relations

-L+b+aP< 2

(1-a)(1-b) > aP y b20, 4>0
alors le systéme (1) admet une seul solution (%, EE)EX et
les suites (x‘.('_n}):__o 5 (xén:'J:ﬂj Sont convergentes i
' (n) C (n) =
lim X =X lim =
n-—m 1 8 n-e 2 "

Démonstration . Nous désignons par (‘fnJgio et (gn)f:__o
deux suites de nombres non-négatifs dont les &léments vérifient

les relations
TpsxIng+ P gy

€]
3 Bpsafy + bsn—l N e R e

Nous associons aux relations (3) 1le systéme d'é&guations en les
inconnues h et k suivant i
o + P h = h-k
ak+b =hk
Nous montrerons par la suite gue le systéme (4) admet une

(4)

solution réelle (ny, k;) pour laguelle O€h, .k, <1 &i et seu-
lement si les nombres a, b, o« et P remplis_{sen'n les conditions
dn théoréme 1 ., . _

Nous supposons que le systime (4) -udmet les solutions (hi,ki),
i=1,2 pour lesguelles les conditions °<hi'ki<1 800t rem-
plies. On vérifie immbdiatement que di systéme (4) résultent les
&quations suivantes 3

ﬁha- (b + pa-«)h -a.a=0

(
= akz—(-t-t-pa—b)k-Pb:O

et
(6) PE—(b+Pa+q)p—rb(=0
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oli 1'on a désigné par P 1le produit h.k . Les é&quations (53
hous montrent que les solutions (hi. ki) » L =1,2 du systéme (4)
sont réelles et de 1'dquation (6) et des conditions O<py <y
i=1,2 il résulte £(0)>0 , £(1)>0 et b + P'a +«<2, ol
£(p) = p2 - (b +Pa+ e )p+ ba . I et évident quele condition
£(0)>0 est remplie parceque «>0 , b>0 , £(1)>0 et b + ap+ac?
représentent les relations de 1'nypothdse du théordme 1.

51 nous supposons & présent gue les relations de l'hypoth&se
du théoréme 1 sont vérifiles » alors il est évident que £(1)>0 ,
£(0)>0 et b + 8P + <2, ce qui nous montre que 1'équation
(6) a ses deux racines Positives et moindres que 1'unité. En tenant
compte des équations (5) , nous constvatons facilement gue le S5y 5=—
téme (4) admet une solution (hl,li pour laguelle h1> c, kl>0:

Nous montrons & présent que si les &léments des suites (I’n)ﬁ‘io

et {5,):;0 véritient les relations (3) ol les nombres ol pr @
et b vérifient 1'nypothdse du théorbme 1 , alors il existe une
constante C>0 , indépendente de n Gelle que pour chaque n = [

Zy--. o0t lieu les relatione

£, € ¢ pil pu=l
e o L i
(7 ’
€y £ C Bl.K
o -0
et les séries Z L, et Zgi ‘sont convergentes,
e iso
Désignons par C un nombre réel qui vérifie 1'inégalité
af, + bg
(8) C2 max{a(fo+ P&, L Oj
o B,

olt (n,, k,) est la solution positives du systéme (4) ,

De (8) et (3) nous déduisons pour n = 1

I, £ C et g £ C-hl

1

done les relations (7) sont vérifiées pour n =1 ,
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Nous supposons que les inégalités suivantes ont lien :
_2 k=2 k=1 k-2
1 £CBTT R, By £0Dh) - &y, ke 2,...0n

De (3) et (4) nous déduisons
T $%ha ¢ A6y £0HT Al = a g

_11:;"2(111:1 +b) = C.nf Bl

L

gnﬁa..tnd-bgn__l =

ce gui nous montre gque les relations  (7) ont _ldeu pour tout neX.
Il est évident que les séries ;,fi et ;z-agl sont conver—
genves, parceque de (7) il s'ensuit qu'elles sont majorées par
deux séries gfométrigues 4 raison moindre que 1'unité .
De (2) et de 1'nypothése du théordme 1 nous déduisons les rela-

tions :

g(x(h'l'l) (n))¢ x;(x(n) (n-l)>+ g( (n) (n-—l))

(€]
(x2n+l) xén))‘ as(x—in"l) xgn)) + br( (n) xgn—l)) g

(- =« s R
Hous posons % présenmt en (9) £, = ;(xjc_i"'l),xg_i) o B

ﬂ( {i"'l) (1J ) gink m0-1.5. 0 . Wb RGHE obtenons les rela-
tions (3) . En tenant compte des hypothéses du théortme 1 nous
en déduisons les relations

ﬂcxj(-i-bl) (i)) < g h1-1 ki-l

(10)
LGl mtihyle S 2 M oo pop
Nous montrerons & présent que les suites (z(ﬂ'))'D et
(zzn) ), somt convergentes.

HNous avons en effat

(11) S:(x§n*3), x&n)?_s 'fn-c-s—l"" Lnepp ¥oee + L &

G pf,"hl

L=y

pf_*.c.(l + Py + D +...+_-ol""l) <

ob pl = hl-kl

</
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Nous déduisons de la méme facon

Ch pn-l
n+8) (n) 14
(12) xg 1 X3 )& Epggan t Bnypgp TeeotBy £ —l_:—;ll.— 4
En tenant compte gue OLplc 1 et du fait que les espaces 11 et
X, sont complets, il résulte que les suites (n))g’_o et
(n) oo
(x37),., sont convergentes. e 28
o n -
8i nous posons = lim et = lim
o ] n-se 1, 2 n-.ron:ﬁx2

alors en tenant compte de la continuité des applications F, et ¥y

et en passant & la limite dans les &galités (2) lorsque n -3 00

il résulte que (El, 52) répresente une solution du systéme (1) .
En ce qui concerne 1l'unicité de la solution, nous supposerons

per l'absurde gue le systéme (1) n'a pas une solution unigue.

Désignons par (;l : '1'2 ) et (51 . '}72 ) deux solutions du systbue

(1) . I1 résulte de la premidre condition du théordme 1 i

r(xl’ 31) “r‘c_ll 31) +* Pﬁ_(xa » 72)
(;-2| §2> S @ SQGEI' Fl) + bgl.(%' 32 )

aou

)]

B §(E )
(l r b)- YI(;:L' ;2) £ & g‘(;l; -3-1) -

Fous en déduisons

(1 —e€)- g.(;l' ;1)

a

o yes S
X <
f{ (xll 71) = (1- =) (1-0) g,'(xl} 31 >

et .
-3 Ba =2 2
‘—: i ( s ) ?
mais e < 1 , par conséquent les dernilre indgalités ont
(1-e)(1-b)

lieu si et seulement si Zl = ';71 ot X, = 3,

Fonw e




A2¢

Il résulte de (11) et (12) pour s— @

3 0,05 & On,p
I (Il) (n-) l_:_ A 1’2’._.
;.(x » X7y & 5 at g(xa. ) ot s D=

o
Désignons & présent par F; tI—>X ,F, i I=X, dewx

autres applications gui véri.fient-a.uprés de rl et F, les con-
ditions
* 1y
;!('l (u,v) ’ Fl(ugV)) £ g,
(13) = £
g"{F2 (a,v) , F (u,v)) < &
pour tout (u,v)eX , ob £1>0 : &?0 sont deux nombres réels im

donnés .

L cBté du procldé itératif (2) nous considérons le procédt

itératif suivant :

(ned) & ¢
‘E" Fl (‘f“:ihs
(1) Fub o
» L8 (o) (=
, ﬂFg(E ,E’) ESNE S, F)ET, nabd,...

En ce qui suit nous proclderons & la délimitation des erreurs au
cas ob la racine (%, , x:, b) d.u s;yst;éme “El)_ est approchée par
des 8léments des suites ( E )mat ( E‘_ ) co Eénérées & 1'aide
du procédé (14) , Nous n'avons évidemment aucune information
concernant les applications 1?; et FE. 8i non qu'elles vérifi-

ent les relations (13) , c'est PoOuUrquoli nous ne pouvons rien

. ™ o ) ey
affirmer relativement & l1a convergence des suites (f _) at i/‘_.
=~ 3

Nous montrerons par la sl.u.t;e que le Processus de c&lcu.l des
&léments des sv.u.tes (f) et (YL wee PeUL &tre certainement
arrété quand _r,('f }—’ )cggtﬁ[] LME’ 8i E[ et £, sont convena-
blement choisis bar rapport aux nombres s’, J;_ s a3, b, &gt ﬁ

Nous avons en effet

A%

§a (55 )= £ (R G 1), F(Y. : .ﬂ(-.; AP -
ARG, R E I+ ARGIRLEE L )

(w=i)__(m=t) (m=t) c‘_”

FEGS T LEGETE™ ¢
< (5K -')+/3ﬁ [}',,}i""j _,_,,J;

Pour YI{E f“" nous avons de la méme manidre

ey (m=i)
G (ETET) & afE T E D+ LR TOR D+ 2d

Cwe)_tw)
5i nous écrivons maintenant fn = (3, :f, 5 3 fz(f A

=0,1,... alors les inégalités ci-dessus s'écrivent

+ -
f; ERL g+ LBy v 2 &

(15) S,:éa-f:"'bg:-l*2£'

Si nous nous placon dans les hypothéses du théoréme 1 , alors il
existe une constante ¢, indépendente de n , telle que nous
avons les relaticns suivantes @
2[p by + (1-5)8]
; (1-#)(1-b) - ap
11 2[(1—‘)&4- aS,']
€% h.? B,
=2 + (1= &)(1-b) - afp

[

n=1  n-1
L, &£0; by "k

O = o2 ves

ob (b, k;) est la solution du systéme (4) qui vérifie les
conditions ¢ 04 h.lkl/. 1; hl*»o s k.17 (el

En effet, si nous choisisspns Gl . tel gque
2[pS, + (1-b)54]I

(1= )(1-b) - afp
21(1-0)8, + 3511}

(1- &)(1-b) = af

[ &
Gl?_‘ max{‘etfo +rsg;+ 2

; ¥ #
—-l—‘q,fl-o- beg, + 2S,_-

alors il est évident que
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2[ps, + (1-0)5,]

T (3-«)(1=b) - ap

2 [(a-=)5 +ad]
(el ) e af

1% -ti:+ Be, + 25, £

«
3;5 n:1+bg;+af,sclhl+

et les inégalités (16) Bont vérifiées pour m = 1 .
Hous supposons gue les relations (16) sont vérififes pour
chague n = 1,2,...,5 @0 Dous montrerons qu'elles ont lieu é&gale-

ment pour n = s+l . Nous déduisons de (15)

2afpb, + (1-5)&] b
(1--‘-)(1-b) - ap

' =1 B-1
Loy 4eCyBT kT 4B C h.,kl

2[5[(1-— -{)S,_-i- a&']
1 (1-e)(1-b) - ap
. 25 +(1-b)8,] o 2[p&, + (1-b)&7]
(1-b)(1-«)—af T TIT T LGy - ap

+ 25, = Glh.lﬁ-lkf_l(hf-!- A hl) +

On montre de lz méme manidre que la seconde indgalité (16)
a Sgalement lisu pour n = s+1 .
Bi 3 présent nous supposons gue -
2[pd, + (1-0)4,3
E’ < (1-a)(1-b) - af3
2 {(-=)d,+ ak]
R ST Ry

(17)

alors les relations (16) mnous assurent qu'il existe un n'el
tel que pour tout n¥n' nous ayone les indgalités [ T:ﬁ“j os

et Lq‘“f:-‘]c £ . Désignons par £, ebt- €, deux nombres positifs
oui vérifient les relatioms (17) et nrn'+l. Nous nous propo-
sons d'évaluer dans ces conditions les distancesl‘sm:re El et E‘md
et X, et 'f:'m’, c'est - & ~ dire la délimitation des errears au

cas de la résolution au systéme (1) & 1'aide d'un procédé d'appro-
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ximation de la forme (14) of les applications l'l et 1’
dépendent de F, et F, par les relations (13) . h tenant
compte des hypothéses dans lesguelles nnur;; nous sommes placés ,

nous aurons
=y tom) A e = = n
S5 = LEmED), 1 T 0G5 GTED
@GR B D apE, B >+{3rcx2 AR

Nous avons de man.lcére analogue Poutio &(xz,g_
€ (%, E e 2 G E D+ bg;(xz 3 ) +

Nous déduisons des lnégal:.tés ci-dessus

(1-et) S;cxl.g, )4 48 +{sg,_<x2.fh> +6,

(1-5) 8,y ¥, - - f& ,f‘ Srait e &
clest — & - dire
18y QG E )£ (/DG e Bra- 1) €&, B +h/ G-

% (T, E £ (/G-0))f, (5, F, ) + (b/C1-6))Ex + &/(1-b)

d'ob il résulve

A £ +AE) § b(i-=) & w
z

s ot
Rl T s (1-%)(1-b) - a 1

Du fait que ns n'+l , il résulte que la seconde inégalité de (18)
& lieu aussi au cas ol nous mettons m & la place de n+l 5
c'est - & - dire

B | 02 (WD) 8, (E, B ) + bE/I-b) + &/(1m)

Cette inégalité et la premidre inégalité (18) nous domnent

(n#1) b b s
(20 o%, F )¢ oG +bfed p g 2y &y
! i (1-e)(1-b) - app '
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