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DéLIHITADIONS DEE ERRIUKS DARS LA RﬁSOLUTION
NUIERIQUE DES SYSIEES D'ZQUATIONS
Ion Piviloiu
Désignons par (Xi'ft) y i=1,2 deux espaces métriques complets es
par X = X% X, le produit cartésien de ces ecpaces. Nous décigne -
rons par Flz X—= Xl et F2= X —> XE deux applicavious de 1'espacs
X en Xl y Tespectivement en X2 et nous considérons le systine

d'fguations suivant

Xy Fl(xl,x2)
(1)
x2=F5xPx£ ¥ (xPxQEI.

Pour résogdru le systime (1) nous adopberons le procéué icérasis
de Gype Gauss-Seidel suivant :

- xgn*l) — Fl(ng), xgn)) 2 .

x§n+l) = Fe(x§n+l), xén)) » B =01, (xgo),xEO))eI
Dans les travaux [1], (27 nous avons $tudié 1la convercence de la
méthode (2) dans 1'hypothése que les applications F, et Fy remplis-
sent des conditions de type Lipschitz.dans tout l'espace X.

Dans le travail [5] hous avons obtenu des délimitacions des errcu-.
dans 1a résolutions numérique du systéme (1) & 1'aide d'une péthode do
type (2), dans laquells les applications F) et F_ somt ragplccégs'
par deux autres applications F£‘ et FS’ y Qui remplissent certuirecc

conditions de rapprochement de FE et Fl dans tout l'espace X.
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Dans les applications de cette bthéorie & la rédsolucion d'une

d'équations concréies, les conditions imposéss aux applicatvions F
;

¥ i : P
Fp , Py et F‘Ig dans tout l'espace X sont genantes, % cause au fa

que l'espace X peu¢ ne pas <wvre bocné,

Dans ce qui suic nous étudierons c¢ problime dans 1°

Fl et F,_)_ remplissent des conditions de type Lipschitz et des
+~ * .
ons de rapprochemsnt de Fl 2t F, dans certains sous-cisembles bornés
D, xl et DECX2 .
Désignons par conséquent par Dl ev 1)2 deux ensembles bornés dee
espacas Kl respectivement KE et*par D = D,x D2 leur produif’ car-
oo s
tésien. O i 5 i (2 1oht o &8
tésien, Considérons deux suites (fn)n__o et k‘:'n)n=o dont les &1&
‘ments remplissent les conditcions -t
Togoclngy t B8y
(3)
3nf—_afn+bgn—l y BEREL cEe 4

ol o v po et b sont des nombres réels non-négavils et £.2 Q5

gnz_.o pour tout Bn=0,147es"

Nous associerons au systéme (3) le systéme d'lguations suivant
en les incoanues h =2t Xk i
o + Fh:
(4) .
ak4b=
Dans les travaux [1], {27 et {37 nous avons wontré que si lec nom-
bres ,F, a2 et b vérifient les relations
o + Db + aﬂ & 2
(3) (1-e¢)(1 - b) - a! > 0
b>0 , el >0
alors le systéme (4) admet les solusions réellcs (‘ai, £:) 4 i=1,2

pour lesquelles O £ ‘ni, ki<.1 et que l'ume des solutione vérifie 1=

k,> 0 . De plus, les éléamenvs de

y

3 "suifes  (£)

t

conditions hl>0 »

LY
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20 & . .
(gn)n=o vérifient les relations
£ & ¢ njt Bk
(e}
n . n=l SR g
. C I’-l kl sy B=i,8,.000 'g

PO _ma;;{ocfc+pgo : (afl+bg°)/hlj’

£i pous &crivons p, = L;- &, alore on counstate aisfzenc & 1'cide

de (4) <que By véoifie 1'équetion
(?7) p“#(b+fﬁa+d)p+bx;0.
Désiznons par 4y> C un nombre tel gue £,¢D0 ', ,¢D. , ol
. . 0
5, -{Aexll ﬁ(}., .;( 3 4,/(1 - pl)}
(41
82 = {xéxa [ .fz(:{’ x,'(go)) _5_6.1 hl /(1 - Pl)}
En ce gui concerne la convergence des cuibtes (x(n))n_ﬁ ,(m()n))z:r_0
ou a le thfordme suivant
MLOAEE 1. Bi les applications F, y P, wérizient les concitions

i- S)-l(i‘_l(xl'}'l)' FI(-XE,FE)) é d_f‘(xlixe) + fsﬂ__(le'.‘?e)

f(f (}1,.)1)| Fz(lep.!a)) =" f"(x ,-“2) + b fz_claiﬁé)

pour tous les _.1,x p (JJ.,y )ED L

ii. les nombres of, fr @ gt b vériiiasn: :lations (35)

iii. Les S18acnts xgl) et x(l) des suives (x(n))n_o ' (L(n)), ‘
vérifient les. eoniigions P(*-(") 'gl))éal et f?(x(°) (l)) £d;h,

ouriftde suivintes

n))

(3 conscryitos & 1'cice du

dde BL 1'on dcwit =, = lia }:gn) a8 kS = Iim zgn) alors
n % po n-se0
(£, )68 gb 8 = £, b gt (:'fl, ’5.2) est 1a seul solugion du
L’}'F_Ci.‘_*,. (l) cﬁu-uh J.'l.- seabhl B 1
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f(I{K+1) (k)} = g (F ( (k) ék)) s Fa(xgk-l)' xék-l)))__é_

‘if(x(k) ng -1 , ok (k) zgx-l)) ¢4 Pr—l(x.‘_phl) . a.pk

Désgnstzevion. Do 4. @i de (<) nous .duisons les inbsulités et en tenant compte de 1'indgalité ci-dessus nous déduisons des wanidre
sulvantes analo_ue

k 1 k
‘g(v( <) gl)) £ aLj"(x](_l). I§°)> 3 /351(‘,:5.1)' xgo)) < &( (k+ ) ( )) d]. hl pl

d'ol 11 résulte que les relations (9) ont &galement lieu pour i = k+l.

cxd; + A4y by 2 d, p
=Ry 1M 49 2 (k+1) (k+1)
et 5 Nous montrerons maintenant que x i Bl et x5 = 82 P i |
S,L(xge). Jcgl)) £ T4 ,9(“&2)' x(l)) s b fbcz(l)' Xgo)) < résulve des infgalités ci-dessus .
lous monhvrons X présens que xga‘)é Sl et zga)f 82 » Nous avons en 4 ,ﬂ(z(l)' x(o)) d1 d1p1+ <'i‘J.p.‘L" e d11:']. < dl/(l'pl)
extet et de manidre a.na.losue
£2) (o) (2) 1) L :
5)4(-1 e X1°7) & &(xl . xg )+ 54.(::2(!. ). xg“)) fz,( (k+1) 50)) < dyby, (1 - Pyl .
d; + 4 P < dl/(l - pl) - Du rfait que les indgalités (9) ont lieu pour tout i=1,2,... , il
et résulte que les suites (xln>) et (x(n))nso sont fondamentales
2
f( (2) xgo)) f_t (‘), xg_l)) + ﬁ,(xgl), xgo)) =3 z et que les inégalités suivantes sont vraies
£4, b hy & . -
18 %4 P By £0y0d) /-y T f‘(xg"*s). x&“)) ¢ ap] /(1 - pp)
d'al i1 résulte que X(a)é gt zcelg 5. . (11
1 1 2 4 (x(n-rs)' (n)) it} hlpn 1 P )
Nous supposerons & préseat que lss infzalités suivantes onb lieu ful=2 e e 1
pour tout’ A ® 0ylyess § B2 Yelivie &
(S0, -1y L0 im ’ w?
f1 i =1 = P : De 1'hypothése que les espaces Xl et 12 sont des espaces com=

(s)
: oo
-1 plets il résulte que les suites (xsﬂ))ﬂ=c~ et (::g’:"‘))n=° sont con-

(i) (i-1)y «
PLxa™00 ) L4y By 5y
7E€CZentes,

sour i-= l,a..o..k et !

‘ Bn passant & le limite pour s8> nous déduisons de (11)
(10) xg‘)é—s xgk)e 5, =

£G =) capf /Q - py)
Zn benant coupte de 41i. , nous d&duisons des hypothises (3) et (12)

(10) ot de i, flz, 52 = d;hyp7 /€1 = py)
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Il ea r8sulte , vour n = o, que 1€ 86 x, 68, .
(1) L% la prEdti-

iious reacvre~

rons gue (¥, x3) eést 13saul Solubien du syvdae

€ ey E 6 T. e85
&858 ddeo 3y (] Sl ev o é'-'-’a .

Buanposons par l'absulde qus le syscdae (2
71 v ¥5) A la propri&ué Y1€8% T

ii on rdsulte les indpalitss

1
1

Bibig » 9 5 e by e 3y

\!
~
Fun
i
~r
—
[
1
=3
=
-
S
n
ed
i

S)'L(:EE ] ?2) =

5 de (5) il résulbe gue ' £ 9% b0 Bar consfquent les

' (L= )1-=b)

inézalivés ci-desous ont lieu si ¢t seulaoment si %=y, et = 7,
E S

flous considérons A présent deux applicabtions Pyt D >, et
"
F,1D~>X; y o D =Dy xD, ,
; [
idouas sup0serons que Fl' Eﬁ, ST F?.

vézriiiart les relasioas

51(1-‘:(1;.?), Fy(uyv)). £6)

(13) ;
[INCORE RS £hy

2 tout  (u,v) €D , ol £,> 914 gz:-O sont das noubres donnds,
in vu ds résoudre le systdae (1) rnous considdrons & présont & 1a

»laes aa prockdé (2) le procdds itlrutif suivant i

=46

(n-e1J
a ¥ = (‘g f )
L4 .
(mt1) D) (@)
an +] =
i_:l' ("J? F ?:::go) : E’— =x§ ) AR . [
Yens e2 dui cuit nous procédcrons ¥ 1n dfliaisat ion des erraurs aa

- rl - s . - . Yy . 1
G:ivood pour la résolution du sysilaze (1) mous usilisons & la vlace da

$(2) 1 prockal (14). iious fezivons

x
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. Aﬁ& + fll-é)!ﬁ

1 (A-&Xa-b)-ap =

(J_"]:l + a—J“
(h-=)Ce- b) —ap

. »
et désignons par Sl » 85 les ensembles suivants s

) A

:ixé]{ll ﬁ(x, I](_O))f_-_ 4, + d]_/(l—Pl) i 4}

(18) (o)
= {xéxz I '&(x,xgo )_édlhl + dlhlf(l-Pl) "%}'

romﬁ r—’tn %

Dans cas hoSavions nous démontrerons le Théordme suivant ;

TRI oy ™D
MHIORIMRE 2. 8 les hypoghdses du Mhéordme ] sont satisfaites sf si

on
:1‘
i=]

igs lag conditions suivantes sont remplies :

3 Log ar 3 = e = i t
i ,.t_,‘:.u foolications Fl, F2, Fl et F2 remplissent les conditi-

s ,-,4 *

is. Sy ¢ Dl ) Sa S D y
2lors quels que soisnt 1es nowbres réels & ) qui viérifisnt les i les rela-
tions £>29, 6524, 1l sxiste un n'eN el que ﬁ(bm:},m: S gl =

o) _emy s D i
fll 5 )& § 222004t nyn' st, de plus, les propriétés suivanses
sont wraizs

Jq e m’eS L €8 pour Lout = 1,2 ;
1 A 1 1) 2 gadl. A 1Sy e 3

2li ;,é;, suivanies sont vrajes 3

vu P(at+bE )+ g (1-L)

= p 3
f( * @-ci-t)-ass g
e -
f,,f’f-z E < A(%E +A5)+b & H-a) -1
g._.i)[.‘—t,)-a./!‘ Z
Rour Tour a>n' , ob (E-r'l ; _C} 2=% -2 solutlosn ¢u syscime Ty

2 £ et :
Demonstratien. Fous Zontrerons d'abord que les propriétés J; sont

<3 = ‘n)
vraies. Du fait que noug &vons supposé cue 3_1': x:(LO) . §1= x(°> 3

il résulte de (14) et de 1,

&



174

i

g to) (a)

s g g
""“f’!cfa) hJ}+ Sﬁ—( (0) m))t&
5n senant compte de 1ii., nous =n dfduisons

il 1) (1) Cody ¢

5’4 ('?‘ ) xg.o)) '3 f“ (‘.E‘ ) + fa (x;%7, %;°°)
= Jg+
va qu'évidennent CL ‘ﬂ, y a’ oh il réaulte}" e S .

~
S
+
Al
TS

+ of

Tous avons de manidre analozue
f(x(l) ‘F ) - P(?acx(l). O)) 12 (}' }f )_-_.-

L Sy vaf 1)+ bRGTA) & drad
En tenant coapte de ili, nous en déduisons ’

)y s Sead di
gq; () ¢ 6g" £ 6, G5, {0 & Srad +4l

|‘2

in tenans coapte du fait que (f}_uzg < @, il en résulve gue

g (f(*) Co)‘ f‘ 4+ '&Jf 4y

et par conséquent? €5 2 . Sk Cn=)

~
fous supposerons & présent par induction que F & Sl at E € 82 .
flous avons alors
( 1) h-1) Gh—f)
' e i &
(16") 33(’5’ el o fp T il 1 CF £
(n-1) (’1—}

£ «p, (7 )+ﬁ&@a£ﬁ3+1

et
an pC f ) =)

) (h=g)

=

PAR{, P, T (F L E N £
" n-1 th-

afy (5 5") + LA VR 4y

On woatrs par induction, 4 partir des relations ci-dessus, Gue

\

ne

(18) £ e V() ¢ quiladtl . 6

w n) w0 . n=1
GCE ™) £ aplugT e &,

d'ol pous dfduisons @

n) I
ASHE T ﬁtf‘i SRR AC CRE PP A
et

P

n r‘{f._- -
ﬁ,(?i O ’—:_&,(f)' 2§70 4 e (0, 400)) ¢4,£f+--/” b,

)y »* n) X
c'est-3-dire fg €1 eS .

G
Des hypothlses du ‘nt.c“.w 2 et du fuiv Gu\,f e .‘i ' EC’JB: Lour
tout nelN , 11 résulve les relaticns suivanies i
(n+1n) Jl-) n)
ecvﬁ % m{} f‘ " . IS v 24,
(rm\ n (n-n
QL\,{.;)_aﬁcf B e ETE D 2d

PRUT, mirx 03l yweis

-

Deg inégeliivls ci-dessus nous dfuuisons los inépgelitds suivanter :
(net) ()
2 n-l \ n=1
| ﬁ*g‘ % g2 407N 4 20,
(13)

o n=-1 _ . -
.EJ);-,_ G hyk™ 4 26, , nel,2,... .

On dfduit imnédiatenent de (19) gue Sig>2%, et Q:vzﬁ, alors 41 exi

n'c-E tel que pour n> p! 'ﬁqoﬁ)gqr ot jc:z(}:Cﬂrucm))dgd
st*& -dire que 1le procfdl {tfrutif (14) pout &bre arr®td alcos

te

Gue la distance entre deux itérations succes sives et sufilsanment

ATl

petitce,
Nous &vuluerons & orésent lec distances cntre lus solutionu §1 et
Eé du ujéfémc (1) et les &1frments deb suites (}? )s=0 y respectivo-
on oo
(% )__, . Houz supposerons que 1= proctdd icératii (14) est
2, © 8=0
) e en)

.?'m)sget FASH _?) o .

En venant comrte d¢ ece qul a &t¢ dfnontof ci-dessus et des hy

nent

M
arr8tf lorsque j)/’ (E
gL o e TP
ses du YLulorims 2 , nous avons i

ACTI AP EAPT ISR LG ED) o
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PAVAICTIU, I., Estimation dos SPOeurt dens Ia vEsullgion raefed
L}

(ned)

o () : (% ("'J) +J‘ 5 S FogN R i 7 4 -
&(52 !E ) ¢ a’ﬁ(xi 'E Y+ b ﬁ/ 5 E. s, S des systbmes @ £028Tione Ganc des scpocs- meiricats

Seminar on Punctionel I 1#15 and Numeriesl TR HEN

{n

 Preprint Nr.l,'(lyé?),‘lal - 129

4 PAVALOIU, I., Le convergence de cereaings msphodes itcirosivs Fiii by

. — X ) + bE + 0.2, P
(1 -5) fb(xg ’ E £e8 ﬁ< ’_F i resoudre cervaince fguabions operegoriellcs , Semir-n
alois W - @ipd on Functional Analysis and Namerieal lethods, FPrs._ i:.
n) 5 3 ¥
é it 378 Nr.l 198 127 - 13z.
@ Vet R E R L R et kI
AR , ‘ .
. 9 1 i 5> TRAUB, J.F., Iterative Methods for tne Solusion of Bousgions ,
(21) 3 " o e A
g}xg :}i B ;:7;- (ﬁJ? )+ e B et Frentice Hall Series in Automatic Computation i-giz-
avon 11 haulie . wood Cliffs, W.J. (1964).
_ cm*UL Al gy +8E,) + b(4-%) &, £, & URABE, M., Convermence. of Numerical Iteruiion ir Solutior of
2 XA = il A i f 5 =9 c s = i
(22) 89..( 2 'E, A-4)(4-b) as J & Eduations, J. Sci. Hiroshima niv, Ser. 4, 19 (1956),
Du fait que n > n' + 1, il sg'ensuit que la seconde inégalité de 479 -.489 ,
] Test - 5 = . s : : -
(21) est 8galement vraie si nous remplacons n+l par r , c'est - & 7 URABE, M. , Brror Estimation in Numerical Soluvion of Bauations
dire que . by Iteration Process » J. Sci. Eirochins Univ. Ser,
i _ o) b Ea S, ‘4 -I, 25, (1962), 77 - 01 .
(X ) £ (x, , Xk .
txa » 2 - X! 4 1 -D>0 1 =5

inégalité qui assocife & 1'inézalité de (21) nous donne . - .

Résumté

+b& ) + X(4-b) £ ‘ ) e & =
o h"s i }5(6&&1 ) v & Dans ce travail on tourniv des délimitacions bour les errcurs cox
SRdcnall il ol W G-A)Ch-b)—ap ’y o S Sl -
' mises dans la resolution humericue & 1'aide de 1a méthode de Gauss-
Seidel =~ d'un sy me de deux équations 3 deux inconnues dans dac
espaces métriques.
REFERENCES - ;
f = 1,2 , sont deux espaces métriques complevs -
1 PAVAIOTIU, I., Introduesrs in teoris aprewimirii solutiilor séuzsii- P, o ilx XE — 3 1 et F2 : K X X e X ey applicabions, alers
o3 : T3 300 197 . : 2 -
lor , Bditurs DACIA, Clyj-Fapoca, 1376 appligue 2n vue dc la réuolatlon du "wtcmn X E R %) , ox, e
= =
2 PAVAIOIU, I., La resolution des systémss gperationnsilos & 11.ide = FE(XL ‘ xz) » la méthode de Gauss = utlunl et on _Orn dap pensi-
des mithodss itératives, Mathematica, 11 (34), (1962), Tions suffisantes pour la convergence dn p:ccigh uEAllu-.
N =
o N y

137 - 141, ‘ - [ sontew
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dle :
On d&singa par ch.xl at DZC'.X2 deux ensambles bornfes da
X, ot 12 ot on considdre ensuite deux op&ratesurs 11 t Dx Dy—> X,
!2 t Dyx Dy > X, qui vérifient par rapport & Fi et F, 1les con-
ditions 1 f,: (F(x;,x,), Fl (x,x5)) €€, fn,(rz(ﬁ“e)' I-'a (xy,2))
t£¢, bpour chaque (xl xa)é—nlx'ne » Dans ces conditions on spplique
en vue de la résolution du sztéme initial la mpdthods de Gauss-Scidel
au -yt&ma X = 1‘ (:l,xa) y Xy = l‘ (‘1,12) Dans ces conditions

‘on donne des d.&li-itations de la distance entre la solution du SyE=

téme ot la solution approximativs. O \¢
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