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Comunicare prezenfald de T, porovIcIy, membru corespondent al Academici R.P.R.,
in sesiunea Academici R.P.R. din 2—6 iulie 1936

Problema consiruirii formulelor de derivare numericsi este deosebit
de importantd in Analiza numericé, aceste formule servind in special la
mtegrarea numericd a ecuatiilor diferentiale si a ecuatiilor cu derivate
partiale.

In cazul unei singure variabile acestor formule i s-a consacrat o
vastd literaturd. Amintim astfel memorinl important publicat recent
de T. Popovieiu [1], precum gilucrdrileluiS. E. Mikeladze [2]
(3, J. . Steffensen [4], G. D. Birkhoff [5], AA.Markov
[6] ete.

In cazul a doui sau mai multe variabile, s-a lucrat extrem de putin
— doar in misura-in care acest lueru a fost reclamat de lucririle ficute
pind in prezent relativ la infegrarea numericid a ecuatiilor cu derivate

! partiale. Pot aminti doar de o lucrarealui E. P f1a n z [7], care dd anumite
formule de derivare partiald numericd plecind de la polinomul de infer-
- polare al lui Lagrange de dou# variabile ; aceste formule pentru calculul
derivatelor partiale in 0(0,0) sint insi destul de greoaie; de asemenca
g-au dat evaluari destul de complicate pentru rest. Se mai pot aminti
anumite rezultate mai izolate date de L. Collatz [8], G. Schulz
[9] i D. I. Panov [10]. In efirtile importante de Analizii numerics
ale Iui §. E. Mikeladze [3]g J. F. Steffensen [4] asemenes

- probleme nu au fost considerate deeit in cazul unei singure variabile.

§ 1. Consideratii generale

1. 84 considerdm o functie f(M) = f(i1,1?, ... , 1*), care admite derivate
partiale, de ordinile care intervin in formulele care vor urma, in orice
punct M al unni domeniu D, din spatiul ¢rdinar s - dimensional.

Fie M, (i, (g, ... , {3) un punct ciiruia ii atagim ordinul de mul-
tiplicitate (op, 0, ..oy o)y i8r Mgy ooy (fiyy Uy -o- 5 i) D punet ciiruia fi




734 D. D. STANCU ) - 2

atagim ordinul de multiplicitate (B}l, Bhyy woe s B’,?s) din D,; si presupulem
o 4, =1,2, ...,m; E=1,2,..,8
Prin formuli de derivare parfiali numericd vom intelege o formuld
care permite sit se calculeze in mod aproximativ valoarea unei derivate
parfiale, de un ordin anumit, a unei tunctii (M), intr-un punct M, printr-o
combinatie liniard datd a valorilor functiei si in general, si a valorilor deri-
vatelor sale partiale succesive, luate intr-un numér finit de puncte date
Moy Mii,...i,
in cazul general o asemenea formulii ne permite si calculim in mod
aproximativ derivata partiald
gnt - T [ (M)
' a(fé)aﬁm B 6(1;)"5"'”3 :

+as+.’rl,>iv---

(1)

Sistemul de numere intregi nenegative py, Py ... ,p; e format de
indicii de derivare.
in cazul a doudl variabile, spre exemplu, formula de derivare partiala

numerici, despre care este vorba are urmitoarea formi :

aw!-@*ﬁ""'q 1 (@ o) —
3;1:3”6554_?

—1 f-1 il ,) ¢ =k A By —1 i+ f (g, U (2)
= Z Ag Li_"_j +V Z Byt _‘9_{“!_@_
=0 j=0 Ay Oy i=0 p=1 1=0 0%, 9y,
B=1 .m, Fv—2 akﬂf(l‘ . n m o %—1 By —1 Beblir .
e o) A"z, 1)
o S BT T MG rC T e
§=0 ¥v=1 k=0 a"':v 6J0 y=1 =1 k=0 =0 axvayu

Coeficientii acestei formule A,-ﬂB,-u;, Civi, Dy sint Tumere reale
care depind numai de nodurile formulei de derivare partialiv numericd

My (2, 45), (0= :ﬁ; j =1,m)

precum i de punctul de derivare My(zq, ¥o)-

E clar ci aici ne-am plasat in ipoteza cit nodurile apartin unei retele
dreptunghiulare de ordinul (n—1, m—1).

Am mai presupus ci punctului de derivare M, i s-a atagal ordinul
de multiplicitate (o, B) iar lui M, ordinul («, B). Aici o yi B sint intregi
nenegativi iar «;, B, Dumere naturale. Percchea de numere (p, q) este for-
matd din indicii de derivare in raport cu @, respectiv in raport cu ¥.

2. Restul R, al formulei de derivare partiali numericé definitd mai
sus §i care Ne permite si calculim derivata partiald (1), reprezintd valoarea
dati de aceasts formuli unei functionale aditive si omogene, functionala
pe care o vom nota cu R, [f].

Vom spune ¢ii functionala R, [f] are gradul partial de exactitate (my,
Mgy vouy M) darcil

a) R, [P]=0 oricare ar fi polinomul P de gradul (Mg, Mgy ..., M) ;

b) R,[P]=~0 cel putin pentru un polinom P de gradul (my;

+1’*"} m&+])'
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Avind in vedere cit R, [f] este o functionalil aditivi gi omogeni, gradul
partial de exactitate (my, Mg, ..., m,) il vom putea defini gi astfel :
a° dacé R, [1] &£ 0, avem m; = my = ... = m, = — 1.
b° daci R,[1] = 0, gradul partial de exactitate este sistemul de nu-
mers (Mg, Mg, ..., M,) pentru care
R; [V (13)h... ()] = 0 (i, =1, my; k =1,8)
gi cel putin unul din
R, [(1Y)% ... (P~ Y)p—1 (17)mp+1 (12 +1)io 41 . . (%))
(4 = ]:"”7% +1; k= f:;
este diferit de zero. .
3. Plasindu-ne, pentru ugurarea expunerii, in cazul a doud variabile,
s 'demonstrim existenta gradului partial de exactitate al formulei de
derivare partiald numecricd dcfinitd mai sus.
Este util 8% introducem notatiile
n m
ZO"r':Y"i'l: EEJZ s 4 1.
i=1 =1
Atunci N = (v -+ 1)(8 -+ 1) reprezintd numirul total al nwdurilor,
fiecare nod fiind socotit cu ordinul siin de multiplicitate. T'ie polinoamele

p=1,5)

IT (2 — @), o) = T (0 — u)™. (3)

i=1 k=1

g(@) =
Dacid in (2) facem substitutia
f@,y) = (@ — 2" (

unde p’ g ¢ sint intregi =0, obtinem ecé
1 4 =Y, !
B+a”

2, P g (@) (),

Y—"o

Ry [(& — @)™ (1 — o)™ g(@) h(y)] =
a+tB+o+a G ik
—{ fxmﬂm — o) (g —v0)* " g (2) h-(y)]} =
Y z=m
=1
atp A iPta i (4)
={ T [ — )™ g(m)]} : { [(y— y)*** h(y)]} o
dz®**? z=a dyﬁ+q y=1p

_ptw! @+p)!

0—2") 7 (@@a—a)
/ ’ g[ﬂiul h’
(p—p)! (@—10)!

(vo) »

la ultima evaluare ajungindu-se prin aplicarea formulei lui Leibnitz.
Bvident cii exprosia accasta cste nuli dacd p'>p sau ¢'>¢. Daci
p' = p i ¢'= ¢ pumiirul din expresia (4) e diferit de zero in ipotezele in
care ne-am plasat.
De aici rezultd existenta gradului-partial de exactitate al formulei
(2). De asemenea, rezultdi ci dacih gradul partial de exactitate este
(m2y, Mmy), avem

m=y+atp m=3+p+¢
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Bingini;eles (}ﬁ; gradul partial de exactitate e determinat in mod unic-

4.‘831 avem in vedere cd & = ; este o dreaptd paraleld la Oy multipls
de ordinul %y ¢4 Y =¥, reprezintd o dreaptd paraleldi la Oz multipld de
OI‘dIIl:‘L‘Il B, sicd @ = @y, Y = Y, sint drepte paralele cu axele de coordonate
multiple de ordinul e, respectiv p.

Prin intersectia acestor drepte se obtfine un sistem de N = (o
+r+ 1B+ 8 +1) puncte — bineinteles nu toate distinete. .

Polinomul de interpolare de grad cel mai mic care coincide cu functin

Loy oy Loy L1y cve 3 By wve s By ooy &,

f(w, y) in aceste N nodunri este
@
Yoy oo s Yoy Y1y oov 9 Y1y -+ ?ym!"'vym, L Y ) :
A_e(_agt polinom, care este de grad minim in # gi minim in y gi veritici con-
ditiile
gty (a;?,,yq) = 84 fx, yq)’ (% =01, 0=—1 58=0,1,...,n

Ay, Ayl 8} oy §=01,..,8,—1; a=0,1,...,m] )
este toemai polinomul Iui Lagrange - Hermite pentru doud variabile.
E1 este «le forma

(5)

Lﬂ(m,'r):L(

e—1 B-—1 P &—1 m Byp—1 :
- . 8" f (1 &'t (z,, 1))
Ln(@y) = 1 Y, oy (ayy) Lm0 | N NNy (g S )
i=0 i-o0 9y 04 i=0 p=1 i=0 8y A
B—1 n %1 Te+g oy—1 By —1
~ B R ey o kb
+ 3 B Y ailan = EEL Y Y Y (e ) LS. (1)
i=0 v=1 k=0 dxy 8y, v=1p=1%k=0 I=0 ‘3-‘0]:6-‘1;
Observiam e¢i dacd se pune
T
s 6a+ﬁ+p+q @i (%, Uo) 1_3 B 6a+ﬂ+p+qbiut(ﬂ:n, U)
i otp A Bta ’ L o+ B
a-'-'[] 6.‘}'0 6'2;0 payn-l-q
— 4 '
- a* B”’”cg-uk(n;o, Uos) D LR (%os Yo)
8=y P gy te dag P Ay te
avem
anc-l- [3+11+QLH (:[’n:yn)
amgﬂn ay§+q
a—1 (-1 i =1 By—1 i
E E" 6!‘+, f(lf;n: Hu) + %Z i . E : a‘+;f(rn) yp_)
4 A L
i=0 j=0 9% AYg i=0 p=1 1=0 6%6;}5
B-1 @ %1 k4d s n  m %y—18,—1
- Z ¥ Z O 8 /(a,v..uo)Jr E Z b 5 8" (a1 (8)
T % vkt
i=0 v=1 k=0 3%5!{:) v=1p=1 k=0 1=0 3*1\:65’;.
In felul acesta se vede cii
aa+B+p+q”_.cm ) o 6.oc+ﬁ+p+qLH($ )
i wio) | g, (9)

+
a3 2o 85t P gyhte

este o formuld de derivare partiali numerici de tipul (2).

l
5
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5.1n vederea determinirii gradului de exactitate al formulei (9) ne

vom folosi de urmitoarea propoziie, care se datoregte lni T. Popovicin
1: Dacé doud derivate de ordine consecufive %, ¢ -+ 1, ale unui poli-

nom cu toate ridicinile reale; au o ridicind comuni, aceasta este o ri-
djecinii a polinomului de ordin de multiplicitate cel putin egal eu i -4 2.

Daci (=, y) este un polinom de gradul (« + v, B + &) atunci

[(®,y) = Lg (2,9).

in acest caz in formula (9) avem R,[f] = 0. Resulté ¢i gradul par-

gial de exactitate al formulei (9) este (my, my) unde
my = o+, My =P A 9.
Presupunind ¢ p =y §i ¢ < 8, din formula (4) se deduce ci

1 (g +B)!
(p+a)l (g-+PB) g® (20) B (4,),

Ry [(# — )" (4 — ¥0)® 9(@) h(y)] =

p! q!
! I (o—
Ry [0 — a0 (1 — 90" g (@) h(e)] = L2 LD 0 ) 1 (),
o - + o)l ! ot
By (@ — o0)* (1 —90)* g (0) )] = LEBL LR g ) 1 )

= o . ! ! —1 =
B, [(2— o) (y—10)* g (@) h(y)] = EEU G E B o () 0= (),
(p—1lg—N1I :

Dach p = 0 §i ¢ = 0 atunci g(x,) 5~ 0 §i 'h(yﬁ) = 0 pe baza definitiei
lui g(@) si B(y). Dacd p=>0 gi ¢>0 nu pot avea loc simultan relatiile
g” (@)W () = 0, " " (@) K (3o) = 0
9% (@) 12" (o) = 0, 9”7 (@) BT (o) = 0.
De acest lucru ne putem convinge imediat tinind seama de lema amin-
tit#, precum gi de definitia polinoamelor (3).

Toate aceste rezultate se pot formula in urmitoarea
T eoremi. Formula de derivare parliald numericd (9) are gradul parfial

de exactitate (my, m,), unde
my =04y, my=p + 3

in cazurile p>y §i ¢> 8 avem

(my, my) = (p + «—1, ¢ +B—1).

Daci insi p=y §i ¢=3, avem

(@ + 1,8 + ), dack g% (@) 0, K (yo) 0,

(@ +7+1,B+8+1), dack g” (@) =0, k (yo) = 0,
(o 4 v, B +3+1), dack ¢ (a) 0, K (yo) = 0,

(e y +1,8+3), dack ¢” () =0, B (yo) 0.

(myy, My) =
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6. Urmind indeaproape demonstratia pe care o di T. Popoviciu
in luerarea [1],") se poate arita ci :

Dintre toate formulele de tipul (2) existd o formuld gi numai una,
care are gradul partial de exactitate (my, m,) maxim**) si ci aceast? for-
muld esfe - tocmai formula (9).

Din aceagtd cauzi formula (9) o vom numi formuld de derivare par-
tiald numericd de exactitate maximi.

§ 2. Evaluarea restului

7. Ne vom ocupa acum de evaluarea restului considerind mai intii
¢ punctului de derivare M, (1o, 13, .y lo) s mnodurilor Mg ...y, (l}l,
Il y %), i

3 s :
ligy ose ptia)7 (t: = 1,2, ... y05

multiplicitate (1,1, ...,1).
Relativ la functia f(M) 51 nodurile de mai sus avem formula de in-
terpolare a lui Newton

ge alageazid ordinul

; 1 1 vl
e & Ty 21
f(M): - X I —1) Gy 13y oo liin 5 f |4 7y (D), (10)
wl—'() !g=0 =0 v=1ay=1 ks Ak 3
Ly ey vve 9 T3 41
unde
sl i :
il: 1:} ,;21+1 f 4§ 4ok f(il 1,3 . ’!:)
1y (29 « 5 Lig+1 H ==
i.s. [s alhs .i; = =1 W=t ]‘[ Ik(‘v;‘
1y (29 eeey 1‘8-{-1 =1
e
ii.:+1
o) = IT (—),
V=1

este diferenta divizatd partiald de ordinul (4, 4, ...,4,), iar restul for-

mulei de interpolare are expresia*“)

g e
= Yty (1) [81, 8} oy Th 5 F1— X0 0y (81) 1 (27) [ iy 15;"“‘ ,f]
52 tl: ﬂg +1
[ U S TIR (11)
+ (=1 [P () [ by 7 ]
el R TR R s
By by s by 4
unde :
Hc+1
“‘Io(tk) = (ﬁ'—tf s (B =1,2, y ). (12)
i,=1 k
*) p. 58—59.

**) Adicid m; este maxim si m, este de asemenca maxim.
t*A) Veziodo F. Steffensen [10]:

de
|
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8. Folosind formula de interpolm‘e (10) vom stabili urmitoarea

Teoremié. Dacd f ) este o functie definild gi derivabilid parfial de
un numdr suficient de ori in (Zowmmul D, care confine nodurile My, .
restul wrmdtoarei formule de derivare parfiald nwmericd, in punctul M,
al acestui domeniu,

Sqy

Pt -Pef (M) |

U ... AU s
'] . t}, t;, 'y i,}!ﬂ (13)
=Y Y e e D) D + R,
iy =1 f=D, ] 3
AT ti’tz" ’iw‘s+1
nnde .
4 4Py v - A |
-Dv (10) = i H (tn—tg ) ! (14)
N D v
’ d (io) » a,=1
se poate pune sub forma
% H:(lpl) ([5) an]-i-ﬂng anr +z‘3+1f(ﬁl,f6 5 f;)
A mED gEmtla .. 0y
uPd (yu@Pf) gttt -t LB G, . 1) (15)

__Z (4 1) (ny + 1) ! a (E ﬂ1+16(52)ﬂz Lla(ta P 6(1';)"’5 -
OO (EL, E8 B8, 05 0])
8 (B g (&)™ g (BT gt T a (lg)m!

(z?l) (ié) u(llsl (@ )H(.’ﬂg) (‘0) 6m+ﬂz+ﬂ3+m Foeae

+ E (o + 1)1y + 1)1 (ng + 1!

i e i me mr enicwl B M & e o B m e fe e e el ) el (e

Fe
)

i=1 (7 + 1)1

Glutmat e g8 pE1 Ea Egy

. b}
BETT(EYTT! LB
: " P I, . ot TR
unde E e cuprins in cel mai mic interval care confine numerele Yoy 1t o
t},ﬁl, iar o e presupus diferit de rddicinile ecuatiei

+ (—1y

d%i u; (t‘i) — (p)(#) -
(1

Demonstratie Penfru a nu complica expunerea vom dovedi
aceastd teoremd in cazul s = 3, simplificind in oarecare misurd notatiile ;

vom folosi nodurile My, (@, ¥, %), =1, n+1; k=1,m-1;5=1,141),
si punctul de derivare My(xy, Yo, 2o)-
Formula de interpolare a lui Newton se scrie
n m l Lyy Loy ver g Lit1
He,y,2) = Z Z E (@) 0 (4) Wy (2) |y Yoy oo s Ymer 5 T Iy, (16)
i=0 k=0 7=0 zl, .32, san gy Zir1



F
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unde
Ra e u(w) ["L‘r Ly «eov y Tpt1 Jf] + 'U(y) [?/J Y15 eve 3 Ym+1 Jﬂ +
F 0@ a1 u(@)oly) [ % S f]—
Yy Y1y ove s Ym+a
—W(.’B)QU(Z) I:(Ir': Lgy oo 7ﬂ7n—i—1; j B f])ﬂ?( ) J, f}']_, ,yﬁ+1 - ]‘] _l_
R TR 25 N By Byy eee y Zit1
Ly Xy9 vev y Lpt1 -
Fu(@) (Y)W () |y, Yy ey Ymari |7 (17)
) &y B3y ven gy R4
12T
i k i
(@) = [] (@ — @), 0. () = [] (¥ —yp)w(2) = ] (#—2) |
a=1 =1 v=1
ntl m1 1+1
= I @—a), o) =[] 0—u) w@) = [] (5—2)
i=1 k=1 i=1 L

Derivind de p ori in raport cu « formula (16) obtinem

0% i (z,y, 2) 2 < Ty vee 3 Bita 5
9 = E Z E 0 () w0y (2 Yiy oee 3 Yrt1 3 f“m (@) + Ks (18)
K- Seaeis Ry ey B
unde
’ % A(x, y,z i C
By = - “‘”(?/)‘U:Un---)!lmﬂ 3 MJ+
42" aa?
D] SAAE .
+ w(z) [5: 1y we 3 B ,g—iJ o (Y )['q, Wiy oo 5 Yt ' 9 ;lJ_
6,,1 ' e 7 (19)
— 1 (2) [e,zl,...,zH] i ]—w('/)’“’( )[J:Jn y Yma ;ﬂ] e
9’ &y &y oeny P14 A’
+ v (y)w(z) [yv Y1y -+ Yma it 1J
. By P1y ey Bt 61;”
1ar
4 (@, Y,2) = u(®) [@, &1, ...y Ln+1 3 f (@, U, 2)]. (20}

Vom céuta acum si dim restului o evaluare utild pentru aplicatii,
generalizind o metodéd a Ini Steffensen [4] gsi Mikeladze [2].
folosité de acestia in cazul unei singure variabile.

5S4 considerdm funetia ajutdtoare

9(@,4,2) = () [, &y ..., Buan3 f1—u(2)0(y) [-“"' By ooy Tuid IJ—~
y} :‘I/]; es g ?j'mrl-l
‘ B, By oom g ek (21)
“‘“(50)”’(5Jl_m’ ml""’w”“if}+’“(-ﬂ?)’0(i‘/)w(3) Yy Yy cor s Ymaz 3 f | — 20 (2);
2y 2y we 32141 i ! ‘
By Zyy ey B

unde o« este o consgtanti.
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Se observi ci
(2, y,2)=0, (=1, m+1).
Raportindu-ne la variabila @, prin aplicarea succesivih a fecoremei
lui Rolle, constatim cid derivata partiald in raport cu « de ordinul p <n

a lui o(z, ¥y, 2), adicd
z ? Az, y, ' i
e 8 A=) __v(y)ly, Yiy «ov 3y Ym+1; £ J_
oz’ E e
’DA 1 A ¢
—wid) l:z,i?l,..-,le; d J + o(y) w() [?]1 Y1y === ?]m-i-] 0" ] (22)
a - z, ;5‘1, see g zl‘.+1 61'7]
= )d'p u () "
da?

are cel putin n — p -+ 1 rddicini in raport cu a.
Daci presupunem ci @ este diferit de cele » -+ 1 — p ridieini ale

ecuatiel
d? u (x)

dz?
va fi posibil ca si-1 determindm pe o astfel ca si avem incd o valoare a
Iui 2z pentru care

= w (@) = 0, (23)

d" 9 (x,9,2)

dx”
In aceste conditii se constati ci derivata partiald precedentid va avea
n -+ 2 — p ridicini in raport cu @ in intervalul cel mai mie, I;, care i
contine pe @y, @y, ... , as1 §1 £, Ficind iar uz de teorema lui Rolle, con-
chidem cé derivata partiald de ordinul #— p + 1-a functiei de la (22)
se va anula cel putin intr-un punet £ din intervalul I,. Aceastd derivati este

= 0.

an-l-l z, 1, 6ﬂ+1A(:L',y,Z) +1 A
aiw(+lj 2 = a1 —V(Y)| Yy Y1y oee s Ymt15 ot | T
) Uy Y g
—w(2) |22y oy 1413 | L0 () (2) [V Y17 o s Ymir L
@ o013 S | o )[ b et
—a(n +1)!.
Seizind aceasta din derivata partiald in raport cu , de ordinul
n 41, a lui f(z, y, 2) dat de formula (16), adicd din
1 U,z a?l'?"l‘i x, 1, aﬂ‘i‘lf
g ai"fily : 6-“’5+1 4 A 'U('.ff) ’:%yla cer g Ymtay W +
n+1 aﬂ‘l’l A m
+ w(2) [f,zn :zl-+15'az—njf]’—”(1’)[y,y1s vee gy Ymy1; W}_
I a‘n"rlA . ?j y 5 y - a’n'i"l{
—w (&)=, &y ey B141 35— —0 (W) w (&) |V 17 ImTL -+
( )[ y @1y eee 9 B2 5 6mﬂ+1} (y)w( )[z, b B P!
§ T,
4+ v (y)w (%) [ya UATICEE ,ymﬂ; 'QT'T;%] :
&y Ry =emig Rikat 2 OF
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primim [Reat
; 1 ¢ u?@ 8" (Ew) &/ (@y,2)
8* i (zm2) ez, n+1 Ry = — 52 4 w(e)|# By e g B ;T2
P R e T —”(”)[% Yy e s Y1 %’Th P et e e
I x .
_ " [ (z,y, o I e (Y
i vy a1y b Hrlve: il ey + v (y) {y, Y1y seey Ym+13 - ) u (:)! :::Ely y
CO ) 710 PR RS 2 & R —3,’(!])’."0’)(‘;-) J1J1 "m+1; R + (k1) a®
¢ ; ox 5, 21, “ee 2141 o aﬂf(t Y,2) u(m(m)w(z) a’”’lf(i i, z) |
n I —w(z vy 41— ' Bral— 0y
- -+ oi(l + 1) ( )[z:zly 3 Pl+1 9 ] n+ 1)) [zrzlr“: l+1 g1 ]'
Seriind ed @ (2w ( nt1 : -
b u? (R)w(z) v s )
haen g, T T Gt M
g

Aplicind o cunoscutd teoremid de medie a diferentelor divizate

deducem ci
1 §"FE e ")

ol o1 "1 (E,v,2) 2 () "t (Eu2) . (4 Y1y -oe s Ymir; B (2,9,2)] = : 26
T NI TL R T T [y’y” A LT g ]— e i i AR g e =)
; ol se obtine (27)
S [‘g’sl,---,zm; g iffiy;)} +U(y)w(2)[’y, Yiy ooy Ympry SIEDD], B — 0@ &Gy | 2@ P @D
(n+1)1 AL @+ D12, 2, ., 2141 §EnFl (n+1)1 gE? (m1)1  §aP gyt
Pentru aceasts valoare, conform celor spuse, rezultd cii vom avea P @oy)  "TTEHEM D) v w() [z DN iy % 1)
— n m - sy Bl T o m w1l
PA i) it o nt1 @+ Im+n! T (mr1)! 9" }
—61:7—"'_'”(31)[?/: Yiyeees Ymsas AL —w(2) |2y B1yeeny B4 5 e D v ® +
. Pl da® 0 2 . "1 (x,y,2) w(z) u® (2) N il 125" %)
(z) By 81y ey B4 ) 9a® i n+ 11 1 %1y ---JgHI:"W_’ I
+ v (y)w(2) Yy Y1y =oe 9 Ymt1 . 0" A (z,y,7) P (@) 8" 15,2 I
W e @ g atl ut® (@) (y) w () I ({3 ))
“y 1y see g 41 3 (R— - 1)1 aE i 4O et el LR 2 . _____,L
(1) 1 (m + 1) i B O e i JENTL gymtl
& s L}'; Y1y eor s Ymn; 6“+1 f(;'y,Z) u® (CU) i e
@+t oE" ™ g2 @ Gy, vw & T @ (28)
g ==
w@ |, " &y @) il 8 b DI N BB |
R R ogm+t ] () + _ wP@e@ " E ) ; . 0 [y
: . T T e ] e A
2@ wE Yy Yy ooy Ymir, O ERD | () !
m+ D1 (2, 2.0y 2141 aEnt i ; _ u® @ M E 2@ T ) u? (a) » (4) 6"+’”+2f(E.n,C)]
X . 1)1 n+1 0! m+1 1 1 741 a. m+1
Avind in vedere acestea, restul (19) se va pubea scrie Sk ), 2 ) £l on GRSy L e
ooy UmetlE Aplicind aceeagi teoremit de medie a diferentelor divizate obfinem
e st o, f(&y,z2) » 3 : !
Ry = D)1 gEntl + 2 (y) [?h Yy ooy Ym+1 3 Ll 2] f(a;y,z) ] - it deiitly: syniinres
o £ u® @) § G 2 W) P e, w@ T p D)
. ? w2 | L, g, T @nt gttt (m+1)1 "+ I+ 01 9PcTr
+ w(2) [z, et 9 I(T;J )J_ v (y) [y’y1’._.,ym_,” ; 5__:5?_19_")] U (@) — gm 1 I+ 1) d
K (n+ 1)1f r.egt u®@o@) T E  wP@eE  HRERD (29)

T D! mEnt 98 TIe™t e+l g8

w (z) " TLi(E u,%) 9, &
— 2O N tier; TG0 o () p(y)an(z) | Yurees Ymta , O TEOBD
Vit I[ TR S } =) L(z)[z, Zyyinis Bpy o 02 i B 1) L1 M sy (G N9 u® @owE) TR, 4,0)
m+1)1@+1)1 g=*aq™+ogt? (n+1) 1 (m+1) 1 ((+1)1 gEH g1 ag !
4 2ODE [y gy ey Ymiay, S E0D T ) (24) : q
@+1)! 2. G5 er 3 Fit 3&""71 *) 1 e un numér cuprins in cel mai mic interval care ii contine Pe U, Uy, Yas « -+ s Yy 41,

5. — 2400
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unde &, 7 §i € sint respectiv cupringi in cele mai mici intervale care [ Relativ la variabila y aceastd functie se bucuri de proprietitti ana-
contin numerele : @, &y, ..., Ty ; Ys Yy oo 3 Ymi1 5 By 815 oee g Pry1e . loge cu ale functiei ¢(z, ¥, 2) privitd ca functle numai de o.

Aceastid evaluare s-a putut vedea ci e valabili pentru ‘orice o diferit de Folosind aceastd functie auxiliard gi aplicind ca i mai {nainte teore-

. mele de suprapunere gi de medze a difer entelm dnqzate, ge obtine evaluarea

uP @ "Gy | W) P (1) |

riadicinile ecuatiei (23).
Prin urmare, pentru restul formulei de derivare partiali numerici

(18) am obtinut evaluarea (29). Ry (v, 2) —
Tntr-un mod absolut analog se stabilese formulele de derivare par- | T et gErtlgye (m4+1)1  ga? §q™t?
tiald numericd in raport cu variabilele y si 2.
S derivim acum de ¢ ori in raport cu y formula (18); vom obtine wE@ Tyl uP @ @) 9t
U+1)1 g2 gy ort! (+1)1 (m+1)1 QEMHLgym 1
CAMICDNIE o » @ (@) ( P | ) nta+ive (@ PRENS P
aﬂpaf, 2 Y Z wi” (@) (Y) w5 (2) |y, ooy s 3 | Bo (2,9,2), (30) — Wewe FNYELD  Ogee P wah
FLEER S By atg i +D)IE+1) JE T gy ogtt? @+ 1)1+ §aPgrm gyt
unde restul, tinind seama de (24), se.scrie | a? @) v @ wz) - TS (E 0,0 ) (31)
’ (n+ 1) (m+ D 1A+ 1) | 98 g+ T griF e

Ru — u'? (x) a"+‘7+lf(5,_l],z) —}—@0(’") e i . 6p+qf(a:,i,z) +
B n+laa - SNy, ey ST 2 At Aceastd evaluare este valabild pentru orice z diferit de ridicinile
(- L g ey dz" gy St e e L o
ecuatiei (23) gi orice y diferit de radicinile ecmatiei
g 8" 1 (9.2
+ ,57(”(@/)[% Yiy ooe s Ymi s %2_)])_ LW, _ 0 (y) (32)
y ] e
di ]
u® (z) ¢ | "1k y,z) i
FF U gt (q; (%) [ WUy g Yt} —WI—D— _ Agadar avem formula de derivare partiali numerici (30) cu restul (31).
(n+1)! gy 0% Intr-un mod cu totul analog se stabilegte gi formula de derivare par-
2P ()i I tiald numerici
Sl ®yRyy wer 5 Bl 5 == T n m 1 L, 2 1
(+1) [ ’ aE 1oy ] 0"t (2,0, 2) il Rollikoiily
e YYD NCHCE LA PRSP B

ampayqazr i=p k

213 Boy ven y Big1

—w () —a%(v(y) [Ela Y1 ooy Y 8%1(z,y,2) ]] L5

By By ven 5 By oa? unde
e @) o+a+r+1 @) D+m+r+1 L
(x) o 1 y,2) () & f(2,1,%)
w?@uw( 9 U Uy orm Vit 00 15 0,8) g =~ a+1 0T Pamtiay T
mrDl o (”(?f)[z’ e ey ]) (n+1)1 e tgy0e; mt1) ! aPgq" gz
(7) 6P+§r+1+1 i (@) (@) ntm+r+2 .,
~ Pentru a obtine o evalnare a acestui rest se poate folosi 0 metodi (Iw+ 1(;)1 973 ng;f; D n[jrl (;c)(u ff): 68 = ,,fff B?’C)—
analogi intru totul cu cea care ne-a condus la evaluarea (29) pentru restul ' el el 4 %
formulei (18). 2@ (@yw® () GIHmEE g g 7 By () PRy
. sy o R 2, Lk - e ) ~ 2 IJJ C)
Vom folosi acum functia auxiliari T e e I DT 9P g g I
-0
b(@,y,2) =o(y) [y,yn vy Ymta %}‘ e @@ S0, (34)
(1) (m41)1 (1+1)1 gE"T g™t Llggt+?
@) : n+1
— 2B [y, Yis: rods Binkit ,L%Ely—z)]— aceastd expresie a restului fiind valabild pentru orice x, y si # diferiti
=g 9t respectiv de ridicinile ecuatiilor (23), (32) si
‘ ] : 6”;‘(:1:,;;,2) M
— o (y)w(e) [y: Yy ooy Ymta . ____,] A Gme), iy 0
#) Riyoese g 041 ’ da? e W (2)=0
Lo
P @) [% Yoy oo s Ymia, Q".ELEU_’)] : Observagie. Subliniem ci & §i € care figureazi, de exemplu, in ex-
(n+1)! By iyl vty Bin Lk Presia (34) a restului sint aceiagi in toate derivatele partiale care intervin.
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Acest luern am céutat cu atentie si-1 punem in evidenti in toate cvaluanle'
pe care le-am dat pentru restul formulelor de derivare partiald numericd

de care me-am ocupat mai sus.
9. In cazul a doui variabile avem foimula de derivare partiald nu-

merici

Gﬁﬂf(:ﬂ y i i «:m {qJ [fcl, Dy o
dx” oy i=p k=g Y13 Yay oen

unde restul are expresia

y Bit1 .

y Y+

2 () §*FUTI(E, ) ) &P (a,n)
By (z,y) = T [ D aomil
a1yl 8et oy (m+1)!  92%an
u® (@)@ @" T2 (E,m)
(n+1)1(m+1)1  GEMTL gqmil

care e valabild pentru orice « gi y care nu sint ridicini respectiv ale ecua-
tiilor (23) gi (32).

Din punet de vedere practic, este avantajos, ca diferentele divizate
care intervin mai sus si se calculeze cu ajutorul tabelelor de diferente
divizate [11].

10. Se intelege cé in locul formulei de interpolare (10) a Iui Newton
poate fi utilizatd formula de interpolare a lui Lagrange Intrucit in formula
de interpolare a lui Lagrange restul are tot expresia de la (11), rezulti
céh restul formulei de derivare partiald numericé ce se obtine intrebuingind

aceastd formuld pentru caleulul aproximativ al derivatei partiale
apl +23 ... +ﬂs f (Mn)

QD)™ 8 (1) ... @ (£5)%

va putea fi pus de asemenea sub forma (15).

Din punct de vedere practic gisim ci e mai avantajos si se intre-
buinteze formula de interpolare a lui Newton. Iatd citeva motive care
ne fac s afirmidm acest lucru:

1° Aceasta ne conduce la formule in care se introduec succesiv diferen-
tele divizate gi ne permite si intrebuintdm cu succes tabelele de diferente
divizate.

2° Calculele ficute pentru o derivatéd partiald se pot folosi in conti-
nuare pentru caleulul unei derivate partiale de ordin mai inalt.

3° Formulele de derivare partiald numericd au o formi simpld, si-
metrici. Acestea se pot exprima foarte ugor printr-o singurd formuld
generald (13); din aceasta — particularizind convenabil indicii de deri-
vare Pi, Pgy .. ;P;—, 5S¢ pot obtine imediat formulele de derivare par-
tiald numericd pe care le dorim.

4° Formula (13) care se obtine e valabild g in cazul cind nodurilor
li se atageazdi diferite ordine de multiplicitate. Tn acest caz diferentele
divizate se exprimi prin anumite derivate partiale luate in nodurile res-
pective — fapt bine cunoscut din cazul unei variabile.

Observatie. Subliniem ci evaluarea (15) pe care am dat-o pentru rest
este valabild gi in cazul nodurilor multiple.
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§ 3. Formule de derivare parfiali numerieii cu diferenfe

11. Ne vom ocupa acum de un caz particular important care permite

0 formulele de derivare partiald numericd din paragraful precedent
g4 fie aduse la forme utile pentru al)hcatu practice. Este vorba despre
f] + Ry(z,¥), (3b) formulele de derivare partiali numericé simetrice, exprimate cu ajutorul
diferentelor simple.

Tn cazul a doui variabile schimbind pe X in @y — hz, pe Y in y—ky

| 81 Inind nodurile

W, = Tyg— 1 — ].IL,J,—JO—-j‘——]_k i=1Ln4+1;i=1m+1) (37)

(36)| formula de interpolare (10)*) devine

f(@g — b, 4o — ky) =
AL AT 1 (#, 70)
il il

iid j—1

-+ a ﬂ Yy + B) + (%, ¥),
B=0

'H—J H

N

unde

i
Aef(2gy ¥) ZZ(*
Z

v=0pL=0

( j)f(wu—vh, y)
iar

| Asic N;tf(mm Yo)

n+m-—v—l-f-( @ ) ( £ ) f(-‘il"u_\o' by Yo— k).
v l‘-

Restul acestei formule de interpolare este

(@, y) = (— 1" h“ﬂII(m + a)[eg—he, x4 @ + hy ...,z nh;f] 4
®=0 2
s il=l) il g I Y+ Byo—kyy Yoo Yo + Ky o sy +mksf1 +
mt1 gutl gm e By—hw, Loy Bo+hy...,20+0h
+ = n+ +1] 1 +1 -’,U—I—OC (y+ﬁ)[ 0 ) ¥0r %0 f
= uI= B= Yo—RY, Yo Yo+ Foyern Yo+l

Tinind seama de acestea, formula (35) ne conduce la formula de de-
rivare partiald numeried

D+a " = .
QP g a [y — hm, gy, — ki) _ 38
| (—1" Wk e (38)
wom O A" Ai ,((:vuyu) d® i—1 P §—1
= ol itj Sz =y \ ’ R
;;u( ) o (da:” GIJ (2o ]( o ﬂllu(y‘rp)]+ (1),

*) In care variabilele independente le notim cu X si V.
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unde '
(= 1)n+q+1 hn-:-l 19 a’ia+q+1 f(E;y —ky) ar ’
ik A serar et et
i T =
(_1)m+p+l P km+1 a’p+m+1 Hxy—hz, M) 41 m

m+ 1)1 s ot ap LW AT
_qyptmtl gntl pmtl n+m+-2 . T 0 |
(=1 h L d (&, 1) d (39) |

+ «) ](ﬁali(y + B).

12. Ficind in (38) # = 0 §i ¥ = 0 se obtin formule de derivare par-
tiald numerici analoge cu cunoscuta formuli de derivare numericid dati
de A. A, Markov [6]

(4 Dlim+1)1 e gqmtl dm%H
\
\
|

(_]_)”JFQ P e 6””!(1‘0,9“) = ‘

7" 8 1"
e ivi AL A g, ) [ g? i1 P 1
=Y Y = S [ wta): T w8 +7, w0)
e LY jil dz” =% =0 y" p=0 et
unde
n+qg+1,n+1,9 n+q+1 L
o SOt getetpe [ : |
(J’l + 1)1 ai‘n-i-la‘jq dn’_‘p IZI:]D(m —i_ 0’) b
= 1)P+m+1 h?! km-.‘—l aﬂ+m+1 I(,IUJJ) m
1
e e ae I B
= 1)ﬂ+m+1 hﬂ+1km+1 6n+m+—f(é ) ar a1 m
o 41D m+1)! §Emt1g ;ML me I (z 4 « L_-o [dy HII ¥ - E’)J [')
13. Pentru p =0, ¢ = 0 §i # = 0 formula (38) devine
" f(Lu!yol‘U it :A:,f (%0, ) ¢
a 1?; E , e J—l_ﬁ K f-' +R17
§=0
unde
R;Z_n__h an-i-lf(avyo*k!]) | ( )m+1 H(J‘I‘B qu
2 agﬂ+1 - 1) 1 ﬂa m+1
.,km+1 i 6ﬂ+m+-
+(—1)m+1n1 H(?/“P‘B—Emléq?—)

2(m+1)! B=0
Pentru y = 0 aceastd formuli devine

Aol @) nn §"FL1E, gy

anf(-'"u- yu) =
h?} 9 agﬂ-}-l

o

(41)
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Fieind p = »n gi ¢ = m in formula (40), obtinem formula de derivare
partiald numeries
A A 1o, 1)
hﬂ ]l.ﬂl.

& sy 9

a7y duy a fr

| unde

nh PP IE ) mk & )

2 ﬁiw'lﬂyan 2 gxyoqmt?
nmhk PT"FEr(E 1)
o GET gyt '

14. Si mai vedem citeva cazuri particulare pe care credem ci e util

s# le subliniem.
Pentru p =1 gi ¢ = 0 formula (40) devine

haf(xu, W) _ i (_1)5#1 AL (2, o) (=R 311 (5 5y
e — i n1 gEnE
iar pentru p = ¢ = 1 din aceeasi formuld se giseste
8 [(%g: Yo) i A A I (%, Yo)
hfp =020 — 1y =1~ 43
a, Yo ;1; if +e (43)
nnde
o - 1)" h'n+1 k aﬂ-{—Ef(E, yo} (s 1)'m h‘,‘_m—i-l 6m+2 /(:"'a: 'f]) +

R | 9E"t 1 d y, m+ 1 @@, gt

hn+1 km+1

8ﬂ+m+2f(E-'fJ) .
aaﬂ-{-l a w1

15. Se ajunge la formule de derivare parfiali numerici cu diferente
ascedente daciéi se folosegte formula de 1nterpolare de dous variabile
a lui Newton in care se schimbd X in x, 4 he, Y in y, + ky si se iau no-

= n-tm+1
+ 1) (n+ 1)(m + 1)

- durile

@ = Bg—t—1h, Yy =Yo—j— 1k (i=1,n +1; j =1, m 1 1).
Tinind seama ci
[mo—'ih, By — Ny 3y : f]z
Yo— Tk 3o Yo — Yy
obfinem urmitoarea formuld, corespunzitoare formulei (38),

AL AL f () — i, gy — k)
ijLee

2

f (xy+ hz. k
e (14)
n P ANy — iy — k) g7 i—1 q i—1
222 - Dl'!jl : (@H(‘”‘f‘“))( H(/‘f‘ﬁ))‘f‘?n
=pij a=0 =0

i=pi=q
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unde ande
o, PP P+ k) 1 a» V=1 o u—1
—_— 2 {
e e Wt | Dha = (@ +=) Db (5w +9) (48)
o= z=0 =0
he km+1 6"“’”11'(.r,.+ fin 7}) 4? mn
(m--1) | = o X? (9"]m+1 ( H Yy + B ) pg,1 = “ I (2’ + 'Y)
B=o0 | &t 2 _
- hn+1km—:—1 a-n+m+z/(5'n) d’p n J7 m i = &
(4 1)1 (m+1)1 GEMTLggmT? {hm II dy BII (y + 3))- | jar restul are expresia
=0 .
: 1v])a;cém luim # = y = 0 primim urmitoarea formuld de derivare par- | R o TR L 0 U (B, g 2o)
tiald numerici cu diferente crescitoare : (n+ 1! T T
D+a fro. . i
hio 2 aax p}'é-:—n;!lo) _— | + (ﬁ1)w+m+r+1h'p 1 2 8p+m+r+1f(mﬂ’_q’:o) +
noon i A7 = . I (m + 1l amt]p 61’1?“+16'Z’DT
AN (g — iy, —jk) [ g? i=1 e . Ly
— 8 k
Z P iljl dtp H ] ' lrdl? H (’U + B) ]+ Pz (45) (#1)@ : Wi ! 3 ap+q+s+1f(mm yD’C) +
'zd—w—a =0 L g=o 2=0 (s + 1! 0,” Qe 6L° 1
unde
R ks SO i 11 0 4 TR e TR G )
A Y0 n m
e s lay! L s (@4« ] +- (n+ D!t D) OE 19" 19z,
=0
L grrmtl g oy e m 4 (=Tt s dlpg gecd g gV TR pE 1, )
m+ 1)1 da, s-q'"“ [—q H ] @+ 1)1 (s+1)! TR gEntigy,t gttt &
=0 =0 y
e an+m+_.f (E.%) m il (G i ! S S W T &R HETE f (o, m, 0
(n+1)1 (m4+1)1 E*FL gq™*1 fmf’ II Jb u[f’J" H Yy +B) ] - A (m+ 1)1 (s + 1)1 IR T ga? gy lgr ! +
Din aceasta se obtin formulele | W | e L e O R R 8
._r- \ - ; - 1} k] i 49
o i A;)’ (il i 6““!(5 i n+1! m+1)1s4 1)! n m et 16nm+1acs+1 ( )
+f9~’”n I 2 ga* ! Pentru p = n, ¢ = m, r =3, obtinem formula
"™ [ (%5 Yo) AZAY [ (xg—nh, yo—mk) "
axy" Q™ e ) + ey (46) 8" o Yor ) = Ag By A1 (@ Yoo 20) : K
unde g i 0x," 8y," 870" e fe (50)
P:’, :Lhaﬂ+m+1 I (E, 1) + m_k‘a"'erJrl f (%, ) nmihie 3n+m+zl (%, ) unde
2 9 65,“+I ayom 9 61 w 6 M1 = 1 agﬂﬂanmﬂ . R, B nh an+m+5+1/ (3'; Uos o) mi an+m+s+1 f(m()l 0, %)
= B =
y h R 9 gn+1 m g 8 ‘ . Lmtla, 8
difergg‘;esil v?}(;e?l 3::]11%1‘1 citeva f;))l_’imﬂe de derivare partiald numericd cu o el L S e
b VA rei variabile. ol n+m+s+1 "y , arTm-+s+2 _
Corespunzitoare formulei (40) este formula —Le n f,f &ﬂ’sgﬂig) B
. : 2 83:0 ayo ez; * 4 aEHTla_qm‘l*lazﬂs
pta+r
= 1)m+q+r 66 . a,f (;Eu, yﬂ; 2Zg) =1 nshl gPFmHete gy ) mskl UMty v
2 z S >, =
o v Oy 03 : 1 6Eu+16yom6cs +1 4 al:on 610'”“8?;”1
N S S )
=Yy SohieTe S e B D B B w0 _ nmshkl PR (E 0 Q)
A viplel v—1 1 5 3 gertigymtigretl 7
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Corespunzitoare formulei (45) este formula cu diferente ascendente
l'i” ]\Q lq- ap-+q+rf(mm Ygs :o) -
a-t"ur‘ 6yoq 839f
n m 8
2 A".A“A" a — ik, z—
= EEE e I-Du l-D 5 By By [(Xy—Vh, Yy—W1k, zp—al) ol 0y 5 (51)
v=pp=qa=r viwp!laol!l
unde
P’ = hﬂ+1kq i 5 8n-{-q+r+1 I(E’ Uo’_zo) + WP fem+1 i ap+rn+r+1 f (s 0, Zo) +
Po@t ! 88" 19y o5 (m + 1)1 85 8™ 1 9z
B2 0 pstl 3 a‘p%-q+s+1 f (%9, Yor t)_ Pl 1 an+m+1-+2 f(E, T,,z")__
(s+ 1! Aag dyg oL ! (n+1) 1 (m+1) 1 JEH g™+ o2 |
prtlpa s+l 6n+q+s+2f(a, Yo ) BP L st 6p+m+s+2 f (e 0, ©) ]
@+ DI+ FETTIRATTT  mADIG+1)1 geR gt gr e z !
ptlpmtl s+l 6n+m+s+3”5‘ 0 C) '
(n+1)! (m+1)l(s +1) Ia&ﬂ-!—la,qurl acs—:-l i
Din aceasta se obfine formula ) ‘
RIS w2 AL A';" AL [ (wo—nh, yy—mk, zy—sl) P -
PR " K S P (52)
o 0 0 |
unde

mk an+9n+3+1 f (-'”m -7

1 :ﬂ) +

p; 2" L‘h an-l-‘m+3+1 i (E_,, i :0)

2 9L gy o 2 gy ag
A Y (g §)  mmbk gV g5y |
9 am‘u aygl az;erl 4 aa‘n+1 a_’]m-(-l 653
nskl an+m+s +2 f(E, l)‘ﬂ,?: ms Ikl avn+m+s+2 ’. (-"n’ m t.) +
4 g layyerttt 4 Pagaqn Tt
u nmshkl @ tT™ "8k, 0, )
3 a‘;‘?ﬁ—l 67]m+1 6c3+1 " |

17. Si presupunem ci p gi ¢ sint doud numere naturale impare si ci
pentru coordonatele nodurilor ludm, in primul rind,

By = Py Bg =T+ hy 3 = Tyg— Ny 0 y@iq = @y + 1h, 2y, = By —ih,...
Yi=0Un Yo=Yo+ % Ys=Y%—F ... Y1 =Y + ik, yy= yo— ik, ...
iar in al doilea rind : (b3
By =Ly Ly = Tg—hy, T3 = 2y + by .. By 1 = 2y —ih, 2y, = %y +ih,..
Y1 = Yo Yo = Yok Ys = Yo + & oy Yoi1= Yo—ik Y= Yo + jk, ... (54)

In loc de variabila X si lufim », + he iar in loc de ¥ si Iufim v, + ky.

R

—i—1h, yy—ik) -+ 1(2,
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In aceste conditii se obtin doud formule de derivare parfiald numeric#
de tipul (35). Ficind media aritmeticid a acestor dou# formule obtinem
urmitoarea formuii de derivare

P K2 P f(ay + h, Yy + ky)
) GXP ayq

n m
A" () BV, (y)

421 —1)1(2] —1)!

2i-1 p2i—1
R

[f(xy — ik, yoy— k) + f( 2g—

. ptl. g+l
i

— i, gy — j—1k) + f(2g —7 —1 h, yy—j—1 )] +

¢, () BY, ()
2001 @2j—1)!

o — thy Yo — 71— 1k)] -+

[f (w0 — ik, yo — jk) + K&

A, (z) DY, (y)
2(2i —1)1(2))!

AT A [f(wg — ihy Yo— i) + f(@g— T — Thyyo— iF)] +

) @ DY W) o 4o »
W Az Ay f (2 —ihy Yo — ?I‘f)} + o (2, ), (53)
unde
ey S " Bty + ky)
?a(ﬂz; i/ ) i @n + 1)! n\ ¥ 6E2n+layq
s l,LZerl 6v+2m+1 f(xy+hz, )
=N Bm y) - ?, — —
+ (2m + 1)! ) GXF gy
h2"+1k2m+1 62n+2'm+2 '(E,,(‘)
-_— An 7 Bm L =
@n + 1) 1@2m + 1)! (@)Bn () QEENTL gp2mtl
| iar
=1 2 i—1 ; )
Aig () =@ H — %), Bi(y) =y [ (v* — B,
a=1 B=1
i—1 ) . j—1 !
Ciq (®) :H(w“ﬂ @)y Dj—1 (¥) :H (y* —B _("36)
oa=0 B=0
F("J(u) _ d® I:(u) L
du
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18. Din (55) se pot obtine formule utile din punct de vedere practic unde
pentru caleulul aprommatlv al derivatelor pa,rtlale de ordin impar. Pentru D l Tmw A2 U (E, gyt y) o 2

aceasta este suficient sé lndm o = 0 §i y = 0 §i obtinem formula

0" (T o) _

m) "y + ky) 1
Ps (m} y) aa‘i?’iayfl

| T 2@n)! L HEE" gyl

WP B K™y 8 2™ (% + ha,n) + gfd) 8” 3™ f (x5 + hx,my)
9% 043 aemt| T ge? gr x" oy "
i AW}] (0) Bi(qjl(ﬂ) i j l 2mn ,2m 2n+2m adn+°mf (E
— = A AT 1ty — dh, gy — iR ’ L aale ok O e GW 5__ﬂ_ﬂ51 1) ?(2) (») ) ]
;ﬂ E 420 — 1)1 @j=1)! sl - | 2@nt ami | @ e T (PR L
3 iar
= B, : n—1
A e, —7—1 h, Yo— k) + flwo—ih, yo—ij—1Fk) + f(eyg—i—1h, H(z) = m—{—n)[[ — «?), h(z) = o(z—n) [] (* — «?)
— , ‘ a=1
Yo—1—1 )] 41y (b7) m—1 21
pade ’ , G(y) =y (y +m) H (y2—B, 9(y) =y — m) | (J ==
yy = MK g ) 82T (R b=
U Eadn 9E"" oy 20, Ficind in (58) ¢ = 0 §i # =y = 0 obfinem urmitoarea formuli
om+1 v care ne di derivatele partiale de ordin par in raport cu @
D @ gy 9" Y B 4
== B‘m ( ) T n—1 Cf_)l(O)

@m-41)! T

1121’1+] .L'Eerl

2a+2m+2
A™ (0) B (0 é [(En) |
@n+11Em+11 (0} (0) JEREL gpatad

19. In cazul cind p si ¢ sint pari avem formmla

Y (zo+ hwyy + ky)

pp LGt Y A3 f(@o — iy o) +
»

dab . 20!
2 %" I(E, yy) =
am OO0 (59)

Pentru derivata mixté obtinem formula

7o T (58)
< 7
8X® gy o i &1 (@0 4)
ot e ol D(ql)1 ) Pl ' ‘ ) ' azg oy
=Y Y e Tl Ay (g — ihy yo — k) + 21 "*21 Ci?s ©) D @ o A2 § i1 ik) + p2) (60)
=2 gt z Dy J(Ty— Uy Yy — 1)K Pz)y
1 “ i (1) (a) S PR
tel 8 M B s s . . SR
T Z (olz)v(21—l1)l As” AT [(wg—1ihy yo— jk) + eu restul
bl et g ¢ B ) ( )6“”1‘(&.%) K " Dﬁil(O)w—
AR o= Tt Y aEm e G FE
i —ndsl "~ Al () D% w) S o 2 oan+am
-+ 1 (o — thy yo —f —1R)] 4 — T AT AT [f (@, — HECT o, () D 0y G
E 2 2(2i— 1)1 @2))! g a—1 (0) D=1 (0) 38 g™

s D
171+-E- 97?

_“ih; yﬂ_jk) ‘f’ﬂwo_i_lh; yu_jk)] +

e o &Y B G

S 2 E 4 Al Aﬁj_l [f(zy — ih, Yo —Jk) + (% —

@i—1)1 @j—1)!

— i —1hy yo— jk) + f(wo — ihy Yo — j — 1k) + f(@y— @ — 1hyyy —

= =iy ps(@, ),

21. Tn cazul cind p este impar iar ¢ este par se obtine formula
o S (G

d=f Ay}
n m—1 A_[D) () 0 A 5 . .
-y 1 ODA O nsimr feipgn  gn, g, — i) +
2 (2i—1)1 (2)!
o DAL .
e i

+ f (@ —i—1h, yo—jk)] + E, (61)




756 D. D, STANCU 24
unde
RO e OFPTRNLIGE 0
= a@n+1)1 " " (©) JEE gyt g T
g kZm &p+2m »
= Ly g e
(2m) ! axg dn
hzn+1k2m g ) 82ﬂ+2m+1f(£ )
= o AT DR (0 u
@nr1yemn " (0) Dasi0) Grthttigg B

22. Si mai dim acum gi citeva formule de derivare partiald numericé,
de felul celor precedente, pentru functiile de trei variabile.
Dacé p, ¢ si » sint impari, avem urmétoarea formulé, corespunzitoare
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23. In cazul cind p, ¢ §i r sint pari avem formula

he fea & {05 %) _
CEA N R

i

(7

o—1

K

m

S (mfl(g)p-"i”l(o)f- (0)

2V AZ1 A2G 4,
@2v) L (2p) ! (20) ! Au” Ay A f(afu

— Vb, 9y —

] M
Le]‘s

m\-a

la}

—pk, ¢g— al) + p;,

unde restul are expresia

formulei (57), §25 4 TR .
e O T ) Bt - (0 155 Yo: 7) PP ) @ )
AP ok dylon (62) ) j @n)! +(0) 9" 9ylaz] 2m)l et (O)W
21 = o 2 A% BWI(U) B, ) BY=1 ABU—1 Aol g : it Izspﬂz 8" TR § (5, 4ard) .
gmitl il Jrid 8@v—1)1@p—1)1@o—1)! ' z 0 | e 0730y58 ™"

2 2 2 ~" i) _iﬂmzkzmlr ) @ a-nwm-}r i (E, _q,z)
—vhy Yo — why 72— ol) + f(@—v—1h, yo— pk, 2% — ol) + f(2g— VI, emiamt OO D (O
Yo — . — 1k, 2y— ol)+f(wg— vhy yo— pk, 2p— o —11) + f(@p—v— 1D 20,9 28 g
e l) -{-f((:p SR W g e 15) + @ A PRLT o (o) B0y ET TG WD
Yo [ s &0 0 1y Yo Wiy Zg (i (2n) 1 (2s) | 652"85’36@8

vhy, Yo— p.— 1k, 2g—oc —11) + f(#g—v —1h, yo—p— 1k, 2 — 2
h_l,l " nr pEmgEs (a) (O)Frf) (0) GM) i
it o—1{)] “+1%), (2m) 1 (25) 1 = il PP -LrTer
” R2ATL 9 T 62n+q+r+1 )'(E Yoy Zo)
P (0 2lorfal o p2mp2m 2s (v) 2n+zm+t2s .
ST : (a) (r) d f(En,0)
(211 _}; 1111 i ag £ ayga 2y (211) | (Zm)I (23)! n—1 (O _Dm—l (O Fs— ) a Egnanzmacza
hﬂ? I m IT a‘p m--r If(a:a, 'f]gzu) )
@m0l emar ™ an | -
i—1
WP 1l 2et ") (O) 6r+q+28+ll(%,ymc)_ &y (Z) = H (22 - .YE),
(254 1) ! ¥ 6‘53 ayg ogestl y=0
e A (0) B () EHIMIIL g ay | 24. Dacd p si » sing impari iar ¢ par avem formula
@nt1)1@mr1 " Y 882" 1 9™ 1oz | Wk 1' i (€0 TR
e lr O [Toles)
. h2"+11’('q 12s+1 A(”) (())_E‘”J (0) 62n+q+2¢+2f(£,ymc) - | am_gayg (923 (63)
@n+1)1@s+11 " : FERMTL gyt grBetl . e

B Emt12st 6p+2m+2'+2f($o,m§)

af ((l) 0 El(") 0
@em+1)1@s+ 1)1 (hREac ) day d > "ttt "
hzn+1 kzm-!-l lzs+1 ) ) ) a2n+2m+2s+3 I(Ea 'fi,t)
A™ (0) B (0) B (0
e DlEm D@+ ) (0t (03 L0 R e
iar i—1

AP ©) DR ) EM  (0)

2v—1 21 20—1
42— 1)1 Qu)2 — 1)1 S

2+1

2

9

2

ol

y=
2

= g=

— Vh, Yo — pk, 2 — ol) + f(mo_‘v_lha Yo — pky 2o — ol) + flwg —
| _— —_— e —
| —Vhy yo— pk, 2p— o —1I) _‘f‘ H(@g—v—1h, yo— pk, 23— p—11)] 4

! + %4
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unde
" Tl e ('ﬂ) 62-n+(}+1‘+l[(£ Yo 7o)
By= (2n + 1) ! (9 ﬁ“ﬂﬂa Pz, +
hp AZm lf " P+ 2mtr N,
@mt wl (0) : axo”a:z('ﬁ';:ufu) +
WP 2 l--""l V 6.’D+Q+28+1 (20,1 ’C)
Es—1(0) 7 a4 : 2o t1
(2s+1) ! Axy" duy' 8%
p2ntl pam amtamtrtl g
e | 1(1?’(( )‘D'('?Ll (0) 2+ 1 ;’ff : 7 L
(2n+1) 1 (2m) QER g2 gz
IS h27l+1 2 123+1 _Aw) (O)E(” ( )62ﬂ+q+2n+2 f(E:UmC) it ;
(2n + 1) I(2s + 1) ! & gEMt1 gy @ pretl |
A N ap+2m+25+1 o]
C@m @+ 1! 21 (0) B2 (0) a2, m;(;sfzc) s
3 !
p2ntlpem 2s+1 ® Do o gttt e v
ey o E O 2 s
+(2n+ H1@Em)! (2s+ 1) (0) Dn—1 (0) B =1 (0) 9 B2V g, 2 grest

25. Din formulele care au fost date pind aici se pot obtine, in par-
ticular, o serie de formule explicite utile. Notim ci toate formulele riz-
lete care sint date in formularele lui G. Sc¢hulz [9] 5i D. I. Panov

{10], se pot obtine imediat din formulele noastre ; pe de “altii parte se pot
obtine gi expresnle pentru resturi.
84 dim citeva exemple : !
1° Fiacind in formula (59) » =m = p = 2 obtinem i
a2 f(mn Jn) A [(€y—I,,) Lﬂ a* f’(E»@
aT? h? 12 gt ;
san
%/(2so) 1 B QY(E,gp) |
U = < oo + Ty 90) —2f(ay, yo) + flay— 1, o] — - o2
Aceastd formulid se poate vedea (fira rest) siin formularul lui D. I,
Panov [10].
La fel se obtine
(@) __ Apf(aole—k) "k §%(zem)
ol g 12 ant
sau
2 7 g K* 6‘ »
L) — Ul Yo + 8)— 2/ (@ 90) + (09— b)) — 20
\
i
1
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2° Daci se ia h = k gl se adund membru cu membru cele doué for-
mule date mai sus se giseste pentru laplacian expresia

Afliog, Yoy = - 21000 Ol
o3 o

2

At {@y.)
ont

BYCEL) |
QES

J

i 2 a
ZFlAn f(zg— Ny Yo) + Dy [(®gy Yo — 1)

gau dezvoltat

Af(zy, Yo) = jll‘g[f(mo + hy Yo) + [(Zgy o + 1) +rf(w0" Iy 40) +

Aceastd formuld se poate vedea, ingd fard o expresie precisi a res-

tului, in formularul lui G. Schulz [9]").
3° Pentru valorile particulare n = m = p = ¢ = 1 se obtine din (57)

armitoarea formuli

A (xp,1)
ant

d( Es.ffn)
gst

+

IZ
(g Yo — h) — 4(@g, Yo}l — ;—)[

3 Ty [ I A
aa{i:;;]) = A, Ay [f(wg— Ry — ) + (@) o — )+
+H(@o—hs Yo) + /(@ ¥o)] + E,
sat
&%/(%g,Y0) - L ] k Lo — — k) —
Eyrr P (@ + Ry Yo + k) + (2, by Yo )
— f(@g—Thy yo + B) — (2o + 1y yo— k)] + B
unde
B NG I 3G Kk f(E)
6 9Edu, 6 Judn’ 36 gE* g’
Formula aceasta (fird rest) se poate gisi in [10].
4° Tot din formula (59), pentru n = m = 3 gi p = 4, se obtine
M%) . 1 A4 R @%(E.y,)
Tﬂ%L oy Ao f(#g — 20y Yo) — — —aiﬁﬂ_
Analog se giseste
(Zohg) 1 At . k2 §%(zg,m)
—6;‘;—"——? Ay f(@oy Yo — 2F) — — o
*) p. 133.
6.—e. 2400
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5° Din aceeasi formulid, pentru n =m =3 §i p = ¢ = 2 primim 6° In cazul a trei variabile, pentru n = m = s = 2 se giisegte urms-
A (g 1 toarea expresie pentru laplacian
a0 SR SRS 7 SN TG LB SR LT S T )
Gwﬂayﬁ 2k 12 9% f(mn» Jo» Zy) 02 [ (Tg; Yo, 7o) 0 [ (Tg> Yos Z0)
_ A @y Yoy %) = Py + oy + P =
) T g 1 da To o 0
—— AL Af(2g — 2R, Y, — )+ — AL Af{z, — 2% — 2k R 2
mer i 2 B Mty S Llion = S s — S LB »:;[Aif(w—-h, Yor %) + A3 1@, Yo—hy 70) + A (@ Yoy 3 —M)] + p =
cua
h YEw) K () L ey ((30))) [f(wﬂ by Yos 20) FH(@g—hy Yoy 20) +1(@g, Yo by 20) +1(%gs Yo— Ry %) +
90 aﬁsayﬁ 90 a-vzan“ T gee E_.“a'r]“ "
+ (@ o; Yoy %o + B) T [(@0;0,20—1)—8 f(@; Yo, %0)] + ¢y
In vederea rezolvirii numerice a ecuafiei biarmonice este necesar ynde
84 se dea o expresie aproximativii pentru . & 3 [34 1 (5, Vo 70) _|_6‘ b (s ) + O [ (y, HU.C)] .
B = QlCov) | o 9wy | 8wy : i gt ot act

9y dagoy; Ay

Tinind seama de rezultatele precedente se giseste ci

; 7° Penfrun =m = s = p = g = r = 1, din formula (62) se obtine

8 1 (%o, Yos Zos) -1
0%y Yy, 0%

[f(zo + Ry yo + %, 2o+ 1) + Ao + By yo— ky 2% —1) +

1
B = —-Asf (20— 2h, y) +

- [EAiAﬁj(mo—-h, Yo — k)— \
: 8hkl
L f(wy —hy Yot Ky 2g—1) Ff(@y — by Yo—Ky 2y + 1)— F(@o+-Ry Yo+ Ky 20—1) —

—_% AZAL f(wg— By Yo — Qk)-h-:i— AL A2 f(my — 20, yo — k) + |
' —f(@g— Ny 4y + K, 29 + 1) — f(@g—hy 4g—FKy 20— 1)] + ¢,

1 at i f 1
== o As Ayf(mg — 2, Yo — 27‘7)l+ "]{jf(wm Yo — 2k)+ K. | unde
Mkl @°f(E, Y 2) hE31 G5 f (%, 0, Zp)
Ficind h =k §i dezvoltind obtinem P= ""% Tam ay[,‘:gz: i1 LB ao-qa az: I
T {‘1764f Ty Yo)—T68[f(ag + By yo) + J(o, Yo + ) + | — BEE B M etn D) BRI
: 6 90y, 08 36 95 OmP Az,
+ (@ — Ry Yo) +1(@0y Yo—R)]+102[f(@+2hY o) + f(2— 2R, Yo) +F(2gs Yo +‘ _ Mkl il _ RKE 87 (wm8)

36 8E gy, O 36 g dn® 0L

R AR
216 PE3 AN AL

+ 2W) @y Yo— 2W)F—16[f(@o + By Yo + 2B) + 1oy -+ By yo—2h) H
+H(@o—hy Yo + 2h)H- f( @y — by, yo— 20) + f(zy + 20, Yo + B)+ f(zy +
+ 2hy Yo — h)+ f(@y — 2R, Yo + B)+ f(®g — 2k, yo — k)] + 256[f(z, +

+hy Yo + h) + @ + by Yo— )+ f(mg—h, 1y, + D) )+ H2g — hy1o —
— )1 + f(@o + 2B, 4o + 2k)+ f(#, + 2R, Yo — 2h)+ f (my — 2R, ¥, +2h)-{— K YACTHOMY L_HHCJIOBOMY JUOOFPEHITUPOBAHUID
+ f(@g—2h y,— 2h) ) +R, OYHEINUN ABYX N BOJEE HEPEBIEHHFIX
unde 7 (EPATEOE COJEPHAHIE)
h2 (3% 6 F(x - e
R = —‘T(a I(Egl‘; Yo) + | ("";’ ) ] + i‘[aa ! ‘S‘E' o) 4 &1 é“"’s’?))_ B § 1, mocae ompeneneHus B o0l ®0pMe IIOHATHI 0 TOPMYJe UHCAOBOrO
9% 613 OE'dY, 007 | UaCTHOTO AMOGEPEHIUPOBAHAA ¢ UACTHON CTONEHBI TOUHOCTH (Mg, Mgy . o . , M),
B9 (E ) IPABOTATEA HOKOTOphIe 00IU® cONOpAKEeHH:I
S —Fﬂ—'ﬁn : ; B § 2 nokasmBaoTecd, UTO 0CT2TOK ®OPMYIH UYHCIOBOTO UACTHOr0 JHDOE-
4050, 9Ldn peanupoBanng (13) MoxeT GHTH upercTaBien B »opMe (15) mpu yenosum, uro
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KOOPINAATA i (¢=1,2,...,8) Toukm JnosepeHmupoBaEmd M, He ABIAGTCH
Ico_pueu ypaBuenmﬂ
ﬂ_‘-+1
w () =0, e wu,(l) =_H1(t‘ﬁ )= 1,8, v o8) (a)
?’b:

Il fuepruBaeTes, 9ro Hem3BecTHHO umena EY, B2 . .. E%, mxojgiime B BiL
pamenne (15) ocTarka, 0JMHAKOBHL BO BOEX YACTHHIX NPOUIBOJHEX, B KOTOPHIX
onm eurypupyioT. Jawores noIXpolEEE J0KA32TENBCTBA JJIA CIyUasT € TpeMs
MepPeMeNIEMIL, Ipouom oGoomaerces neror M. @. Cromemcena [4], KonoJHeHHEI
C. E. Muresaxgse [2], Jlza mpex nepeMeuunx 00mL@d «OpMYyIa UYMCIOBOIQ
UaeTHOrO INOGepPeRIApoBannd Jasa B (33). OUEHEH, JaHAKE JUIS 0CTATKA, CILPA:
BEIINBH ¥ BTOM CIYYae, KOTAA BMOETO MOTOPIONAINI 0110l @oimyant HboTona
(10) mpumerserTca eopmy.aa Jlarpamma. PesyisTaTel cOXPANAIOTET U I18 KPAT-
#erx ysuoB. B M 10 yrasaEnl HpeuMymiocTBa LPUMEHEHHA @OpPMyJd YHCIOBOLY,
YACTHOTO JUODOPeUTUPOBARIA PABJCICHIEMI PARHOCTIIMIL

B § 3 pacemarpmpaercs uacTBHHIl cIyuail y3108 ¢ PaBHEOYIATCHILIMI
KOOpAEEATAMT. B 5TOM HOpAIKO IOXIyYeH pPaT TOPMYX YuMCI0BOTO UYACTHOIQ
LU OOOPOHIIIPOBATIMS ¢ 0OLIKHOBOHARIMD pagnocramn, UrueuanTes 310CH HECKOIBED
sopuys Tinma Mapropa. MATOPHONANUONHEE ®OPMYJL ¢ IGHTPAJILELIME
PA3HOCTAMI Jif ABYX U TPOX LEPEMECHHEX, & TAKKS H PC3YABTATLL, MOJYUYOH-
HHe B § 2, HOSBONIIN JaTh MHOLO ®OPMYJI, KOTOPHIE MOLYT OBITH NMONOZHEL HA
UPAKRTHKS JLIsI NPHOAMREHHOTO BRIUTCHGHNA YACTHEIX NPOU3BOIHLIX.

JIg ocraTounoro wieEa Jauul 3HAUCHMS, COIOPKAING MUHIIMATLHOE YMCIO
YJIO0H0B.

CONTRIBUTION A LA DERIVATION PARTIELLE NUMERIQUE
DES FONCTIONS DE DEUX OU PLUSIEURS VARIABLES

(RESUME)

Dans le § 1, aprés avoir défini, sous forme générale, la notion de
formule de dérivation partielle numérique de degré partiel d’exactitude
(my, My, . . ., m,), Pauteur fait 1a-dessus quelques considérations générales,

Dans le § 2, on fait ressortir que le reste de la formule de dérivation
partielle numérique (13) peut se mettre sous la forme (15), & condition
que la coordonnée % (i = 1,2, . ,8) du point de dérivation M, ne
soit pas racine de I'équation

ng +1 .
ul® (t )=0, ot u(tt ) = H (#F — ;L )y (¢ =1,2,

i =1

o v 480 (a)‘

On souligne que les nombres inconnus &', €%, . . ., &, qui inter-
viennent dansg Pexpression (15) du reste sont les mémes dans toutes les
dérivées partielles dans lesquelles ils figurent. On donne une démonstra-
tion détaillé pour le cas de trois variables, généralisant une méthode dei‘
J. F. Steffensen [4] complétée par 8. E. Mikéladzé [2]. Pour le cas de trois

variables, la formule générale de dérivation partielle numérique a ét¢ donuéei

F

l
4
l
|

e —————_——_—_———— a2
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ar (33). Les évaluations données pour le reste sont également valables
gi, au lieu de la formule d’interpolation de Newton (10), on emploie la,
formule de Lagrange. Les résultats données se mantiennent aussi dang
le cas des noeuds multiples. Au n° 10, on a mis en évidence les avanta-
es de 'utilisation des formules de dérivation partielle numérique aux
différences divisées.

Dansg le § 3, on a congidéré le cas particulier desneeuds & coordonnées
équidistantes. On a obtenn aingi un certain nombre de formules de déri-
vations numeérique partielle & différences ordinaires. A retenir de celles-ci
plusieurs formules du type Markov. Les formules d’interpolation & diffe-
rences centrales pour deux ef trois variables, ainsi que les résultats obtenus
au § 2 ont permis de donner plusicurs formules trouvant application dans
le calcul approché des dérivées partielles.

Pour le reste, on a donné des évaluations contenant un nombre
minimum de termes.

BIBLIOGRAFIE

1. T. Popoviciu, Asuprarestului in unele formule de derivare numericd. Studii si cercetéri
matematice t. III, 1952, nr. 1—2.
2. S. E. Mikeladze, Cislennoe infegrirovanie. Uspehi Mat. nauk, 1948, t.III, fascicula 6.
3. — Cislennie melodi matematiceskoge analiza, Moscova, 1953.
4. J. F. Steffensen, Inierpolalion, 1950.
5 G.D. Birkhoff, General Mean Value and Remainder Theorems. Trans. Amer. Math.
Soc., 1906, t. 7, p. 107—136.
6. A. A. Markov, Differenzenrechnung. Leipzig, 1896.
7. E. Pilanz, Zur Bestimmung [iniler Ausdrilcke fiir die gemischlen partiellen Ableitungen
von Functionen zweier Variabeln. Jber. Deutsch. Math. Vereinig., 1939, t. 49,
partea 1, 76—85.
8. L. Collatz, Das Differenzenverfahren mit héherer Approximation fiir lineare Differential-
gl,rge;ghuggm. Schriften d. Math. Sem. u.d. Inst. f. angew. Math, d. Univ. Berlin,
S T
9. G. Schulz, Formelsammlung zur praklisechen Mathematik. Berlin, 1937.
10. D. I. P ano v, Spravocinik po cislennomu reseniu differenfialnth uravnenii v ciastnih proiz-
vodnih. Moscova-Leningrad, 1951,
D. D. Stancu, Considerafii asupra inferpoldrii polinemiale a funcfiilor de mai mulle
variabile. Buletinul Universitifii ,,V. Babes” din Cluj, Seria stiintelor naturii,
nr. 1—2, 1956 (sub tipar).

11.



