e

BULETIN STIINTIFIC
SECTIA DE STIINTE MATEMATICE S$I FIZICE
Tomul IX, nr. 2, 1957

GENERALIZAREA UNOR FORMULE DE INTERPOLARE
'PENTRU FUNCTIILE DE MAI MULTE VARIABILE SI
UNELE CONSIDERATII ASUPRA FORMULEI DE INTEGRARE
NUMERICA A LUI GAUSS

DE
D. D. STANCU

comunicare prezentatd de T- POPOVICIU, membru corespondent al Academiei R.P.R., in cadrul
.~ celui de-al [V-lea Congres al matematicienilor romini din 27 mai— 4 iunie 1956

1

1. Importanfa calculului aproximativ al unei funectii, definite direct,
prin proprietitile ei, sau ca solutie a unei anumite ecuatii diferentiale,
este deosebit de mare in aplicatiile tehnice.

Teoria interpolirii polinomiale are un rol important in aceasti
directie. Utilizarea in mare misurd a polinoamelor de interpolare este
justificaté de structura analitied simpld a acestora, de posibilitatea intoe-
mirii unor programe sistematice gi simple de calecul, precum si de precizia
guficient de buni la care ne condue.

2. In cazul interpolirii polinomiale a functiilor de mai multe
variabile se intilnesc insi dificultid{i destul de mari. Chiar dacd nodurile
le interpolare sint distincte s-ar putea intimpla ca un anumit polinom de
nterpolare si nu existe san si nu fie unic. Se arati insi usor ¢i dacd no-
lurile nu sint situate pe o hipersuprafa{i de un ordin egal cu gradul poli-
omului de interpolare atunci existenta gi unicitatea acestuia este asigurati.
Din punct de vedere practic este util si se dea anumite scheme con-
rete de noduri relativ la care polinomul de interpolare este perfect deter-
inat si in plus si se obtini pentru acesta o expresie efectivii comodsi
pentru aplicatii, pentru calcule.

3. Vom ciiuta in cele ce urmeazi si dim citeva distributii mai gene-
ale de noduri decit cele care s-au folosit pind acum, distribufii care permit
4 se utilizeze o varietate mare de retele de noduri.
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4. S ne ocupim mai intii de cazul a doud variabile.

W
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oste polinomul de interpolare de grad minim ecare coincide cu funectia

Fie f (®,y) o funcfie definitié 5i mérgintd intr-un anumit domey £ (@ y) De nodurile (1), iar
D, din plan. Si presupunem cé se cunose valorile funetiel f (z, y) pe urn 4
toarele puncte ale acestui domeniu L _ "
i (Cb‘ vk (k= ToTs e 17');!,—) ) ( R, (2, y) =u (@) fo, 4y ...y @y / (z)] +Z L () v, (y) [y, Yixye o+
A\ Jik/ e i —w ) " ’ =1
Tormula de interpolare a lui Lagrange relativd la variabila g i F @, 1)1 (9)
funetiei f (@, y) pe sirul de valori g
Lyy Loy v ooy Iy on
se serie sub forma u(x)
Li®) = — (10)

k] (“} - |

foy) =Y s T @) 8 (@) (3 3 s @05 @ )]
gt | S N
unde
w(w) =1 (z — @),
i=1
iar
. \ flxi. )

i=1

este diferenta divizatd de ordinul n—1 a funectiei f (z, ¥) pentru valo
IVELE 0 s g iy W

aceeasi formuld de interpolare folosind valorile

Yis Yigy = o9 Wiguaye
Se obtine
mi i(
0 (¥) = [ (%, ¥) :E - y)} ) @y y) +2:(y) Y Yy -
s (y—yir) v; Wi
Yigui s (@ Y),

unde

i y‘f’p)'

Inlocuind aceastd expresie a lui f (x;,y) in (2), gasim urmétoal

formul& de interpolare
fzy) = Ly (@, 9) + By (2, 9),

unde

g

PNy
1

Lz (:.b‘, ?)') = E
i=1

u(x) v; (y)
z—a)w’ () (y—ya) vyu)

(% Yir)

*) Prin N = o, B vom infelege cil N ia succesiv valorile o, & + 1, ... L —1, 8.

Dar functia ¢,(y) = f (2, ¥) se poate dezvolta de asemenea du

) w)

; . .
(.egte restul acestei formule de interpolare.

5. Subliniem ea formula de in-
terpolare (7) este mult mai generali
jecit, formula clasici de interpolarea
ni Lagrange pentru doud variabile,
trucit ordonatele (4) depind de abs-
isa @; atit ca valoare cit §i ca numéir
ceea ce am specificat prin indiei).

Formula cunoscutsd de interpo-
e a Ini Lagrange se obtine daci
cem urmitoarele particulariziri

(2 =1, n). (11)
6. S84 dim un exemplu. Pre-
upunind ca
=5, my = 3, my=4, Mmy=35, m;=
=4, m, =3,

W= s T = M

{

fsi seriem polinomul de interpolare pe nodurile

( My (—2hy —h), My (—2h, 0), My (—2h, ),

3h

—h, —— 3h
2

=3 h.? =%y

%),

1 .
:), M, ( B,

h
3

Mg (0, — 2R), My (0, —h), Miy (0, 0), My, (0, k), My, (0, 2L),

‘ /
]r M, (h: e ?l)a My (h: ’il'): My (hy ] ’

Myy (2 by — h), Myg (2h, 0), My, (20, B),

lu—!’:( )7 ﬂfs(_h? i

(

3h

2

3h

2

My (h, —

fare sint nodurile unei retele exagonale (vezi tigura).
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4
Obtinem +4ﬁ (z + 2h) (22 — h?) oy (y — k) f(2h, — B) —
L (@, y) = PP (@ —h*) @ (w— 2h) y (y—h) | (— 2R, — ]) — ffz[lhﬁ (@ + 21) (2 — B2) & (y* — he) f (20, 0) +
= gfhﬁ (2®—h?) ® (2—2h) (y2—h?) f{(—2h, 0) + +48I3 (2+2h) (22—12) @ (y + h) y f (2h, h).
= 1
+—= — (w*—h®)w (—2h) (y+-h) y f (—2h, h) + 7. In cazul a trei variabile, folosind nodurile
i E y Mas (@ Yty ) 6 =T, m5 k=T, my; § =T, pa); (12)
1
s :H (@*—4h?) x (2—]) (yz_ hT) (?] = ?])f (*hr - ?) "~ |ge obfine formula de interpolare
. oRt h . I f @y, 2) = Ly (m, 9y, 2) + By (, y, 2), (13)
2L == LN - e s
— L (e —h) & (0—1) (92— )(J ’ )f( bt -
1 9h2 h h n M Dig , _ )
- (@ 4h?) & (w—h) (5 — *)(y - ,—]f (‘h’—}_ ry 9y #) = e B WD g an
0 120 = # “ L (2, Yy 4 ; e ; (=) w'(@y) U—ya) v(0)  (z—2zip) w;;,(zm‘) F(@ i)
: b S A (14)
— g @4 a (o= v v+ 5 )7 (2 +

ste polinomul de interpolare de grad minim care coincide cu funetia.
(@, ¥, 2) pe nodurile (12), iar restul are expresia

(0% — 4B?) (@2 — 1) (y* — B2) y(y —2h) f (0,—2h)—

iy By (2,9, 2) = u () [@, @, ..., @,; [ (2 9,2)] + (15)
_ﬁ (2 —4h%) (2*—1%) (y*—4R%) y (y—h) f (0, —h) + -+ E L(@) o () (9 Yy - oy Yinis [y 9w, 2)] +
i=1
ot 2__4R2) (22—h2) (y2—4h2) (v2—h2) 1 (0.0)— n o M ) .
+]ﬁh5 (@%—dh%) (@ =17 (y ) )1(0,0) T Y Y L@y (y) wy (2) [2, 24 - . vr Bivog s T (@ Yy 2)]
i=1 k=1
1
— o (B4R (@2 —17) (Y — 40%) (y+h) y | (0, B) + Mai sus, alituri de notatiile deja explicate, am mai folosit gi urmi-
- toarele -
1
@?—4h?) (0 —1%) (y+2h) (y*—h?) y f (0, 2R) + R ,-,
+96h3 ( ( ? 70;].-(2) =) ‘!‘!1 (2’ o ziﬂ‘a)’ hik‘ (y) == F—‘_.;:)g:?f(Tk)-
o i evnams 4 g, PN~ 3R h_l)__
T 36h7 (EA=h) o H) m[y 4 ](J 2 b 2 8. In cazul general, considerind functia
— L (@t — ) (@4 1) m(w —%‘3)(@/ kg-)f(h, = §)+ FOD =F(,8, ..., 0)
12 : o . §ow ns .
l : efinitd i mirginits intr-un domeniu D, al spatiului euclidian s - dimen-
1 9h2 h h #ional B si nodurile
+ — (@*—4h?) (z+h) m[’i 2 __) [y+ —)f {h, ——) —
1217 e 2 4 Mgy woogy =MWy« (B, 8, ... 2l e (16)
2 3h ; — — ; —_—
—_— (x> — 4R%) (z + D) @ (y - E"’_](yz ——)f[h,)"[" (h =1,m;54, =1, my jeees ty=1,my ... tal
36h7 2 4 2
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‘ Coeﬁc'ieufiul Lai ()™ (42) ... (&) din polinomul de interpolare
care se obtine in acest caz, este ' :

¥ ’m,l Py e is_2
N = E E (R ) my+1 my 4 1
i et e Armg .om (f) — E . Z f(Pw_ : (2])
o E $ L - =1
se obtine formula de interpolare i= =111 ”5}- o s @ '_
hei 2 Y g v ige
i — M) + R, (M),
f(M) =L, (M) + E, (M), u-und'e
unde my + 1
, W TGyt ok ) — f i |
w M - T iy s iy (BY) = @ — ).
LU= %% o N R0 T, @700 e AL )
iy=1 da=1 g =1 .
AR 0 . e i % .
Expresia (21) o vom numi diferenta divizatd partiali de ordinul
cu . 1 (g Msy - - -5 M) @ functiei f (I) pe punctele (20).
B A T | ( Mentﬂonam‘ cu acest pI‘]]{a‘] urmétoarea formulsi care permite si se
e (%) = SRy T T N add care este structura acestei diferente divizate partiale
10 T 'l"'?l'—l LT 1 2]
Amlmg e Mg -
g (f)
uk . (ﬂ“) = H (i—',‘.—-ﬁ" @ ), iy + 1
Ale .0 e Tyaes Mp o L 1 a 1 {41 &
iy S i.'.:ll l ! [tl T t”’i‘}“] ’ ’ Zl l‘f] (t J [tfl L tﬂmﬁ 1 ; . (22)
=
-este polinomul de interpolare de grad minim care coincide cu funetia f (J B i
pe nodurile (16) _ ) . . Is—1 NN ’ . :
Restul formulei de interpolare (17) are expresia i ,.__Xiil b dy_g ) [ kW5 11 S0 t.-l b P F(M)] ... 1]

10. Dacd in continuare particularizim pseudo-reteaua precedenti

gy« -y M), determinati de nodurile

E,M)=Y% Y y X B BT R e () D} ik—lF:thI ca 83 se reducd la aga denumita retea Morchaud * ) de ordinul (m,,

K=l =LAy =iy L

unde Quyt, (8,2, . aB) (=1, m +1; %=1, ), (23)
¥ - = [ﬂﬂ! tf i ¢ el R t? i my, 7 P “"'.-’u‘—lzl’
s 1 vee Hp1 M rezultatele precedente se simplifici mult.
iar Polinomul de interpolare (18) se reduce la bi
5 ; : . i ; i ne cunoscutul **
Pigvipey = T Ga s - 0 & g vt ptalmom de interpolare al lui Lagrange pentru s variabile. )
i k In acest caz diferenta divizati partiald (21) ia forma

9. In cazul particular *)
no=my + Ly my =me+ 1y coymy g, =m+1
(=l . = 1.8)

polinomul de interpolare (18) are gradul (my, My, ..., my).
Nodurile de interpolare corespunzitoare

Pilig (8 1E

12 Y
(4 =1, mu-+1; &k =1, 8)
vom spune ci determini o pseudo-retea de orvdinul (my, m,, .

*)  De care ne-am ocupat detaliat in lucrarea [1].

R
2 8 ¢
S Safusg o) _ de
my, 4+ 1

Dmumy ..omy (f) —

1, 1t it

oy Siley U

21 S ! ;nl 1 my+1 g+ 1o i
0y 5y oy t‘;;*g‘f'l L ! S ™ i)

. — - _— . 2
............. 3 Mok o (24)
T . a® (%)

8 s H=1 = i

LRI i R = |

Wf () = I @ — ).

c oy Mgl =1 ik

e
‘:) Dupa numele Iui A. Marchaud [2].
) A se vedea de exemplu: D, L. Berman [3].

= ¢ 028
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Formula (22) se simplificid foarte mult :
_Dm,,mz e g (f)

[ ooptl ins [ e er 8 ys [ o

‘5 t;}‘s,l_l Sl .]].
Aceasta ne spune ci in cazul unei refele Marchaud o diferenta di
partiali, de ordinul (my, Mg ..., M) 2
divizate de o variabild, ordinea de suprapunere fiind oarecare.

11. Relativ la diferenta divizatd partiali (24) vom da citeva for
de medie utile pentru stabilirea structurii restului multor formulg
aproximare.

O primi formulid de medie este

LR A
i, 8

E,.-.

aml e Fg FCEL, wauey E_,s )
Q™. .. B(EN™

1

e
mytmy!.. . mgl

.

1]
%

R

s

8
27 ms+1

unde £ este cuprins in cel mai mic interval care contine numerelg
A

i i
T .

Aceasts formulii, pentru cazul s = 2, se poate vedea in [4].

12. 84 considerim s numere naturale p,, py, ..., p, astiel ca

1=p;, =m; +2, (8=1,8)

Tinind seama de formula (24) se verificd ugor ci avem

1 1

tl’ 2 %) tm-l+2

B ey Bosg o 2

m. 4 i 4 T
E @ —8) (M)

.......... TE

8 8

Uy ooorbpis
1 1 1 1
tl, S t'p,—l” tpl,Tl, i % "tml+z
- S 2 s e
1? ? Upp—1? “ppt1? ? Vg2 T

o =12 'y 2 |-
8 8 s o 8
tl, S, t’pa—ﬂ tm“, RRE R
Folosind identitétile
i $h ook i iy o i A
y . “,J!' i Il) (= I-mi’—f-‘.’.) i (fmj—}—ﬂ - !;)1-) (& — tl) 1
t— 1 = - - ’
:ﬁi r'i. | i-a.

L)
m;+2 1

este o suprapunere de s dif:;j

rariabile, o importanti teoremi de me
fle prof. T. Popovicin [5], [6].
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ormula precedentd ne va conduce la formula de medie

1 1 1 1
tl’ " t:ﬂl*l’ t‘.ul-i—l’ U Umpae 7
2
2 {1 2 2
( 17 7700 Tpp—1 Tpy+12 0t Uy ia
R y
. . . . - - ’ f (-jl[) =
‘8 5 3
l‘]‘L" g iws—]’ t;u_$+1’ Eren) t;3+2
1 2 2
=, = 1 s mym, m
= E EA;{...A‘_D.!E“'.S
H (l'i ,H') =1 §.=1 L s iy .. g
/ _m,'_J.-" 1
=
L:mﬁe
Ak — gk gk E — 4k I
: o t, At = tmﬁg — tf’k’
T'ar
1 1 1
tfl’ t}'l+1’ e t:;l +m,
|2 12 2
LU PR ty'z’ ti2+ S LA tig-i—mz
W ety A 3 (M) |
i, x rla b
7q? t:ra+1’ "7 gty
De exemplu in cazul s = 2 aceastéi formuli de medie se scrie

Wopy wnmy Bgogy Wy o'

[ @
,yl} iy yq-—lf yq+1, ..

U ()
o=y ?]J.u-]-2

l(wp — ) (Y — ?/1)[

Y15

]z

! @

&y,

Y n+1 ,
(:r-n-i—g*-rl) (.y'm+2“yi!) ] ?] ‘1"l f:' +
.. m

+ (%2 — 3,) (¥, — %1) [mz’ wee s By ;f] +
Yoy -0y Yugr

(2, — @) Wrs — ) [ P - Bagy ;f] +
_yz'.' R y;1e+2

Ty, -

Yay

J
13. Tinind seama de formula (25), se poate extinde imediat, la s
die daté, in cazul unidimensional,

+ (Buss = T,) Wops — m)[ “1 P ;fJ

i ¥ ym-{-?

Consideri ftorul sistem
rind urmétorul sistem de N = m, m, ... m, puncte

Pﬁﬁz ity (t?l, t?z, ey t;?s) (i.’.‘ ] 1, ‘}J?‘ﬂ—.; k= 1, S) (2?)
Presupunind e

r T r "I

W<tz < .... <lp, M, > n 2 (r=1, 8),
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pe N =H (n; -+ 1) puncte, din cele de la (27), este o medie aritmgl

k-1
(generalizata) de felul urmator :

I" 1 1 1
t'ihl? th-z? s e
9 o a9
O 5
) Vigeg) * * t ) Mgl ae ] =
2 sof (MO =
................ |
5 8 s
fJJ"r‘.]? t"s 2 &t Y Mg Lo ‘
1 1 1
f,\],tjl—li \{'}',f,”f.l
g —1y—1 Mgy —1 2 42 2
- . ey Vig=1y o+ ovoey Vgt tl .
! E E Oliia o 1 S TR S UMD
di=1 :,",_:1 4 &6 & 5 ¢
E] s 5
fJ'a.s ti,.%l! sy Mgty tl

unde coeficientii

Chig...s, =0 (e =L,my —mp — 15 k=1, 8) '
sint independenti de funetia f (M) si
my—ny—1 wis#'n-{—]
E L Z G]‘;'J‘g...fv :11
f=1 fy="1

iar

i :’n’:g'l = 7;11,2 i 'I:ﬂ.wpri'z = w"'p {f) - ]J 2! CRORCH ) 8)'

14. In cazul particular al nodurilor (23) restul formulei (17)F

poate exprima cu ajutorul diferentelor divizate partiale *).
Pe baza formulei (25) si teoremelor de medie pe care le-am i
se poate ariita **) ci restul acesta se poate exprima, bineinteles in ipo
cé funetia f (M) e derivabild partial de un numér suficient de ori,
forma
(o N LS B S LA |

RS(M):Z —- , - —

(my + 1)! g (Ey™T
ul (1Y) u? (%)

- z (my + 1)1 (my + 1) ! a(EymtlgEaymatt T

akilﬁ-vn3+«fn3-‘r3 i (El, E2 Es g4, t*‘)

ul () u® (%) u® () .
& Z (my + 1) L(my + 1)1 (my + 1)1 §EY T g EYMTIYEH™T!

my+ Mg+ 2 £2 g3 s
T R B L Y

ui(!_'i) , aml+...+ws% ”ftil,ii....,ff)

6 (51)-111‘-2-1 . 8 (F’s)m‘;'i 1

L]

+ ( _1) ,‘l:IJ (m; + 1)!

) Vezi J. E. Steflensen: [4].
**) Demonstratia am dat-o in lueravea [1].
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orice diferentd divizaté partiald de orvdinul (n; + 1, n, + 1, ..., 0 4 e E € cupring in cel mai mie interval care contine numerele #
E r 2 ‘ i . 3 H

i

1
0| m;
o i - e o . :
Mentionim cd numer ele £1, £2, ..., £ sint aceleasi in toate deriva-
ole partiale care intervin.

Dacii se aplicd fiecarei diferente divizate partiale, care intervine in
wresia restului, doar formula de medie (26), cum au ficut unii autori

2 cazul 8 = 2, atunei nu se poate obtine acest rezultat, care pare si fi
¢ : pare si fie

mportant atit din punct de vedere teoretie cit si practic.

1]

15. In aceastd parte a lueriérii ne vom ocupa de formulele de inte-

frare numericd de tip Gauss, folosind formulele de interpolare care sint

efinite pe distribufia particulari de noduri de la (23).

‘Mai intii vom face o observatie asupra formulei de evadraturi a
i Gauss.

16. Sé considerdm polinomul de interpolare al lni Lagrange-Her-
hite de gradul 2n—1 :

L(@) = L (@), @y Ty Ty .oy @,y &, [ | @) =

=Y i (w) f () + X & (@) f (), (29)

i=1

nde
mwril”“”w—@ﬂmMJAM—W—@nmm

pemai radicinile polinomului lui Legendre

o (&) = n (x—x), I (2) = — @ ()

L4 (@ — ) o’ (z)

A. Markov [7]aobservat cidaci se aleg nodurile DBy Wys vi &

"

Pn (JU) == U;z ([T (55'2 = 1)“ 5 (30)
funel in formula de evadraturd
+1 i i i [
SHHMM:ﬁlLWMm—ZAJmm+2&fw» (31)
o — i=1 i=1
Dar coeficientii B; si se ajunge la formula de evadraturd a lui Gauss
~Fa n
R j(@)de =Y 4, (a), (32)
w—1 i=1

labili pentru orvice polinom f (z) de grad cel mult 2n—1.
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Aceastd observatie i-a permis lui A. A. Markov si stabilegdpar

expresia restului acestei formule de evadraturd in cazul cind f () estl

functie oarecare derivabild de 2# ori.
17. Noi vom arita ci aceastd situatie are loc gi in cazwri ceva
generale. ; :

S considerim numerele distinete @, A, (¢ = 1,n; j = 1, k). FOJ.‘II]’I

1 +1 S, (x)
\ e@do=\" Pe)—20 a0
g ks (v —2) 8, (N)

3;1':5]1;6(%015?2 Ga;.i;ui Lagrange relativi la aceste noduri gi o functie oy [y @5y o' oy s gy gy o B § @(@0)] = 10, (38)
Hm) = L (@@ temy Bis Ngt s ooy 2ps 1| V=R (), (@ﬁcj ¢ (#) este un polinom de gradul n + & — 1 iar diferenta divizati

38) are ordinul n + F.
 Intruecit P, (%) £ 0, rezultd ci

unde
R (¢) =0, (#)8y (@) [&; B oo By My o025 P08y L .
() Q(nﬁ 1.1 H ’klr ) Jﬂjﬂ (\’ B,:O (]=1,'JL}
Q, (z) = J:II (2 — ), 8, (x) = [311 (2. ). [#| formula de cvadraturid (37) se reduce la

Folosind formula de interpolare (33) la ecaleulul integralei *)

+1
L=\ 1 @a,

v—1
se ajunge la formula de evadraturi
+1 [ k +1 ]
\ f@do =% Af@ + T B0+ E@
= ;s

o—1 w—l1

De remarcat cid daci se ia @, (x) = P, (x), adiciA dacd nod
Xy By ...y @, 8¢ aleg tocmai ridieinile polinomului lui Legendre (
iar k = n, atunci avem de asemenea

Bs‘:O (j::[, 7':)

si, se obtine, oricare ar fi k = n, formula de integrare numerici g o S
=

lni Gauss.
Intr-adevir, daci in formula (37) se inlocuieste f (2) cu
Sy ()

o(x) =P, () ——————
T ( ) ( ) (:1:—}\9-) SI.‘(}‘?)

?

se obtine

+1

+1
| f@do=Af @)+ Af@) b+ A S (@)t (69)

—1

+1
p = 5—1 R (z) da. (40)
( Pentru a determina coeficientii A;, 4,, ..., 4, si facem In for-

ula (39)

Py () "
f(x) = e B T (2 =1, n); (41)

iF obtine imediat

o Py (x) dx . :

Ly E—x) P’ (v =1,m). (42)
18. Avind in vedere c# oricare ar fi polinomul §,(z) de gradul

<n, avem

i

8, (v) = O P, (2) + Y] (;”% 8y (e), (43)

+1
R ¢(x)dz—B; P, ?\;Hfg P, (@) 85 (@) [@ @y - oy Ty Dyy -+ oy e @ ()] '1‘1‘3 00 daci k =n gi 0 =0 dacsi & < n, atunci polinomul de inter-

—1

v—1 .

*) In cele ce urmeazid vom folosi intervalul de integrare [—1, -+-1]; formulele ¢

obtin se pot transerie imediat pentru un interval oarecare [¢, 0] ficind schimbarea de varl

b — «a b4 a
¥+ .

X =
o

&

are
L (%) = L (@, @3, ..., @, Ay Agy ooy Ny flE) =

i

P, (2) Sy (x) E Py (2) S (2)
. (AE . . (7 - a (T e (L !
z (x — x;) P, (x1) Sp (%) f o)+ ; (® = 7)) Py (0) S, () ()

i=1

e —
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se va putea pune sub forma

: Py (x)
e 0 P @x J 2
) ; o () (x — ) P, (%) Sp (%) / (m;) +

C P, (%) P, (2) Sp ()
== s > e (2;) +
_21 ; (m— ;) P, (w) (x— x,) P, (%) Sp(z) /
: i (2) 1 ()
Lo Pzl ——
3.:21 T @) Pu(y) S 09)

Integrind gasim e¢&
s i1 — n +1 Py (2) 2 , -
\771 L(s)do =Yy L ( e ) f (@,) dw.
2 i=1 '

Deci coeficientii formulei de cvadraturd (39) se mai pot exprima i
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e

19. Mai sus am presupus cd numerele A, A, ..., A, sint distinete

diferite de ridacinile lui P, (z) *).
§i S presupunem acum ci numerele A;, Ay, ..., A, nu sint in general
distinete gi anume: A; are ordinul de multiplicitate 7, unde j =1, s

far 1 +92+ .t =58=n.

Hermite **), pe nodurile reprezentate de ridicinile polinomului
w(z) =11l (z— =) (@— 7). (48)
i=1 §=1
Avem

Lpla) =V — 9@ s
i) =¥ = ) 4

i=1

5 i —li —i—1
o ( 1) (2 —2)F | (2 —2)" [ (2— D
+E E Z 1 { jl [ k! ( w ()

i=1j=0 k=0

n(l)

]fw } (49)

—_

formula
by & o 2
A, —S (ﬁ) do (=T, %)
Ly e =) B

care ne aratd cd formula de evadraturd (39) are toti coeficientii pozifi
Acest rezultat se datoregte lui Stieltjes [8].
Formula (39) este formula de integrare numericid a lni Gauss.
Pentru coeficientii acestei formule se pot da de asemenea, cuum
aratat Christoffel [9], gi nrméitoarele expresii simple

GaF o B o
> (1 —af) [, @] (¢ =1, n). {&

Afard de aceasta, dacé se fine seama cii intre ridécinile polinomului
Legendre existd relatia @, = — », ;. ;, se deduce imediat *) c¢i avem

asemenea
4, = -A-.n——i+1 (¢ =1, n). :1
gt

Formula de evadraturi a lui Gauss are, dupi cum bine se gtie,
de exactitate 2n—1.
Daca se ia k = n, restul (40) devine **)

o= o |, S (@) [t — 11T fon ) do. “

[@ny11* )4

Aici £ este cupring in cel mai mic interval care contine valol
@y Byy Loy« ooy Wyy Ay Agy « ooy Ny

*) Vezi de exemplu [10].
*#) Coeficientul lui a® din P, () trebuie si fie egal cu 1, cum se vede din (35), dinff
motiv in (30) am ales €, = (nl): (2n) !

in formula de int-el‘polajre

f(@) = Ly (z) + R () (49')
testul are expresia

E(x) = o (2) [, 2, ...y @y Ay ooy Ay vony Ky v v ey Azt (50)

1 ¥

Folosind formula (49) pentru ealculul integralei (36) se ajunge la o
formuld de cvadraturi de forma

|, F@) e = 5 Af @)+ 5 B0 0 + 6, o)

o—1

unde
1
o — \ B () de.

Dacéd @, @, ..., x, sint rddicinile pohnomuhu Iui Legendre P, (z),
atunei, tinind seama de (4‘)) se observi ci

vl
[S]

e

() dx ; = :

4; = \ m: (¢ =1,n), (52)
J=1 b i <L

iar

Ly ""i__l; i :lT?J:

*) Daci S, (z) = P, (x) se di peste cazul lui A. A. Markov [7].
**) Expresia explicitd a polinomului lui Lagrange-Hermite se poate vedea de exemplu

in [11].

S84 qcuem expresia polinomului de interpolare al Iui Lagrange--
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oricare ar fi ridicinile polinomului de gradul & = »

8

8 (x) = I (2 — )45, , ) = u (@) [, ©y, ---5-“"7” gy oy %3 J1 0 ) [ Yy - vs Y

! e Bes Sl —
1 % £ g )
Tinind seama de notatiile introduse, polinomul (48) se scrie
) o o (005 W00y Wiy Bigyre g O (59)
o (@) = P, (x) 8 (2) u (2) v (y) i [l
o ket Yy Yry o v oy Yoy Bre v - o Bs

Avind in vedere ¢i oricare ar fi polinomul S, (z), de gradul %
el se poate pune sub forma (43), se gasegte, ca si la punctul 18, ex
(44) pentru coeticientii 4, ai formulei de cvadratura (51).

In definitiv constatim ci si in cazul de care ne-am ocupat in ace
aliniat se ajunge la formula de cvadraturd a lui Gauss *)

Sﬂf(m da"—ZAf

Luind k¥ = n, restul acestei formule va fi

HH(«’v—ﬂ?) (@ — o)

g (rLmys L m). (60)
v (%) =Hﬂ(y—J)(J — B

d formula de interpolare (57) pentru calculul integralei (56) se
o formuli de cubaturd de forma

+1 1 » kL 8
= g . P, (0) 8, (@) [® @1y - oy Byy Mgy ooy Ay oony Agy oo oy Ay [1 A3 SS f(m,*y)clde—dgLEA,Lf(m,, ;) —!—EI_ZIB,»j-f(:L‘,., B;) +
£ o Lt Ty I . . B
1 +1 9 r m r &
- (2n)! R o Ea ) B (@)if*H(E) da= LR 121 kEl Ou f (e ¥2) + 121 Z Dy f (e B3) + 0 (61)
wl— = = =14=1
= (78, (@) [0t — Ay fen g an
emi® ), " e
' = 2
20. Consideratiile precedente se pot face gi asupra integralels P = SSD R (z,y) dw dy. (62)
multiple. S4 ne ocupim, pentru usurarea expunerii, de cazul integrale
duble. se aleg numerele
Ne propunem si stabilim o formuli de cubaturi cu un numir m iy Ty oy B3 Yuo Yas - o3 Yo

de termeni pentru integrala dubli

L =11, f(xv) dzay, ineit ele si fie respectiv ridicinile polinoamelor lui Legendre P,(z),

§i notdm

unde ) este patratul E "
_1l=z<1, —1=<y=1. @) = Il (@ — ) () = LI (v — 8 (63)
84 consideram formula de interpolare
(2 y) =L (2 9) + R (z,y), B;; =0, Oy = 0, D, = 0, (64)

unde

L(m,y):L[wl""?wu’ Oy o= vy Up ;f
Yy ooy Yy By oo o5 B

cientii rimagi au expresiile

i Sg Py () B (¥) Pu D Fs ) g 0 e
P, (2) Py(u) Er (x9) Fy () ) (x—=) (—up)

*) Intr-o noud lucrare [12] am dat o importanta generalizare acestei formule clasice
lui Gauss.

ik =
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Intrucit oricare ar fi polinoamele (63), cu r = n, § =

+ Z _Pn' (2) E; (av)

(1—1\4)1'7 (v)

~ In, avem

E, (v) = C, P, (

m

By (y) = 0, P (y) + Y]

=1
unde C; £ 0, 0, =~ 0 dacl »r =0 81 8 = m, iar 0; = €, — 0 daci » < n&%

P (1) I's (gp)
—
(7—yu) P, (yu)

§ < m, se gasesc pentru coeficientii (64) expresiile

z ) ; 2 > 2
= g\ . Kl ) =Sl g dy. (ﬁﬁL
Jp\ (z—wp) P, () (W—u) P, (k) :

Tinind seama de (64), formula de cubaturi (61) se reduce la
SS (x, y)de dy= Y, E At @y y) + o (69#
JJdD f i=1k=1
Daecd Inam
= P‘u (i'l?) PIH (.l]) )
(x—3) (y—yz)

f(‘f"r y) =

-

se gésesc gi urmitoarele expresii pentru coeficientii acestei formule dﬂ

cubatm a
A”‘. — gg Py (-'1;) Py, (L")
Mp (=) Po(x)  (y—ug) Py, ()

—dux dy. (ﬁffﬁ

Se observi ci
Al =16 TN,

unde

a, =STI S Dkzgﬂwk_ dy

—y (x—x) P, (ay) 1 W—ur) Py, (up)
Pe baza rezultatului lui Christoffel, semnalat la punctul 18, se giseste
4

T U= -y [P @) By ]

A (68

Avem de asemenea relatiile
Ai-’-‘ = A’n i1 m— k41 (Z = 1! ‘”’5 k = 17 7”’)‘

21. Printr-un procedeu aseminitor cu cel folosit in cazul unei vari
bile, se aratd cd rezultatele precedente se pistreazi si atunci eind radici
polinoamelor (63) nu sint distincte.

I

o

GENERALIZAREA UNOR FORMULE DE INTERPOLARE

[<5]

(

22, Sd cautdm acum expresia restului formulei de cubaturd de tip
Gauss (66), care are gradul de exactitate (un—l, 2m—1).

TFacind » = n, si 8§ = m, formulele (59) si (62) ne condue la urmi-
toarea expresie a restului

P = g\ R (x, y) dz dy, (69)
oD
unde - - :
R (‘71': y) = Pva (éL)_EH (a") !,'1’; Ly vv oy Tyy Oy ooy Gy ]L] o
+ Pouly) Fou (9) (9 Y1y - o3 Y By « - B3 F1 —

—waAmm<w<4%%”“%%””%ﬁ.
Yo Y15 <o s Yoy Bl! wilkve g f’m

Cazului tratat de A. A. M a r ko v pentru o variabili ii corespunde
pentru doud variabile cazul

B, ()= P, (), F, (y)= P, (¥), (697)
cind restul precedent va deveni
R (z,y) = 2 (2) [=; @y @y ..., 2, Sl
+ P (U) [Ys Y1s Y1+ +» Yoy Y5 [ —
P o) P (y)[m, Ty By; - oy By T ; f]
Yy Yy Yy oy Yoy Ui

Vrem si gésim o evaluare a restului (69) in acest caz.
Tinind seama de formula (25), de proprietatea de aditivitate a dife-
réntelor divizate si de formula de medie (26), putem scrie succesiv,

ﬁ{WMM%@WW%mJ%ﬁmﬁw{ %ﬂmw
D Yy Yy Y1y oo oy Y Y I

Poly) 1Y Y15 Y1y ooy Yoy Yo 5

Tylyy Lag v v vy Ty

+1 +1 o
= S { g P”( )[“’v! ‘El! L‘li vy wn! ‘q’.u 5f{ﬂ'/'s?])—

ek J—1
f (=, ?j)]]da'} dy =
+1
=§ {8 @0 @y ooy @y @,5 (2 9) — Poy) [0 s Yy - - oy Yoy Yo
—it
1

f (€, ’J)]]\ Py (z) dzjdy —

28 il a..nf(, I) p2 S an
A, y wm W - @R )
S—I { (@)1 a»—..n @n 1 o Yoy Yaes ooy Yur Yrs (95-” dJ ==

I

o 24, 6_2”i(i-'m) By Q+1

2 ; 4 6-‘" f( s y)
(2n) ! HEin @t )_ Pm(."f) I:?/r Yoy Use o ) Yy Yy s . ] d

E2n

1
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unde = m = 2.

(06 900080 = {1 ) 1 i)+

D

22ﬂ+1 (n 12

+1
A,ng P o) dp—=—2 U
@2m!12n + 1)

«—1

+(757) (i) + ot (71)
lar =, si & sint respectiv cupringi in intervalul [—1, 417 si cel mai y 3’V
interval care confine valorile z, x,, ..., @, 3 GE ) 5 BAfE o
Y : & 3 _ 2 BEm) o 2 M) 1 &G 79
Cu acestea restul devine 1 3 i PY 195 ant 18225 9E4 9t (72)

o m = n = 3.

s (S B ST BE
ERE N BT
o=V +ro/3) el o)) v osre o)t o

1 G“I(E.'ﬂ;)+ 1 /G 1 ¥/ (Em)
7875 QI 7875 @t 248062500 HES Pt

- 23. Dacii polinoamele K, () si F,, (y) nu se aleg ca la stabilirea restului.
~determinarea restului e destul de complicati.

~ 8d dim un exemplu.

cil se alege m = n = 2 am vizut ci se obtine formula de cuba-
). Pentru evaluarea restului ei si alegem

By(o) =2 —1, Fy(y) =9* — L.

2An 2it .0 1 1
= ma_;g(z%a_nl +SP~?A ("J)[’y:ylsyu cee s Yy Y Sf(wry) do —
2= —1

Lt ()] 24, 8™ (&) - ,
cn O TV gy = 2 L4, eee s Yy Ul
(2n)!  ggin ] A (2n) ! oE™ [ Lk r¥ms Y

Aa " (E ) 24, 8™ () | 24m 8" [(En) _
@2n)!  gE™ T emt g @em! o™

S}(m,n') do —

—1

Pz =
Agdm. 8P HE )
@n)1@m)!  JE™ gn*™

in felul acesta se ajunge la urmitoarea expresie pentru restul formu
de cubaturi (66)

22n+2 nl a2ﬂj(E Til) +

P 2n
1 2) . 203 )
2n+1 [(n+1)(n+2) n] a9t conform formulei (69) si urmitoarei va fi
gt m! ™" f(Eum) 5
' om+1 [m+ )(m+2) ... 2mP @™ P=_\ r(z, y)dzdy,
D
oZn-+2m+2 il 62“"'2"": |

»(@,y) = (o —1)(m2 %)[m —1, -k Ll fJ+

(2n+1)@m+1) [+ 1) +2)...20 [(n+ 1) (m + 2) ... 2m]*  QE™ dy

1

‘!‘(@/Eﬁl)(yz_%][y; = 4, —ﬁ"l’%:l;f:,_

V—lf'
1 1 :f‘

y"_'l!__rv_?"ﬁ,

*) Aceasld formuld a mai fost intilnitd in mod incidental de cilre Mikeladze [137]
€r [14] dar ei nu au dat expresia restului ei.

S4 considerim acum citeva cazuri particulare :«@.le formulei (0
it — e

ng(w, y)dwdy = 41(0,0) + p1,

D

__ 2 *HE ) 2 FiEn 1 a4/, ?))

———— e —

1 3 652 3 6713 9 652
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Acum apar unele difieultdti din cauzi ca polinoamele care inmuyl

-~ diferentele divizate de mai sus nu pistreazi un semn constant in ,{,--
de mtegra,le
Facind o descompunere convenabild a domeniului de integrarg

“poate obtine, dupid unele transfmman, urmiatoarea expresie a :'”

_ Vs 8w | 20— 713) §1Enn)

-M_-;','k(wi’ynzk) (t=1mn; j =
P:Lv?\(ﬂfu;ﬁv;'n) “1':'17‘; v

R(z Y, 2) = u(z) [z, Byy ooy Ly y Ogy ooy a3 f1 4

= +
4 2
1215 0%, 1215 9%, o) Wy Y., y By« ooy Bas 11 +
1413 @4 4E, 90 _|_2(9—7V3) 3"."(5‘7]2)* + w(z) [z, Bly =98 2 Y1s - 0975 1 —
1215 @ny 1215 81
- 2 — w(@) v (y) Ly Ty ooy By y gy o
49 A Gpm) MBI D) d Yo Y oy Y B ﬁ L
e 654‘{ aq: ART0TS agé a‘q; Y J1 3 Ly P1y 2oy g
2(33ﬁ211{§) %7 (Eyi ) ﬁu(m)w(z)[m’%’ caey @By A, -.-;Otr_fJ .
M . ]
492075 s Ay % B s ey Bpd Tasr - o0 Wy
In ipoteza ci i tratul D avem
n ip Za Cd 1IN P i _,U(y),w(z)[yfyli""ym?lgl!"'!Bx;f]_,_
U@y | |S@Y | g B | -y BBty we o'y Bpa Yoy oo o0 Yo
vt | = et |T 7| gawteyt |T :
Ly Tyy ooy By y Apy v ooy &y
“rezultd urmitoarea delimitare a acestui rest + % () v (y) w(e) Yy o3 Yy Bry -y Bus F
_ | - B2y By Y o e
'PI*_zg( ek )+1322=3'

De remarcat ci aceeasi delimitare se obtine daci se pleaci de
expresia (72) a restulm De fa,pt restul (70) trebuie s# fie §i el indepen
de parametri «;, B,. In exemplul precedent expresia corectd a r
este cea de la (72). Formula (72') diferd doar in aparents de cea de la

24. Rezultatele care preced se pot extinde acum foarte ugor la caz
mai multe variabile.

Sé prezentdm pe scurt citeva rezultate din cazul a trei variab

Tie integrala tripld

w(@) = P, (2) B, (z), B,(0) = [ (= — o)

i=1

v(y) =P, (y) F(y), F,(y) = H(J— B;)

w(z) = P,(3) G (2), & (2) = [[ & — 1)

I; = “gvf (z, ¥, 2) da dy dz,

J Pq(’n‘,é) == L 1)11 -
unde V este cubul e, inditerent dacd oy, B, v, (¢ = 1, L cenr=n; §=1,2, ..
: —1l=2 9y 2z2= 11 (s £ =1,2, , 0= p) sint dlstmcm sau nu, formula de ciba-
Folosind formula de interpolare
= w m P
f(,9,2) = L (2 4,2) + R (2,9, 2) , Ssgf(myznlwdydz: (2,9, 2
-lmde 1 ? ‘7 L 8 e ; ?;Zl g gn i1 lj, f) + = (74)

Byy veey By Ogy ooy by | &
L(z,y,2) =L Yis « ooy Ymr By o0y By s Fl Y

e PERIE I S DRI e ¢ g

= SS B (z, y,2) dz dy dz,

v
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iar : 5. S considerdm doud cazuri particulare ale formulei de cubaturi (74).
T _SSS P, (x) Pu (y) Py () Ay op=m=p =1
i p(@ — x) Pp(@) 4 — ) By () (2 — 7) Py, (2) g% f(z,y,z)dedy dz = 8 {(0,0,0) 1 p,
- P, (z) P (y) Py (2) # dedydz — 1 AN .
kggs (;f (x— 2) P (%) (0 — 4) P @) (2~ 7) P, (z) ) ¥ et [ RE 0 s (&, T JE O E 0 D)
v 3 aig ar‘z a§2
= 2 P i . . 1[0 P& Y | BT ]
(1 —a) (1 — y;) A — ) [P, (%) Py, () P, (z)]? 9 | e a2 oE2 Lz A an? L2
6 f(F o U .
In aceste expresii polinomul lui Legendre P,(u) contine factyf A2 1 M
: ' 108 922 872 912
numeric €, =

q <
&= gl By —m = p = 2.

7o 4m 000 =15 oo o) +1(0 o )+

F

Intre acesti coeficienti existi relatiile

Aige = Anivrmgirpan (@ =Ln; j =1,m; & =1,p).

B 1 1 S T e P W |
e R e R e R - e

B Lo T
+f{‘v?’y—j’ﬁ)+f( —“”)%Pa

Dacé se presupune ci
=M, 8 =m; t=p

si VT

'Eu- (w) = ‘Pn (.’D), Fm (y) = Pm (y)l Gp (Z) = Pp (z)? o _‘ ‘: 64”5,‘0', C') L 6%’(&',7], t') + ’64[(5', n’, ) ] o
e = I
pentru restul formulei de cubaturd (74) se obtine urméitoarea expig 185 aE: ont oc
92n+3 sl 6%1‘(5!7]’» &) + 1 63.’(5!71‘ (<) (& 75 0) + a9t (&, s Q 1 a¥ (& m, D E
N T [(n +1)(n+2)... 20 e 182325 agtaqt gstat Gt oL 9841500 QE P4t HTH
o2m+3 m ¥ (Ern, Ty 26. Intr-o lucrarve viitoare vom construi, plecind de la formulele
. . 2 = ok o inferpolare pe care le-am dat in aceast# lucrare, formule de cubaturd
at LNHa el s ) e o 2 07 pentru integralele duble gi triple in cazul cind domeniul de integrare este
02048 ) l' ’ e D n poligon regulat, un cerc, un poliedru regulat sau sferi.
2p+3 [(p+ 1) (P +2).... 2] ar”
——— e gotom g ol OBOBILIEHME HEKOTOPBIX UHTEPMOJISIIMOHHBIX $OPMY I
= 2 ok - L GYHKLNIA HECKOJbKUX NMEPEMEHHBLIX M HEKOTOPBIE
S e i Dk e Al K S A COOBPAYKEHMSI OTHOCHUTENBHO ®OPMYJIbl YUCAEHHOTO
o2n+2p+2 nlp!t e (4 MHTEPUPOBAHNA TAYCCA

v 2n]® 1) (p -+ 2) ... 2p]? 2 gy
@rn4+-1)2p+1) [(nd+1D(n+2)...2n8 [(p+ 1D (p+ 2) Pl oE™" 6t (I'(pATKOE COMEP)KAHIE)

22ﬂl+2‘p+2 mlp! 62111+21?f(5f’ T?’,

@m+1) @p + 1) [(m+1) (m+ 2) . 2mP [(p+ 1) (p + 2) . 2p* 94" HC?

B nepsoii uactn padoTel asTOpP paccmMaTpuBaeT oGOGLIEHHe WHTEPNos-
onKoi opmy el Jlarpamia AJa (YHKLHA HECKOJILKHX nepemensniX. Tak, png
ViR f (M) = f (¢4 1% - -1*) u yanos (16) aBrop pan HHTEPIONALKOE-
i Jio hopyny (17), B xorTopoit nonmHoM (18) sBnseTCa HHTEPIOJAIHOHHBIM 0~

R w2 A, i - :
" @nb1) @m1) @p+1) [+ 1) 2008 [0+ 1) 2mP[(p+ 1) 201 95™ 01”" 3bBiHOMOM HAVMenLLel crenenn, coBnajalouum ¢ { (M) ma ysnax (16), a

; on+2m+2
22)!+2J}L+3ﬂ+1 nlmlp! 9 n+2m+ WI(E"
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ocratox K, (M) oToi (hopMysibl BbIPAKEH NMPH MOMOLIM PAa3qelCHHBIX Pag
creil. /Lnd pasjesieHHbIX MACTHUBIX PAZHOCTell, OAPEfENeHHbIX HA y3JaX (g
nanel (POpMyJLl cpegHHX 3HaueHuil B nyHkrax 11, 12 u 13. '

[lnsg ocratka MHTEPNONAUHOHHON (Popmyssl JlarpamKka OTHOCHTENHQ.
JoB (23) u ¢yHruun f (M), HacTHYHO AuddepeHIHPYeMOl [OCTATOYHOE y
pas, AaHo BeIpaykeHume (28), B KOTOPOM HeuaBecTHHIE &;, £,,+ - &, Te ey
MBIe RO BCEX BXOJMAIIMX HaCTHBIX [IPOH3BOJHMIX.

Bo sropoit yactu paGoTel asTOp Mpexe RCero JIENaeT ClefyioLiue
MeYaHusd OTHOCHTEJBHO KBajpatypHoil gopmynsl Faycca. Ecnu paccmarpy
ercsl maTepnongunonuas hopmyna Jlarpamra-opuura (49), B koTOpoil ucmy
3YIOTCS B KayecTBe YsJIOB KOPHHM noauHoma (48), To B KBaipaTypHOI [
mysie (51), BbIBOAMMON Ha OCHOBaHMM 2TOH (OPMYJLI, BBITAJYT BCE Ko
(uunenTsl Bj;, B NPENNONOKEHHH 4TO @y, Xy, -+, &, SABJISIOTCT KOPHIMY {
quHoma Jlexanapa (30). Cayuait A. A. Mapkosa [7] uMeer MecTo Toy
Korga k =m,r, = 1y=--=r,= 1wk, = (it =1, 2,-+-, n) Ksagpary
dopmyna (54), k xoTOpON TaKHM OOPA3OM NPHXOMAT, SBJIAETCA KJIACCH
ckoil dopmynon Taycea.

Ha ocHosanmn aTux sameYanuil BHIBOAWTCS KyOATypHas qopmyna pf

laycca (66), cremens TouHOCTH KOTOPOIl (2n—1, 2m—1).
[ xoadpuumeRToB 5TOI (hopmynsl fatwrca Gopmyst (67), (65), (i
B Kotophix P, (z) u P, (y) asndiorcs mosuHoMmamu Jleykanapa n-ii creng
COOTBETCTBEHHO 7-H cTeneHd. VIcmonbsys mpejensHeiil cayuail (69), ap
BHIBOAUT appexTuBHOE Bhipaykerue (70) octartra (69) dopmyns (66).
[Ipegpiayie pesyabTaThl PAacCUpOCTPAHAIOTCA 3aTeéM HA TPH MepeMeny
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Dans la seconde partie du travail, Pauteur fait d’abord l'observa.
on ci-apres sur la formule de quadrature de Gauss. Si on consideére
ormule d’interpolation de Lagrange-Hermite (49), qui prend pour
aends les racines du polynéme (48), dans la formule de quadrature (51)
_ gbtenue en raison de la premiére (49) — tous les coefficients 5, vien-
it & disparaitre, dans ’hypothése que a, gy - ., @, soNt leg '{acines
n polynéme de Legendre (30). Le cas de A. A. Markoff [7] est obtenu
pek=m rn=71r=...=7r=1 et A\ = g, (t=1;2, ...,n). La
pmule de quadrature (54) a laquelle on aboutit de cette maniére est
ormule classique de Gauss.

Fondé sur cette observation, Iauteur établit la formule de euha-
pe du type Gauss (66), de degré d’exactitude (2n — 1, 2m — 1).
Pour les coefficients de cette derniére, los formules (67), (65), (68)
nt donndes; dans ces formules P, (z) et P, (y) sont leg polyu,(*)mes
Legendre de degré n, respectivement m. A Daide du cas limite (69)
uteurﬁ)déduit Pexpression effective (70) pour le reste (69) de la fm'j
e (66).

Les résultats ci-dessus sont ensuite détendus & trois variahles.
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(18) est le polyndme d’interpolation de degré minimum qui coilf

avec f (M) sur les neuds (16). Pour ce qui est du reste B, (M) de df

formule, il a été exprimé a Vaide des différences divisées. Relativen
aux différences divisées partiellement définies sur les nceuds (23), [
teur donne les formules de moyenne des points 11, 12 et 13.

Pour le reste de la formule d’interpolation de Langrange, rela
aux neeuds (23), et la fonetion f (M) partiellement dérivable un noml
suffisant de fois, Pexpression (238) est donnde. Dans cette expresif
les inconnues &, &,, .. sont les mémes dans toutes les dérivées |
tielles qui interviennent.

r
‘3 =

(2]
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