CONSIDERATII ASUPRA INTERPOLARII POLINOMIALE
A FUNCTIILOR DE MAI MULTE VARIABILE
DE
D. D. STANCU

§ 1.—Formularea generald a problemer inlerpoldarii polinomiale a func-
fiilor de mai multe variabile. Polinoame de interpolare de grad (ny, ny,. . . )
st polinoame de interpolare de grad global n.

1. — Sa considerdm un spatiu euclidian cu s dimensiuni E, si si notdm
cu f (M) = [ (&, 2,..., 1) o functie continud si mirginitd definitd intr-un

domeniu D al acestui spatiu.
Sd presupunem cid se cunosc valorile functiei / (M) in N puncte

M, 8,8, i=1,15) (1)
care aparfin acestui domeniu — si se cere si se aproximeze aceastd func-
tie cu ajutorul unei funcfii continue ¢ (M) care in punctele (1) coincide
cu valorile ei, adicd ba o

f(M) =0 (M),i =1, N (@)

iar in celelalte puncte ale domeniului D ¢ (M) reprezinti exact sau aproxi-
mativ functia f (M).

Procesul calculdrii lui f (M) cu ajutorul functiei ¢ (M) in punctele
lui D, care nu coincid cu cele de la (1 ), se numeste — dupd cum bine se
stie — interpolare. Functia f (M) a cirei expresie analitici n-o cunoagtem,
sau aceasta e prea complicatd pentru a putea fi utilizati in practics, si ale
cdrei valori in punctele (1) sint date (intr-un tabel), se numeste functia
de interpolat, punctele (1) se numesc nodurile sau punctele de 111terp01are
iar funcfia ¢ (M), definitd mai sus, se numeste functie interpolatoare.

Din punct de vedere geometric a inlocui funcfia f (M) cu funcfia inter-
polatoare ¢ (M), care verificd conditiile (2), revine la a inlocui hipersupra-
fata # = f (M), prin hipersuprafata u = ¢ (M) care trece prin punctele
Qi [ti, 6 ,.... 86 ; f(Mi),],s=1, N.

2. — 1In general se cauta ca functia interpolatoare o (M} si fie cit
mai simpld posibild si care si dea o aproximatie suficientd in aplicatiile
practice.,

1) Prin i = 1, N infelegem cd 4 ia succesiv valorile 1, 2, .., N.
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Se stie ca in pdrticular polinoamele satisfac aceste coundifii. De aceea
funcgia ¢ (M) o vom alege si fie un polinom si anume un polmom algebrlc
pe care-l vom nota cu P (M).

Date fiind nodurile (1), pentru ca problema noastrd si fie determi-
natd, vom preciza mai intli gradul lui P (M) in ¢, #,..., /5. Vom presu-
pune ci P (M) are gradul cel mult #; in £, i = 1,5, ceeace implicd ca numi-
rul nodurilor (1) sd se ia egal cu

s

N = II (m + 1)

=]
In felul acesta vom putea in general determina cei N coeficienti ai polino-
mului i g

BEMY =By vy hony M) =N oo . 3 @ s oo (B () (3)

=0 iy=D
Problema va fi insd complet determinatad numai dacd urmditorul sistem
linear de N ecuafii, in raport cu cei N coeficienti a;, i, ..., ¢ = 1,7 + 1,

Jis =1, m + 1,

Ng

By e oo M (ME—"0 0 =11 "IV (4)
nu are solutii nenule.

Acest lucru nu are totdeauna loc.

Dacd numim hipersuprafatd de ordinul (my, m,,. .., mg) o hipersupra-
fajd algebricd reprezentati de ecuatia Qp m,... m, (M) = O, unde in
membrul intii figureazi un polinom de grad m;in £, 4 = 1,5, e clar ¢i daci no-
durile (1) se gdsesc pe aceasta hipersuprafatd, atunci polinoamele Py, j, . .., (M)
$i Proyy-oong (M) + Omomy oo myg (M), m,=n, iau in (1) respectiv aceleasi
valori.

De aceea pentru ca polinomul (3) sd fie perfect determinat e esential
ca sistemul (4) si nu admitd solutii nenule.

Aceastd conditie tocmai — care in cazul unei singure variabile se
reduce la condifia simpld ca nodurile si fie distincte — complicd mult in
cazul a mai multe variabile, deoarece se poate intimpla ca desi punctele
(1) sint distincte sd nu putem determina polinomul de interpolare de grad
(g, My,. .., Ns) pe nodurile (1) relativ la funcfia oarecare f (M), sau ca
acest polinom si nu fie unic.

3. — 54 presupuuem cd nodurile (1) nu se gédsesc pe o hipersupratatd
de ordinul (my, 7,. .., #y) — ceeace e echivalent cu faptul cd sistemul (4)
n-are solutfii nenule.

In acest caz polinomul de interpolare cdutat existd si e unic.

Sd notdm cu D; multimea care are drept elemente grupele de N
puncte din D care nu sint situate pe o hipersuprafatd de ordinul (1, #,, . . . 7).

Scriind cd polinomul (3) verificd condifiile

Pppge-on, (M) =f (M), e =1, N ()

si eliminind cei N coeficienti ai polinomului (3) intre ecuatiile (3) si (5),
se poate deduce expresia polinomului de interpolare cidutat,
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S4 introducem mai intii unele notatii.
Fie Dyngs + wng (My, My, . .., My) (6)

determinantul de ordinul N a cirei linie generald (ai — a) este formati

de elementele
() () (4)'

(fa= 0. 1-2,..0, flq; 6 = L2, -, s)
si determinantul

Boinenn (M My - oo Mo 1 M) (7)
de ordinul N 4 1, care se obtine din determinantul (6) atagindu-i drept
altimi linie linia formati de elementele

(. (@ ... )

e =0 g o=Vl e L e o
iar coloana ultimi e formatd de elementele f(JM,) i—=1,N si are drept
ultim element pe zero.

Cu aceste notatii expresia polinomului de interpolare cdutat va fi
Bisv oty (M 50000 My i fol 32)
Doy (Myyei00, M)

1

L(M]»IWE:---»MN;f‘M) =11

4. — Daci se dezvoltd determinantul (7) dupi elementele ultimei
coloane, deducem ci polinomul (8) se poate scrie sub forma urmitoare

N
L(M, M,... My ;f|M)= f_‘.j pi (M) | (M), (9)
1d i 1
. pi(M) = pi(M, M,,....My), i =1, N (10)

sint polinoame de grad cel mult (ng, n,,..., 7s), independente de funcfia
[ (M). Le vom numi polinoame fundamentale de interpolare relative la
nodurile (1); ele sint caracterizate complet de proprietateacd sint de gra-
dul (B, Weys 5 M) 51 cd
(1.t § =1
: ; 11
BlMy) = VOBt § =1, 2,0, .,0—1, 8 + 1,00 IV )

Putem trage imediat concluzia ci pentru o functie / (M) definitd pe punc-

tele (1) avem o
= ¥ pi(M) [ (M) (127)

pe punctele (1).
In cazul cid f (M) se reduce la un polinom de gradul (n, #g,..., #s)
aceastd formulid este valabild pentru orice M e D,
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In general x
f(M)=f§Pz (M) f (M) + Rs (M; ) (12)

unde restul Rs (M, f) este o funcfionald aditivi $i omogend de f definitd

pe punctele M, M;, (i = 1, N) care se bucuri de proprietatile

Rs [(#)5(@)e ... (#)s] =0, la =T, 0ta; 0 =1, 5).
Pe baza unei definifii date mai sus, oricirui element din D, ii cores-
punde un polinom de interpolare de grad (my, M, .., mg) pentru functia

f (M) definiti in D.
Polinomul de interpolare este o funcfionali aditivi si omogeni de
f (M). Aceste proprietiti ale sale se pot exprima pescurt prin formula

L(My, My,..., My; Af + Bg | M) =
AL (My, My, ..., My ; || M)+ BL (M, M,, ..., My; g | M).

Pentru a le demonstra e suficient si observim ci expresia din membrul
al doilea a acestei formule este un polinom de grad cel mult (n,, #,,. .., n)
si cd in punctele (1) ia valorile .

Af (M) + Bg (M), i =T, N

_Daci se fine seama acum de unicitatea polinomului (9) rezultd proprie-
tédfile enuntate.

5. — Se observd usor ci coeficientul lui
(Lll)m (t2)"g o ([,.v)n“.

din polinomul (8) este egal cu '
Apy g «oong(My, My, ..., My f)

By vinonldls My, .o ., M)
Anyuy o eng (My, My, .., My f) (14)

[My, My,..., My ;f] = (13)

unde

este determinantul care se obfine din (6) inlocuind elementele ultimei coloa-
ne respectiv prin f (M;), i = 1, N.

Expresia (13) o s-o numim diferenta divizati de ordinul (Hys Yg, =+ 5,75)
a funcfiei f (M) pe punctele (1).

Aceastd definifie se vede imediat ci coincide cu definitia datd dife-
renfei divizate de citre Prof. T. Popoviciu in [11] si [12].

Proprietétile de aditivitate, omogeneitate si simetrie de care se bucuri
polinomul (8) se transmit si asupra diferenfei divizate (13).

Nofiunea aceasta de diferen{d divizati este foarte utili in studiul
comportamentului unei funcfii fatd de un polinom, eastind la baza pro-
prietdfilor diferenfiale ale unei functii, asa cum aaritat Prof.T. Popoviciu
intr-un foarte important studiu teoretic ficut in partea a doua a tezei sale
de doctorat [11], unde a considerat functii de doui variabile definite pe
o mulfime pland mdirginiti E oarecare.
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6. — E util a considera si polinoame de interpolare de mai multe
variabile care au gradul global #, intrucit se pare ci acestea ar fi mai apro-
piate de structura intimd a funcfiilor si de proprietdfile diferenfiale ale

acestora. '
54 numim hipersuprafatd de ordinul # o hipersuprafatd algebrica

definitd de ecuatia
on (M) = on (1, 8%,...8°) =0, (15)

unde ©,(M) e un polinom de grad global # in #, #,..., 4 .
Se constatd ugor cd numirul condifiilor necesare pentru a determina
o asemenea hipersuprafatd este
N —1

unde _ :
N — (iH—S) _(» —11— s') ! (16)
s nls!

Rezultd ca o hipersuprafatd de ordinul # e determinatd in general
cind se cunosc N’ — 1 puncte ale sale — dacd bineinfeles aceste puncte
nu sint asezate in pozifii speciale,

S-ar putea insd ca hipersuprafaa (15) sid nu fie o hipersuprafatd
proprie de ordinul # ci sd se compunid dintr-o hipersuprafati de ordinul
m (< n) si o altd hipersupratatd de ordinul #» — m, lucru careseintimpld
dacd @, (M) se descompune in doud polinoame ¢! (M) si 92 (M) de grad
respectiv # si # — m, adica

Pn (A/[) == CPE,, (M) (pﬁ.m(M).

In acest caz se zice cd ¢, (M) e o hipersuprafati degeneratd.
Se stie cd s ecuatii

ol (M) =0, 2 (M) =o,..., o} (M) =0 1)
de grad respectiv sy, #y,..., 1y, au in general m = n,. #y. ... g, solupii
comune (i, #,..., t),7 =1, m. Deci cele s hipersuprafefe (17) au in

general m puncte comune. Insd dacd aceste hipersuprafefe au in comun
mai mult de m puncte, atunci ele au pirfi comune. Asa de ex. in cazul
§ = 2 dacd o conmicd are 7 (si nu 2 X 3 = 6) puncte comune cu o cubici,
rezultd cd aceastd comnicd apartine cubicei si deci ci cubica e degeneratd intr-o
conicd’) si o dreaptd. Se stie cd se poate limita in cazul s = 2 numérul de
puncte ale unei curbe ¢, (M) = O care pot aparfine unei curbe ¢, (M)=0,
m << n, fard ca ¢,(M) = O sd fie degeneratd. Aceste rezultate se pot extinde
la mai multe variabile dar nu ne vom opri asupra lor, aici, fiindu-ne sufi-
ciente considerentele sumare ficute mai sus.

ik O (n + 3)
7. — S& presupunem acum cd se da. un sistem de N' = eimils
puncte : Ml #5008 )t =1,V (18)

care nu aparfin unei hipersuprafete de ordinul # din spatiul E,.
e
1) Vezi de exemplu [20].
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In acest caz existd un polinom si numai unul
n n

G (M) = g () = M e X gia e e ) g ® (19)

i;=0 is=0

(o ... +is=mn)
de grad global cel mult # care trece prin punctele (18).
D, (My, My,. .., My) (20)
determinantul de ordinul N’ a cdrei linie generald are drept elemente

i ~ e (B =0,1,2. ., %k =15
o) ) (t')"zlri—zz—;—... ‘i =n

Bu (M1, My, .., Ny; [ | M) (21)
determinantul de ordinul N’ 4 1 care se obfine din (10) atagindu-i drept
ultimé linie linia de elemente

(tl)l-l . (tZ)f'a (o (ts)js

(@'k:O,l, e = ...,s)
; T SRR

iar coloana ultimi e formatd de elementele / (M), 7 = 1, N’ si cu ultimul

element zero.
Eliminind cei N’ coeficienfi necunoscufi intre (18) si ecuatiile
Gu (M) = f(M), i =T, N, (22)
se gaseste cd polinomul de interpolare de grad global #, care verificd con-
ditiile (22), este

Grt(M;,M;,...,]VI;\r;/IM) =

Sd4 notdm cu

si fie

By (My,..., My ;
- Fl( 1, ,,MN ,f!'M) (23)
D, (My, ..., My)
Dacid se dezvoltd determinantul (21) dupd elementele ultimei coloane se
gdseste cd N D
i—t i

Gn (M, My, My {1 M) = B (= )T 5
1= H

unde — D; este complementul algebric al elementului f(M:) din deter-
minantul (21).
Polinoamele urmadtoare

gi (M) = qi (M, My,..., My) = (—1)

(M), (24)

i1 Di (M, My,..., My
Do (M, Ma,. .., My

(i=1,9:0., N)
de grad global #, in raport cu coordonatele punctului curent M e D,sint
determinate complet de conditiile
1, Pt @ =4
(M) =3 4 ; \ ;
gy {0, b= 18 g e
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Aceste polinoame, care sint independente de funcfia f (M), le vom numi
polinoame fundamentale de interpolare de gradul = relativ la sistemul
de noduri (18).

Polinomtl de interpolare (24), adici

N
Ga(My, My,..., My, | M) = _2] gi (M) f (M) (25)
=
se bucurd de aceleagi proprietdfi ca si polinomul (9).
§ 2. — Polinoame de interpolare definite pe o pseudo-vetea de ordinul
(g, Mgyeo+r Ms). Cazul vetelei Marchaud.
8. — Este important din punct de vedere practic ca sd cunoagtem in

mod concret anumite scheme sau distribufii precise de noduri despre
care si fim siguri cid ne conduc la un polinom de interpolare perfect de-
terminat si dacd e posibil acesta sd aibd o expresiesimpld, usor utilizabila
in calcule.

In cazul a doua gi mai multe variabile a fost utilizatd pind in prezent
o schemi de noduri care se obtine prin intersectia unor sisteme de hiper-
plane paralele la hiperplanele de coordonate.

s
Astfel urmitorul sistem de N = I (#; + 1) hiperplane
=

h=tf, G =Lm+1; k=105 (26)
paralele cu hiperplanele de coordonate, se taie in N puncte
Pl’,ig ey [s(t}l, t?zb“'ltis)’ (27)

=l S e s e B T L G

care sint distincte daci intre hiperplanele (16) nu se gésesc unele confundate.

Se poate arita gi direct, ci in acest caz existd un polinom de
interpolare de grad (#y, #,,. . ., #;s) §i cd acesta e unic, cici determinantul siste-
mului (5) este format din produse de puteri de determinanti Vandermonde
de numere distincte, — lucru care se dovedeste fard prea mare greutate
din aproape in aproape.

Zicem cd punctele (27) alcdtuiesc o refea simpld sau o refea hiperpara-
lelipipedicd sau o refea Marchaud '), de ordinul (ny, #,,... %s).

Asemenea retele au fost intrebuintate de O. Biermann [2], [3],5. Na-
rumi [8], L. Neder [9], J. F. Steffensen [19], T. Popoviciu [11], [12],
D. 1. Berman [1], $. E. Mikeladze [7], J. B. Scarborough [17], I. Merli
[6], E. Pflanz [10], etec.

La o distribufie de noduri de acest fel sintem condusi dacd de exemplu
se cauta un polinom de interpolare pentru functii de multe variabile pe
care vrem sid-1 obfinem printr-o suprapunere (aplicare succesivd) de poli-
noame de interpolare (Newton sau Lagrange) de o singurd variabild. De
fapt in general in acest mod au procedat majoritatea autorilor citati mai sus.

1) Dupid numele lui Marchaud A. care le-a utilizat sistematic [4] in eazul s = 2. Aceasta
a infrodus denumirea de retea de ordinul (n,p).

4 — Buletinul Univ. ,,V. Babesg' si ,,Bolyai’. Seria st. naturii, T. 1—2, 1957
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9. — Intr-o comunicare pe care am ficut-o in acest an [18] am ardtat
o distributie de noduri mai generald care ne asigurd existenta si unicitatea
polinoamelor de interpolare cautate pentru o functie oarecare f (M) si
care prezintd o mare suplete.
S
Este vorba de urmitorul sistem de N = II (mi + 1) noduri
=
== = e ! .
M. g = M{Li_,. S5t (tr'.’f'fli:a" VA lf;; i '.\‘) (28)

=T, m+1; k=1,5)

O asemenea distribufie de noduri vom zice cd determinid o speudo-retea de
ordinul (#g, #,. . ., 7).

Se observi cd avem s ! distributii de acest fel. In cele ce urmeazi vomn
utiliza insd mereu distributia (28).

54 demonstrim existenfa si unicitatea polinomului de interpolare (9)
corespunzitor speudo-refelei definitd de punctele (28).

Vom scrie mai intii polinomul (3) sub forma

HS
E A &) (tl, 52, ol ts—[) (t"")k, (29)
unde it

AW (t])iz,'_”.fs—l), (520,],2,...,%s)

sint polinoame de grad (i, #y,..., #s—1), si vom face demonstratia prin
inductie completa asupra lui s.

Pentru s = 2 avem sistemul
2

Puwnoony (Myw) = X AW (6,) =0
Go=1,7 +1:4, =1, 5, - 1)
Fixindu-1 pe 4 i facind ¢, = 1, n, + 1 obtinem un sistem omogen de 7, -+ 1
ecuatii lineare cu mnecunoscutele AW (¢) (k=0,1,..., n,); determinan-
tul acestui sistem este determinantul lui Vandermonde :
V(8 ot

care e diferit de zero, nodurile fiind presupuse distincte.
Rezultad cd

2
G tf], na-1 )

ARG )= 10, (=01, .. )
si deoarece acest lucru e adevirat pentru ¢, = 1, n, + 1, conchidem ci
AW () =0,
Dar acesta ne spune ca
Py (M) = Py 0L 2Y =10

si deci cd sistemul (4) pentru s = 2 n-are solutii nenule.

Consideralii asupra witerpoldrii polinomiale etc, al

S admitem acum cd proprietatea e adevdrata pentru s — 1. Tinind
seama de (29) sistemul (4) se poate pune sub forma
ng

. 10 2 s=1 s (o
N AR (Ui sos s el b doy) W Y on ) = D
s—1
k=0 S il 3
Daci ii fixdm pe 4;, %y,. . ., ts—1 $i facem i; = 1, ng -+ 1 vom obfine un

gistem linear si omogen de 7s -+ 1 ecuatii cu tot atitea necunoscute. Deter-
minantul acestui sistem este

S L
Vthw:.- fgeq, Tavie bids = s

__ care e diferit de zero. Rezultd ca

is—p fs + 1)

s—1

ACh B e e =0
(Br=0108 s i

Intrucit proprietatea a fost presupusd adeviratd pentru s — 1, rezultd
in definitiv cd
Byniig o (k) =1,
si cu aceasta cd sistemul (4) nu admite solufii nenule.
" 10. — Pentru sistemul de noduri (28) se poate duce fird greutate ex-
presia efectivd a polinomului de interpolare de grad cel mult (n, u,,
., 1) relativ la functia / (M). Cu alte cuvinte se poate gisi efectiv
expresia polinoamelor fundamentale de interpolare (10) ale polinomului (9).

Introducind notatiile
ny+1

m{i (AR | (,5"‘) aF H (Jk i ‘ffl Bl 30)

ir=1
(=SS )
se gisesc urmitoarele expresii pentru polinoamele fundaméntale partiale
de interpolatre _ ) .
k i
; Uity -+ gy (t)

Wiy (1) =
& g e {4 ke k
(tfl~7£;],'g...,'k) 1!’;{,‘2...1",;_1 (ﬁjl...[k)

(k=12 ...,8)
care sint determirate de conditiile
) 1, ptiz=%k (32)
B ety (Do i) =
4 k r 0, pt. »=12,...,—1, b+1,... 0+ 1.

Cele N = fI (ni+1) polinoame fundamentale de interpolare (10) sint:
i=1

Py, (M) = b (8) Bu () oo B on iy (F) (33)
(ba=1,544+1; a=1,5)

Aplicind succesiv, incepind cu ultima variabild, formula de interpo-
lare a lui Tagrange cunoscutd de la o variabild, se gdseste cid polinomul
de interpolare (9), pentru pseudo-refeana (28), are urmitoarea expresie:
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n, 1 ng 1
Lpjnes g = "% =" ¥ I, () ...l W (34)
=1 fg=1
11. — Vom transcrie aceste rezultate in cazuiile spatiilor E, si E5 mo-

dificind putin notatiile folosite pind aici pentru a le avea agsa cum le vom

utiliza, in aceste cazuri, in aplicatiile pe care le vom face.

In cazul a doud variabile fie funcfia
[(M)=f(xy)
si pseudo-refeaua de ordinul (n,m) definitd de puncteie

G=1n+1;k=1m+41)

Mlk ("\' :vrk)’

Dacd utilizim notatiile

n-+1
)= (=)

=]

polinoamele fundamentale partiale de interpolare (31) vor fi
(%)
¢ ()

hifx) =

x—:r;)

m+1
vi (v) = 11 (v —yu),
k=1

v (¥)

S (¥) =

t=1,n+1; k=1m+1)
iar polinomul de interpolare (34) va fi in acest caz

u (%) , vi (¥)

nl ml

(v — 2u) i o (vie)

an % ',V E Z

sau mai scurt

n+1

Lym (M) =

i'=]

=1 (v — x)w (%) (y — Vi) 7)’{' (Vik)
m+1

Y, G (%) g (v) (M),

k=l

In cazul a trei variabile avem functia
1 (M

care se interpoleaza pe sistemul de noduri :

) =1(% 9,2

My (%0 Yikr Z1xy)
k=1,m+1;j=1,p+1).

Pl

(i=1,n-+1;
Alaturi de (37) mai folosim notatia
Wik

(z) =

IT (2 — zigy) -
=1

Polinoamelor de la (37) le mai atasam polinomul

jl(kj (Z)

Wik (Z)

(z — 2ug) wir (2iky)

(35)

(36)

(38)

(39)
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Cu acestea, polinomul de interpolare de gradul cel mult (n.m,p) defi-
nit pe sistemul de noduri (41), relativ la functia (40), se va scrie
Lmnp (J\:, Vs z) =
1 m+1 pt! u (% 7 i
2 ( }.r ! (y), i< (42 / (ﬂ’frkj) (42)
k=1 j=1 (/t i 5'6,‘) u (’V,) (}’—:Vu:)'ﬂi (yl'.t) (Z—'ij) Wik (ngj)
n+1 m+1 p41

I
iME

?rzllzi seurt  Lnmp (M) = Er J‘ZI ;21 bi (%) giw () hirg (2) [ (Migg). (43)
= = =
12, — In cazul particular al refelei hiperparalelipipedice definita de

punctele (27), rezultatele precedente se mai simplificd. Notim cd acest
caz particular e deosebit de 1mportant din punct de vedere practic — mar-
turie sint largile aplicatii primite in lucririle autorilor citati la Nr. 8 din

acest paragraf.
Polinoamele (20) in acest caz devin
nk =1
W ()= T ¢ —th), k=15 (44)
=1
jar polinoamele fundamentale parfiale de interpolare (31) iau forma
]'.kk “k) - la’-k ([")
LR e o ey G
(& — i) w0 (f)
Formula (34) ne conduce in acest caz la polinomul clasic de interpo-
lare al lui Lagrange cunoscut pentru mai multe variabile )

(o= T75) (45)

m-1 ngt1 s _— . 5 ‘
Lueoong MY="% + -+ ¥ T &G Aot @6)
=1 igHl =1
In cazul a doud variabile vom folosi notatiile
n=-1 m--1 I
u(x) =11 (¥ — %), v ) = II (y —¥) )
=1 =1
Il = s M@)o 1 ()= e R T (18)

= kY= r
(% — x) o' (%), v — yu) v ()
Polinomul de interpolare de grad cel mult (n,m), definit pe reteaua
dreptunghiulara

M, (% %), t=1Ln+1; k=1 m- i (49)
se scrie ; (xl, Kosovos Bpyy / x) 5
Yo Vaseoos ym+1 v
n+1 m=1
e __%(x)’ 'U(y), f(x!,yk):
=1 k=1 (v — x)w’ () (v — ) v (V)
n+41 m-1 I 2 o
- Y A@E) f (- (50)
i=l k=l

1) Vezi de esemplu: D. L. Berman [1].
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§ 3. — Studiul diferentelor divizate in cazul distributiilor de noduri
de la. § &.
13. — Vom reveni acum asupra diferentelor divizate in cazul distri-

butiilor de noduri (28) si (27), care sint de mare utilitate din punct de
vedere practic.

Diferenfa divizatd (13), in cazul pseudo-retelei (28), se poate pune
— finind seama de expresia polinomului de interpolare de la (34) — sub

forma urmitoare
/\ul Mg ovn Mg
£ o

" i+ ngtl F O Mist e jc)
:‘l_-"hrhfz"'fs; ﬂ = E Z —s'“*lh-k‘ ,r-. ) (51)
= fg=1 ;_I]'Hn oo G (Fintee o o ig)
cu notatiile de la (28) si (30).
O s-o numim diferenta divizati de ordinul (n,..., ns) relativd la

functia f (M) si pseudo-reteaua (28).
-In cazul particular al refelei Marchaud, determinatd de (27), aceasta

devine
Dul G o
G e o il

B G s Boh

s ) 1 ﬂ_-.-*Hf /! Tl

o R BT e

2, 12, s ikl [ (M) | = Y - ( ) (h2)

- et Mo
BRI § (T
k=s

Forma aceasta pentru diferenta divizata de ordinul (ng, ny,. . ., i)
a fost data de citre Prof. T. Popoviciu [12] intr-un memorit mare si foarte
important aparut in anul 1938 in ,,Mathematica” .

Relativ la diferenfa divizatd (51) dau urmatoarea formulil, care per-
mite sd se vadd care este structura expresiei sale

/\1;1 Ny vov Ny
vio g

g
-1 ” . ng—q+1
= | Ao tackt iR B B [, Bt o Y BT (Y
=] Tl =1
'J:f;\l”.f.q_ll'"'Df?]...fs_l.fls-l-l;f(ﬂf)]--]]. (53)

1) Aceastd formuld pentru s == 2 am dat-o in [18].

Considerafii aswpra interpoldarii polinomiale elc. 29

In cazul diferentei divizate (b2) aceasta se simplifica astfel
Dmi e
' By Bgas 0y
1 P L IR s g -
[t!:' L] 'fn;+1 ) U] gl elg tllz+1 diww vy [tl SR Z’IMS{-] ) f]' . '}] ('){1)
i simbolul -
gt (B Rt » 5 O 3
care opereazd mai sus este un operator simetric care pe mulfimea de puncte
(27) se bucurd de proprietétile de comutativitate si asociativitate; e evi-
dent cd acest lucru nu are loc in cazul Iui (28). Asa dar in cazul unei refele
Marchaud o diferentd divizata de ordin (uy, 7,,..., #s) este o suprapunere
de s diferente divizate unidimensionale de ordin s, & =1, s, ordinea de
suprapunere fiind arbitrara.
Cunoasterea formulelor (33) i (b4) e foarte utild gi din punct de vedere
practic. Aga de exemplu, in cazul cind coordonatele corespunzitoare ale
nodurilor sint echidistante aceste formule ne conduc la o exprimare simpld

a diferentelor divizate cu ajutorul diferenfelor simple, ordinare.
Intr-adevir, tinind seama de formula

s ol T o iy e o )] e SR (55)
nlh
unde L . el :
Ai [ (%) =Y (—1) (1) f (%o +ih),
=0

dacd se considerd pseudo-reteaua determinati de punctele

ty =to+ (g — 1) b
8 =80+ @ — 1) hy

A | ek
(m e ) (D6)

& S . -
f‘fl 12. oy fs = tfl fz. 3 .fs_l ,0 + (?’S_ l)hii 1'2. % fs_[)

formula (53) ne permite si dam urmitoarea evaluare diferentei divizate
de ordin (n,, #y,...; ns) definitd pe sistemul de noduri (56)

/\n:l Ny vo N (57)
(A TP

=] Tz n
1 ARt 1 Ay, el 2 AV J
= ny Z Zf;( D) N2 2 lﬁ iz (tfnu) 13 S
mlngl...us! h i= i, | a=1 b l
= 1 ”S
l”s ﬁ—i— el (t"? . ) A'F"'l R ! L 2 420 ) el
...-'. Uf oo o lg—q iI”-fs—]-l'U ;{"2—]‘(150, B om i) if)ivii Lgmatio l
fe—1=1 i dg. v gy .
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In cazul particular important
by =ty 4+ (4, — 1)k,
£ = f§ + (b, — 1) I

(=L m i e=173) 58

t, = to + (ts — 1)hs,

~

sintem condugi de (54) la formula

Ditl My o oo Wy
I e 59
4t da (59)

1 o !
— 1 Hz Al 1 2 §
wyloos b LB BT ”1 Bty Ah-zf (0,0, 85) =
. &
il
1) Au rl Ms ‘
O S e S e e f( )
unde
My Nyooilly AN n, g
¥ A 1 .ﬂ: > Ah: Afr; B A.fr:f il
n, Ny i 5
i 4\ Ce g = — (M n )
e = (h) (B b
jl:() js =)
[, ) (60)
Formula aceasta a fost datd de asemenea de Prof. T. Popovicia [12] )
14. — Avind in vedere formula de medie de la o variabild
) (n)
lotyy @ayienos Sarfin 5 ] = /—(Ig)— (61)
n!

unde £ este un numdr cuprins intre cel mai mic si cel mai mare din nume-
rele oy, i =1, n + 1, si finind seama de formula (53), putem stabili urma-
toarea formuld de medie

Ahm...ng 1 | g™ mel | ) gl's 1 ng—1+1
| T, I 3!

N2, 00 (g ZII
Ty I Z a(t ])ns,_] ! 2 L5

lfl mo L

s—1 §—1 6"3
s (BT = M) : s—1 z
gl(tRlE= Eti.. () E Gl G Er
k ]
unde & -+, este un numir cuprins in cel mai mic interval care confine
ot B (p =1, + 1),

numerele £ R

1) pag. 58,

~1

Considerafii asupra interpoldrii polinomiale etc.

Formula aceasta am dat-o deasemenea, pentrut cazul s = 2, in comu-

nicarea [18].
In cazul retelei Marchaud de ordinul (my,n,,...,ns), despre care am
mai vorbit, formula (62) se reduce la formula de medie
tl: t2s vy t}h-{—]
I)Illﬂ'* = R f < a

i 2, ...‘_T
S 8 s
rflJ f’21' Xy tlls—l-l

il ¢ a.ur. + . g
T R ] /(M) (63)
mlngl.  tug! g % e M = (Q,

SO =0 B2 ) E)
jar £/ este cuprins in cel mai mic interval care contine numerele # (4=
— 1, n; + 1). Aceastd formuld se cunoaste (pentru s = 2) de la J. F. Stel-

unde
W — Mt

fensen [19] fncd din 1927.

15. — O sd dau acum citeva formule de descompunere si de recurentd
pentru diferenfele divizate.

Pentru simplificarea expunerii o sd consider cazul a doud wvariabile,

Avind functia [ (M) = [ (x,y) si sistemul de noduri (36), diferenta
divizatd de ordinul (n, m) conform formulei (51) se poate pune sub forma

=1, atl  m1
% ;/}( Lokl E [ (%, Yu) (64)
Vig k=1 ' (%) 'Uf(yrk)

k=1,m+1 =
Mai explicit, pentru a vedea mai usor legea de formare, precum si
coordonatele nodurilor care intervin, o s-o notdm deasemenea si astfel :

-f] (65)

= 1]
¥t Lo o o YVt m+1

nm
A =

Ko Ko, oo, Xpg

l:yu»- ceaYimL s Yepse oos Yooml 5. e
ne stabileste cu usurinfd urmditoarea formuld de descompunere a
diferentei divizate (64), in raport cu x

[x, ;fJi=I’"+l & [xf : f(x,y)Ji:ﬁj 5
Yik k=1, m+1 Yig g (%) k=I, m+1

X f(xy)]i=pFinFl L,
Vik ' "y (x)] (&5

k=1, m+1
unde
p n--1
w (%) =11 (¥ — %), (%) = II (% — ).
=1 i=p+1

De aici se deduce imediat formula de recurentd relativd la %

i~ e

Vik k=T,m=F1 ¥nt1 — % \LVik k=1, m+1 Yik k=T, m=+1
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Avem si o formuld de descompunere in raport cu y, care ¢ insi ceva
niai comphcata din cauza dependentei ordonatelor nodurilor de abscisele

lor ; _ ’
(=1, nF1 X i=1, i1 % i=1,n+1 e
[" oA _”+ —‘L ; 4 j+ ﬂ'—r’ ;L i (68)
Vip 'p=1, mF1  Vip Us 'p=1, s Vip U1 lp=s+1, m+1
unde
n+1 n-+1
v, = v (%,9) = Zl L (x) o (), vy = v, (%, 9) = )j, L (
=
iar
&) m+1
wi () =T (y —yp), 8 ()= T (y—y,).
p=1 p=s--1
In cazul particular foarte important
Vik = yyk, (1': — 1, " ‘—I“ il ,}t’ -— 1, m + 1) (UU)
formula de descompunere (66) devine
‘\,l ) gt J 2 [ Biseoos By (xl,y)’ [ Fe e g L(t)’)’ (7"))
yl." L) ym+1 ' 3/],- M) ym-]-l I '”z {"“‘) yL: ASe ey ym-l-l i (s (9‘:)

Din (67) si analoaga sa deducem formulele de recurenta

[ e e o S it : fJ
f}— Y1+ o5 Ym-p1 Voo o Vi , (71)
X1 — X
: Kpye ooy Xpp E J [ Hppenn, %,H_]‘ J
S o xn+1; Viliste = Pt et b St e Bt . (72)
Y15+ o0 Ymt1 Vgl — Yy

Formule de acest fel se pot deduce imediat si in cazurile s = 3, 4,.
dar nu le mai dau — ele fiind evidente daci 1:11;1@111 seama de formulele
foarte importante (53) si (b4), de caracterul linear al diferentei divizate
si bineinteles de formula de recurentd a diferentei divizate unidimensionale.

=

Npyoo oy Xpepp

Yise ooy ym-{»l

S 4. Formule de medie pentru diferentele divizate definite pe retele simple
de omimwl (g, Mg, ., ns). Functii comvexe de ordin superior.

16. — In cazul retelei Marchaud de ordinul (n;, #,;..., n), despre
care am mai vorbit, formula (62) se reduce la formula de medie

I A |
t[] ['2 P mmaaiy tfi']‘*]'l

- T 73 — j —
Bt el
1 Rst (73)
e
- 1 I 5” n f (]M) l
g Lo L LA SN ™s. (zt)"q | M =0,

Considerafii asupra inlerpolarii polinomiale ete. oY

unde

BRI (=t S R SR SO L2 B R B e
jar £/ este cuprins in cel mai mic interval care confine numerele lfj(z'j =
=1, + 1). _
Aceastd formuld in cazul s = 2 se poate vedea in lucrarea [19] a lui
Steffensen publicatd in 1927.
17. — Vom stabili acum o altd formuld de medie importanta.
I'ie s numere naturale p;, p,,..., ps astfel ca

l=di=mn + 2,

Se verificd imediat, finind seama de formula (52), cd

b =1, 8

1 1 |
i‘]:'ti;---;tn]_i_g 8

S| __;.H(li—/-:.[-)f(ﬂ’[) ==
i=

e J
B sy If};.ﬁl , ﬁ:n-H A frl:[+2
==l = — — — (M)

‘EI e JCHORON l",ll\“-"—*l ) ﬁ;"s"l‘l PECRCRO ":;“;S-{-Z

Ifolosind identitatile
(e — 1) (' — th +2) o (tn, +2
!‘»;},-4-2-; ]
(=Rl S s

—ty) (£ —1)

t— =

aceasta formula ne conduce la formula de medie

1
fll f fpl—] ) [p,+h ) f'r1+2
—————————— L) | =

5 {l\ » ) [P&_I 2 ‘tﬁq-l-] AL S l}!¢+2 (71)
il 2 < 8 fig 18 . o g
= i E EA}l"'AjS J'lf'a---f.:’

0 Gtz — 4) 51 =
unde i—1 : :

: Ak — tfk’f: =, 5’]‘ ) AZ == t.'rk + 2 — t’i:

(k=1,2,...,9)
: i i
4 WMy . . T {J'x' ﬁfrl-l s oo bkm
S L R SRR B

Jfae o 1 s
bor Lt oo+ o igtn
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De exemplu, in cazul s = 2 aceastd formuld se scrie

]

rcl,. sy Xp—1y Yplye ooy Xpg (% y)] ==
yl" w o Yo—1, Yot oo, ym+2

1 ot e e
=== {("P — %) (g — ) rﬂl ais N f’ M
(er-l = 3‘71) (j’m+2 == yI) Y 1se oo Ymt

:Uz, O ,\:"_}_2

, Vise v os Vm+t1

e s 0

{ I 1 LT (42 — %) (Vmgo — yq)l 4 nes /”
Vore v s Ymt2 Vore v vs Ym42

18. — In cazul unei variabile Prof. 'I'. Popoviciu a dat in mai multe
lucrdri [13], [14], [16], urmitoarea teoremi de medie :

Dacad avem sirul ordonat

+szﬁﬂh—%w ;d+tw—aﬂmﬂ—%m

B < Xy <...<%m M=n-+2) .
orice diferen{d divizatd de ordinul » | 1 pe n -+ 2 puncte extrase din
giral (75) este o medie aritmeticd (generalizatd) a diferentelor divizate de
ordinul # + 1 luate pe puncte consecutive din acest sir.

Adica avem
m—n—I

[0, Higy + oy Kiyy s f] = ):': Ao 1%, Fiopton oo Febabts 1
=
unde coeficientii 4; > o nu depind de f (v) si
m—n—I1
A==

X =1
1ar

1=i <ty < ... < ilpig=m.

Avind in vedere cd in cazul unei refele Marchaud o diferenfd divi-
zatd de ordinul (ny, ny,. .., ns) este o suprapunere de s diferente divizate

unidimensionale (vezi 564) de ordin ng (k = 1, 5), ordinea de suprapunere
fiind arbitrard, aceastd teorem# se va putea extinde imediat la cazula
s variabile

Anume avem teorema de medie:

Daci in spatiul euclidian E; avem urmétorul sistem de N = m, ms . . . iy
puncte

Bt B0 o 8 (76)
. ('l:k=1,2,...,”bk;k:1,2,...,5‘)
si presupunem ci
< BNt v

Consideralii asupra interpoldrii polincmiale ele. 61

orice diferentd divizatd de ordinul (n, + 1,1, +1,..., 0+ 1) pe N' =

IsI(’r“?-k + 1) puncte extrase din (76) este o medie aritmeticid (generali-

k=1 i
zatd) de felul urmétor

1 1 1
ii[-l’ li1.2’ ey éil,rn‘!‘Q
s s o
bigo bigar - o ligp go

] Y 1

l A
m—m—1 g —ng—1 o Uit j:[-—nlil
= 2 s E Cj"jl""j.? 1 LN A S ?'f(M) !
h=1 Je=1

B Bablin s vio 5 Bfembl
unde coeficientii

Ciir Jar =+ -0 k=0, (e =1,2,..., 0 — 0 —1; 2=1,2,..,,8)
sint independenti de functia f (M) si

mi—ny--1 mg —ng 1
Y Chudaeenfs =1,
Ji=1 Je=1
iar
1=1, <¢'p|2 == sl <7"p,rrp+2 ="
(B =T N <)
19. — Vom spune, impreund cu Prof. T. Popoviciu [14] cid o functie

f (M) finitd si uniformd intr-un hiperparalipiped D din E, este convexi,
neconcavi, polinomiald, neconvexi sau concavid de ordinul (my, g, - 0
dupd cum avem

| 1 1
by 0oy o vs tppo

%, 8 7
Iy 62,004, bpyt2 ,/(A’[) >,§.£,<O. (78]

B 5 Bgyer o3 S

oricare ar fi punctele P (t},, A i ) (B =1, m 12, k =1, 5)din
D care sint nodurile unei refele simple de ordinul (ny, n,. . ., ns).
Acestea alcdtuiesc clasa importantd a functiilor de ordinul (i, n,,. . .,
Hs).
1 Functiunile polinomiale de ordinul (n,, n,,. .
pseudo-polinoame de ordinul (n,, n,,. .., 1,). 3
Sd consideram, in particular, ci /(M) e definiti pe cele N puncte
de la (76).

., ) sint aga denumitele
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Conditia necesard gi suficientd ca [ (M) si fie convexi, neconcavi,
polinomiald, mneconvexd sau concavd de ordinul (n, n,,..., ) este ca
/ = i
G Lkt s oo b
3 2
by bty o -

9
<o bkt S e e i

48 48 s
ﬁj&_, Ifj“__f_l, BL sty i5jl‘.+r;‘¢+i v
Up=1,2,...,mp —#p —1;p=12,...5)

Aceasta rezultd tocmai din teorema de medie de la punctul precedent
si definitia de mai sus a functiilor de ordinul (n, #,,..., ny).

Proprietdti interesante si diverse detalii asupra funcfiunilor convexe
de una si doud variabile reale se pot vedea in importanta monografie [14,
publicatd la Paris in 1944 de citre Prof. I'. Popoviciu.

§ 5. Formule de interpolare polinomiald. Diverse expresii ale vestului.

— Sintem in mdsurd acum si stabilim, la fel cum s-a ficut in cazul
unei variabile, formule de interpolare polinomiald, dind si expresiile efec-
tive ale restului in aceste formule.

Dacd incepind de la ultima variabild se aplicd succesiv formula de

interpolare a lui Lagrange, se giseste in cazul functiei f (M) = f (&,
£,..., ) si al nodurilor (28) urmitoarea formuld de interpolare
[ (M) =Ly ... ng (M) + Ry (M), (79)

itlakss Moo i

are expresia
sl np—q+1
Ry (M) = B (B s e T LB (80)
s 2 E RS Z h SO el S (Levelp—=l] e . lp 2 &

p=1 i=I ip—1=1

ng (M) este polinomul de interpolare (34) iar restul R, (M)

unde
- 1 -1 - ) $
Sﬂ"'l‘p_] o [tp.v tll; "-!p_l R ttpl“'!'.n_l s Hp+] ’ f (ﬁf])"';tﬁ)l 5 .’1'},73'3 éi;"':‘ig)]‘ (81)
Tinind seama de formula de medie (61) si presupunind ci f (M)

admite in D derivate de ordin 7, + 1 in raport cu ¢, (p =1, s), restul
se poate pune si sub forma

s m+l np—j+1

1 —1 —1 )
Ry (M) :,JE. Yo B e Bt BNl ()
= hi=1 Ip—1=
1 anpwl-l ) = ,
* == f (’ffll;' "y tfi 1 % i'p_ll Efl o 'jp—l 3 tf)—l-l ts) (82)

(mp + 1)1 g (£2) "t

Asa de exemplu in cazul a doud variabile, folosind notatiile de Ia (35)
si (36), avem formula de interpolare

[ (% 9) = Lym (%, 9) + R, (x ) (83)

Considerafii asupra inlerpoldrii polinomiale e, 65

unde Lnm (x,y) este polinomul de interpolare (38), iar restul conform lui
(80), are expresia :
| ‘ n4-1,
Ry (%,9) = u (%) [2 %, . % | (% 9)] 4 Y o (%) wi ().
: i=I
L v Y men s F (%) (84)
u@ (&Y "i‘ i@ oily) ") (Eun) g
(n+1)! ) E"+| i=1 (m41)! d mm+l
In cazul lui Eg (79) ne conduce la formula
f (x) % Z) — I’Hmp (“\:J y. 2;') + Ra (;"“J y) Z), (86)
unde in membrul al doilea apare polinomul de interpolare de la (42), iar
restul se scrie

B, 2) = w(x) [2 %,

gatt dupd (82)

Rz (%, y) =

n+41 ]
o Xt F (%, 9, 2)] + gl Li (%) vi (y).

n+1 m+l1
WY, Vilys o o ViomeL1s il 7 2)] + 2 Z li (%) gik (v) wik (2).
i=1 k=l

2, B ymn w2tk a5 ] (20 Vi 2)1, (87)
20. — In cazul retelei Marchaud de ordinul (n, n,,. .., ns), formula

de interpolare (79) devine

(M) =Ly, .. n (M)+ R (M), ~(88)

unde Lny #y ... ng (M) este polinomul de interpolare (46) iar restul in
conformitate cu (80) se scrie

s ml fy—1
R (M) = ;,Z; _EI i A . L) oo B R ST, R
=1 == {ﬂ-lz

unde
P il 1 .
st =[", t],...,t,‘,’p_]_l ,f(t,-l,,,.,zf;‘;,_j,tP,_..,g-r)].

Dacd tinem seama ci

1 fp+1

1 —1 —1 o]
-21 e ¥ Bty o BT WP () ST =
n= p_l

= u (" L p 3 e

unde = u" (") [ ¢ ,tl,--..i,,erl,l],
m+1 npiq

l = = = L

RS IR HES U0 R el [ AR e

i=l ip=1
i se aplicd din aproape in aproape formula
n-4-1

f (%) =L (g, .y angrs /| ) Jrg (@ — o) (%5 0 yxovs Ot s [ls
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obfinem in definitiv urméitoarea expresie foarte simpld a restului din tor-
mula (88)
F Rl — (90)

= Yl () [, 8., s F (M) T —

— 1 (1) 5,2 (42 ‘tl'tll'---atrlxﬁl .
L@ () | 3 5" " 2 i f () | +
ol bt

171 1
TR T |
4+ B @) @) ut )| B A, ..l (M)
2 i
y U1y e v ey Vgl

1 41 1

b, i, 32,---,&[1,+1

2 2 2

t,t;, 121"‘thlﬁ+1 s ]’ (M)

tsr tl: t;_: ey ﬁ;&‘-l-l
Forma aceasta a restului a fost datd de J. F. Steffensen [19].

Se observd imediat cd restul sub forma (90) are 2* — 1 termeni.
In particular in cazul sistemului de noduri (49) formula (84) devine

RL’ (%, 3’) = (I) [x’ Niyeons xn—i—I ) f (x, y)] ap "U(y) [_'V, A e ym-H ; f (x,y)]

X Kppe s Xy
s 1|

Vo Vise oo ym.[_]
polinoamele w(x) si v(y) avind expresiile de la (47).

§ 6. O teoremd remarcabild asupra vestului formulelor de interpolare
reiatme la vetelele Marchaud.

21. — Acum vom enunta si demonstra urmitoarea teoremi foarte

importantd din punct de vedere teoretic relativ la structura restului (84).

TEOREMA. Daci functia f (M) = f (1,4 ,...,#) este continui si
admite derivatele partiale necesare continue, restul (90) al formulei de
interpolare (88) se poate pune sub forma

:ZWM)GMWWﬁWJﬂ

—u(x) v (y)

R, (M .
e (1)1 o (&1)mt! (92)
- ut (t) u® () guttt g el g2 ga s
E (g + 1) | (g + 1) ! ) (El)""*"I 3 (;12)?12+1 -

gHnatnats FlEL B Y L)
P (5_1)m+1 P (Ez)m+1 P (Ea)"ﬂ‘i'[

wt (tY) u® (82) u® (£2)
b (my +1) ! (g + 1) !

Considerafii asupra inlerpoldrii polinomiale etc. 65

s gy m+t...4+ng 45 1 8
T S ) B e E)
e ( 1) =1 (%r + 1) ] 8 (EI)HI-H- -8 (Es )"'s‘l‘l

ande Ei este cuprins in cel mai mic interval care confine numerele

’

f-li y f.%,. e ti’i"l'l N
Demonstratia.

Pentru a nu complica inutil expunerea, demonstratia o voi da pentru
cazul s = 3, folosind notatiile de la Nr. 11.

In acest caz restul (80) devine

Ry (%%, 2) = (8) I8 %o %3 1+ 0 0) 90 -

: 8y Figimr Bt o p
4w (2) [2 20 o0 Zppp ] — 8 (%) ‘vy)[y, y:,””yr;: R |4 (93)

’ym+l;f:|

— u (%) © () x’x]"”'x"*'l;f]—w (y)w(z)[j yl""’y"“rl f’

By Bypgeenr By AT
X, xl,...,x"_l_]

Fu(x)o(y) w @ [ YoYooor Vg |
By B e, By

In cele ce urmeazi o si ma folosesc de formula de medie (61), de for-
mula (54) si am sd fin seama de proprietitile de aditivitate si omogenietate
ale diferentei divizate unidimensionale.

In baza acestora restul (93) se poate scrie succesiv
Ry (5,9, 2) = 6 () [%, %o o B3 11+ 0 ) [ Y10
+ w (2) [, 2, .

o Ygr 1=t
i) —

== 0 (X) ( I:y yl""lym_l_[i [ nlfJ.l"'r;]S,.l_'_] ; /J] i
—u(x)w (2) [z, 25, Zpr1 e FE TR M fll —
(y) ( ) [Z Apye e 'JZP+1 .' [j’. y]_:---; ym-l—l; f“ %—
+ u (%) v (y) W (8) [2 2pv e vs Zpy 5 [ Yise o o0 Va5 [%, %pa0 e o0 By fjﬂi)
Intrucit 3
SR S ) i
[-‘b’, .'h,...,;“n_l_]sﬂ = (”%_1)! aau»{—i ( )

avem in continuare 1
i 1w (% I f By, 2)
5, 4] — (x) f (

‘ (n+1)! = ﬁ"’H + v () Y-

'y y,,,_,_. ) fJ }—

1 Pt (e
— (D) 0 O} |9 Ve Vit Ayl g gt

—

-+ w (2) [2, 23,00 Bpgl s /]

5 — Buletinul Univ. V. Babeg" si . Bolyai', Seria st. naturii, I. 1—2, 1957
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Jr+l :
A T U 1 (&, y,.)i;

Vet T 1)1 BT

— u (x) w (2)

= auh LR SRR

+ u (%) v (y) w (2) [z, Byeeos Zpyy s [ ke o oo

zP-I-] ! [3’: yl:' LEICE) ,')’,,,H ; f] +

1 ”“ﬂa%)]
(n+11) BE"H

__u(® Mgy, N
N (n 1) | P én-i—[y 9 + 2 (y) {[J’u Mise v s il s —

5 {yjyl,---:y P (RS i LY )J

(4 1) ! il

— [y-'yl""’ym-i-l‘.w(z) [Z,Zl,...,zp_l_l;f]]“l“
ol S ] o o . " (x) “+§f(£ y’ )
5 .ylyll""ym—{-[-'w(z) [z"'l"""'ﬂ'f'l' (?’L _{_l)l 6[“;”+] ]]}+
+ w (2) [z,zl,,,,,zp_i_!;f]—u(x) w (2) [z,zl,...,zp_'_l;
1 "f(E )
(n 4+ 1) ! g £ ,

sau inci
R (M) — M) Ty
' (m 4 1) ! Aihie

=iz U (y) D’: BT ym-{— B (:“’J Y, 5\7)] =

1 " (8, 2)
(n41)! gE

+ 0 (3) [2 2y tpps /1 (95)

— i) i) (o &0 o0y 2t ;
unde am notat
: n-{—l
F(x9,.2) =f(%92 — — L] /(& 9, 2) —
(n4+1)1 g Mt

—wi(z) [ 2.

i

‘)zp+1;f]

w(x)  o"'f(E 9,2
(n 4 1) ! g g™t
In baza aceleiasi formule de medie (61) avem
m-1 7
Myw-”%ﬂ;Fy—(m:%ﬁ—f~ai§¥l@=: (96)
1 "t f (x, 4, 2) % (%)
(m +1) ! an"t i (1)1 (m + 1) !

+ w (2) lz,zl,...,zp.,_];

an-{-m-f-zf (E) 7 Z)

d E""-l P nm*{-l

Consideralii asupra interpoldrii polinomiale eté. 67
(2) {z By e s 8 LS b
) e g B
i L (g 1) ! an ! .
u (%) 811+m+2f (€, n, 2) .

W (2) | 2, Byges v ofgiins
|- ( )[ 1 pe-1 (_” 4 .l) | (m e 1) g E."-H a Tlm-l--l
Inlocuind in (95) primim

w4 (%) ”va,uin) (%8
(m+1)! P in—H (m+1)! P ﬂm-l'l

H+m+21 (E 0 & )
P En-l-l anm+l
u () ”‘Hﬁy,q

Ra(M):

+ w(2) {[2,2,. . 241 ] —

|-, Z;zji«--,zﬂ+];(n+1)! aE"+1
" am-l-l %, n, 2
— |2, , y Zpl s ) I l'?__)
(m+1)! o™t

611+m+2f (E: n z) l

)

u (%) v (¥)
( v 1) (m + 1)1 gty nm_[_;

satl
R, (M) = (%) ) o f (€ 9.2) T v (y) LA 7 (x,n,2) =
‘ (1)1 gt Gt ) e g )
w@o)  PIE Dt e H (O
BTNt ggg et O A . (87)
unde |
—f (%, 9, 2) — u(x) f(Ey,2) 2 (y) "t f (%1, 2) it
i (n + 1)! 7 5"4'1 (m + 1) ! P Hm-]—]

u (x) v (y) pEMER f (8, z)
(m+1)! (m 1)1 g grtlag ™t

Aplicind iarisi formula de medie pentru diferentele divizate unidi-
mensionale primim

1 St H 1 (%, 9,0
et H = b .-
(p+1)! g2t [2T5 (p41)! o gPt!
(%) g fE )

m+11p+D! et g Pt
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 (y) "t f (2,0, ¥)
(-0} L (- 1) | 811m+16§p+1

w (%) v () : gﬂ+m+p+3f (£, 1, c). 2
(n+ )1 n + 1)L (P + 1)1 g gy gmtl o ot (98)
Dacé se inlocuiegte aceastd valoare in (91) se obfine in definitiv
% (%, ¥, 2) = %) (‘_)H-H / (E; %, %) -+ i (y) am+1 f (% n,2)
(n+1)! P (m +1)! 9 !
Lw@ Py Y umep) R F(E, 3, 2]
¢+ 1)! g et (m+1)! (m+1)1 et oy H! i
__u@el P
(m+1)1p+1)! ety pptt
_ ebwe R
{n -EL) L AT g bl o ot
u (%) v (y) @ (2) R £ (2,4, ) (99)

L)+ D)L (p 1) e, g Pt

adicad tocmai formula pe care voiam s-o demonstrim. Aici, dupd cum s-a
]ztltuty \'edezut din aplicarea formulelor de medie (94), (96) si (98), numerele
&, 0, C, se gisesc respectiv in cele mai mici intervale, care contin numerele :
'\—1 :\:]J' LA "\”H+1 J j"i yu- L ) ym-[-l .v Zl Z:[J' Ry zp-{—l-

In cazul a doud variabile demonstratia este foarte simpld. Avem succesiv
Rmn (_‘1’, '\J) = (:"') ['T! Xy v oy “\‘ﬂ-l-];f(::"-! y)-l + U (y) [:\’, yu R0 :3’m+1 ;]‘(""! 'V)_] —

— (.'l:) 0 (y) X: xlx shRery x.’l"l"l , f —
Yo Vs ooy Ymt
= (%) [% %000, Xugts F(6 9]+ 00) 1Yo Ymprs F(29)] —
— w (2) v () [ Vi oo Vb1 5 [% %50, Xntts [ (%,9)]] =

il 141
_ o u) 9 f(E'y)_H;(y) s Yare v oo Ymt 5 1 (%, 9)] —

(’}'i -}~ ]_) | P Eu-H 7
1 . T Ee)]
(m+ 1)t pgrtt —

— u (x) v (y) [y, Vire o oo Ym1

. u (=) "L (2,
S e E"(:' Do) [y;_;af;l-;ym+1_;f (% y) —

Considerafii asupra interpolarii polinomiale etc. 6o

u (%) I fEY] _ w "1 (E,9) i
(1)1 - ggntl (n+1)! g Ert
v () (" fxm) u(x) f”%H&m>
(m, +1) | 9 _qm-l—l ('i’.l AL 1) | 0 En-f-l 0 _qm-|—l
In definitiv avem
u(x) " HEY - o [7) g™t f (x, )
= ) ) == LU
(;-;, == _|_) ! P Erl-l—i * P _qm-H

o2 (& ) (100)

/

Rﬂm ==

 u@el)
(1) ! (m 1)1 ggrtlgqmt]

Observatie. Tmportanta foarte mare a formei (92) a restului formulei
de interpolare (88) consti in faptul ci in toate cele 2°-1 derivate partiale
care intervin figureazi aceeagi El, £2,..., £' — rezultat care nu se poate
obfine dacd se aplici diferenfelor divizate din formula (90) formulele de
medie (63).

Problema aceasta se pare ci a preocupat pe mulfi matematicieni.
De pildi J. T'. Steffensen in edifia din 1950, pag. 106, a excelenfei sale
cirti asupra interpoldrii [19], vorbind despre cazul a doud variahile spune
ci ar fi gresit si se creadd cd in restul (100) numerele £ si 7 din cei trei
termeni nu ar putea fi aceiasi. Nu di insd nici un fel de justificare acestei
afirmatii i nici nu aratd faptul care l-a determinat s-o facd.

Pe de altd parte bazati pe teorema precedentd, subliniem ca trebuie
rectificatd afirmatia lui S. E. Mikeladze ficutd in anul 1953, la pagina 469
a cirfii sale ,,Cislennie metodi matematiceskogo analiza” [7] cind face in
mod special observatia cid £ si 9 din cei trei termeni ai formulei (100) nu
sint aceiasi. Inexactitatea aceasta a apdrut datoritd faptului cd s-a aplicat
celor 3 diferente divizate care intervin in rest formulele de medie (63).

$ 7. Noi formule de interpolare definite pe o pseudo-retea de ordinul (n, m).

22. — Considerind pentru simplificare cazul s = 2 o sd generalizdm
formula de interpolare
e s A+ :
f (%) :L( a6 L f. ) + Ry (%, %), (101)
YirVaye o oh Yt iy

unde restul are expresia (85).
Deasemenea o si generalizim si formula echivalenti cu aceasta

f(x, y) =L (:‘71: T xu+i;f|x) +L (}’1: Yose o o5 Ym+1 :]riy) =1

LR ] 2 g (), (102)
Yis Vare o os Vel ¥
unde
A .
auw)—uwwww{ peee Bl ) (103)
ViVise o os Ym
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O sd ne folosim de definifia (64) a diferenfei divizate de ordinul (s, m)
pe pseudo-refeaua definitd de (36), procedind astfel : deoarece ciutim o
formuld de aproximatie care sid ne dea valoarea functiei f (x, y) intr-un
punct oarecare M (x, y) a dreptunghiului D

Aa=x =0, ¢c=y =d (104)
unde :
a=x=0 c=y =4

ik =

G=1,n+1;k=1,m+ 1)

0 sd ludm printre abscisele nodurilor pseudo-retelei si pe x iar pe paralela
la Oy, la distanfa x, vom lua m 4+ 1 ordonate variabile, pe care le vom
considera cid sint

v, (%), (=1,m+41) (105)

Yimas k”—"%*ﬁ" f'_ﬁ_—_——{;;ﬁ__#:nfj: =

o i

| | | I 1

| | | | )
R e e
, e ot =
R R SRR N e

b o e

i ! L | P
0 X, Xg XN X

Fig. 1. Cazul retelei Marchaud de ordinul (n--1, m-1).

Functiile acestea le ludm astfel ca
V(%) =, (106)

t=1m-+1;s=1mn+1)
Le putem lua de exempluy,

7@ =58y p=Tm T o

acestea fiind functiile cele mai simple care verificd conditiile (106).

Consideratii asupra interpolarii polinomiale etc. /1

'

|
4(Xn+r;,ynfumn)
|-

I

i 1 i
Fe :
| | |
: o b f??ff) ; |
T )
W, o) i !
[ I I
oo Tl Bl
AR TN % iri

i : r

! de@?) i ‘:‘(Xnﬁ ymr,z)

‘ | |

it ) 0 2) |

! Té’?; Yod) 5 K, Yorys)
ok, (24

b s 3

O X A2 X Xp 1

Fig, 2. Cazul pseudo retelei de ordinul (n--1, m--1).

84 facem ipoteza cd
N #Z Viks (e =y m -1 k=1,m 1)+

Evaluind acum urmitoarea diferentd divizata de ordinul (» -+ 1,

m 4+ 1) ¥, X i=1,n +1
995 (8, yu R =T 1
obfinem formula de interpolare (108)
m o - n+1 i (x V
g -5 YolEnEl e st P g
p=t (v — yp (%) V' (yp (%)) £ (v — x) w' (%) vi(y)
n+1 m+1 u (%) |4 (y) - 4 R, (#
- — , %Y, %),
o (% — xi) w' (%) (= W) % W, | i Lt !
unde o
=u () V( e Coayli=hienl o CHEes
RZ (x: j’) = i (A’) v (y) Y, Vp () ; o) Yip ’ | p=1,m+ 1 ( )
Am folosit aici notatia =
V) =11y — v ®)]. (110)

p=1
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Formula (108) se mai poate scrie astfel

Jmm—prmuwwumﬂw)+prWnH%ymvm

(111)
i n+1 m-4-1 W (5\’) . ( 5 A
Ton ,g, pgl (¥ — x) o' (x2) & — vip ) vi (vip) [, 9p) + Ry (% 9),
n-+-
We=W % ) = }]l!f(x)fu(y)- (112)

=1
Formula (111) generalizeazd formula (102),
Avind in vedere ci

L[yl (I)J".,y"l+l( fly] u}( x, y)_ I] y [y yl -“"ym-H (“),!],
M _n+1 it (x) : . f
W (%, ) i1 (v — o) w' (%) v () T+« (%)%, ‘bl""’xn'+l'ﬁJ’

din formula (111) deducem urmitoarea
n+1 m+1 u (’l)

! L3 W (x, v)
f(,'l-. y) = ;1 Igl(;v — x) (;\'j) (y — Yip ) IJ; (yr'p)

Fx, yip) + By (v, 3), (113)

unde
Ra(59) = W13 () Y0314 0 () W | 2 g |
i o 114
—w )W -J*”ﬂ e
Y, Vp (%); v, Vip’ p=1, m+1

i Formula aceasta generalizeazd in alt sens decit cel de la (77) formula
)

23. — Polinomul de interpolare (38) il putem scrie sub o formi care
e utild pentru aplicatii.

Se observa cd putem scrie succesiv
n--1

I’nm (¥, 9) = Z lp (x) L (y
p=1

n-+1
=L (%,..., Xpprs Yy by () L
p=1

2 ¥ mi1 [ (% 9))=

o Yo my1 1 (3, 9) =

I I m
(XI“-" n+1’p21 kg f yﬁypi)"'(yﬁypk)'
fyp|.-- pk_l_]Jflx y ) %)‘*xl ‘(xﬂxf) =

Cansiderafii asupra interpoldrii polinomiale etc. 73

n41 m k i
o [ Xpyee s -\J'r'+| 3 E E lp (‘\:) II ()} = ym-) l.yp[" Rl

RACE! 3wﬁwmwﬂ
p: = . -—

i in definitiv

Lmn (‘V’ Y= 2 (% — %) . (z\» — ",) (y — yﬂl)' e (y = ypk) .
p=1 i=0 k=0
[0 %34 () Do e o Yy s 1 (6 ] (115)

Polinomul acesta reprezinti o generalizare a polinomului de inter-
polare a lui Newton cunoscuit de la o variabila
n
V(=) (x—x) [% 2,0 % Foi Tl (116)
i=0
— pe care de altfel l-am utilizat mai sus.

N, (3)=

Polinomul (115) eventual il putem scrie sub forma
a4+l n m

Lﬂm (%, y) e E E E (%—;VI). 5 0 (I—:\ZI.) (y—ypl)' 5 (}"*;VPR) s
p=1i=1 k=0
: P‘" rEERE : lp(x) / (;\fp, y}} s (117)
(Ve e o0 Vp, kbl

In cazul refelei Marchaud de ordinul (1, m) acest polinom se trans-
formd in polinomul de interpolare al lui Newton, foarte important — ca

formd — din punct de vedere practic,

n m

Nop (59) = 3 B (6= 3) oo (6= 2) 0= 32) o (7 = 0
Byye =« Py ‘ ;
'[yp---»yni:’ f(x,y)J. | (118)

Acest polinom a fost stabilit incd de Narumi [8] in 1920. El i ulte-
rior J. F. Steffenson [19], S. E. Mikeladze [7], etc., au stabilit deasemenea
— aplicind succesiv formula de interpolare a lui Newton de la o variabild

f(x) =N, (%) + (nﬁl i jbr)) [% %10 ees %pys £l (119)
i=1

— urmitoarele formule de interpolatie

f(x,y) =N, (%95 + Ry (%,9,2), (120)
unde restul e dat de (91),
b [ (%92 =N, - (%, ¥, 2) + Ry (%, %), (121)
nom p
Nympy @20 =55 % (5= m) o (s —2) 0 —3) - b —3):
i=0 j=0 k=0
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.‘xl,...,x!“,_l i
'(;"_21)' -(3—"Z'k)>< y]);":yf_‘_[;/. ’ “22)
\ B s Bgy

iar restul R, (x,y,z) se obfine din (90).

Cu metoda amintiti se ajunge in mod natural la formule de acest tip,
Formulele de interpolare ale lui Newton sint importante in practica
intrucit ele fac si se introduci succesiv coordonatele nodurilor de inter-

polare, permitind si se foloseasci in mod util tabelele de diferente divizate
sau de diferente simple.

§ 8. Calculul practic al polinoamelor de interpolare cu ajutorul tabeleloy
de diferente divizate.

24. — Fie
Ky Fgyeve, X, (123)
un sir de p puncte distincte de pe axa Ox si
yl, y21' . 'qu (124)

un sir de ¢ puncte distincte de pe axa Oy.

Sd sonsiderim urmitoarea diferentd divizati de ordinul (k, 1)

pld _ [“’f' Fppison By f]
Ligi !
Yp Yigve o0 Vo
(5—1,2,...,1) S0, b =1
j:].,2,...,q—l;l:O,l,...,q —1
In aceastd notafie indicii superiori ne arati ordinul diferentei divizate,
iar cei inferiori ne indici primele numere din (123) si (124) pe care e luati
diferenta divizats.

In aceasti diferentd divizati, dupd cum se vede, se considers puncte
cousecutive din sirul (123), respectiv din sirul (124).
Formulele de recurenti (71) si (72) ne conduc respectiv la formulele

(k—1, 1) (k—1, 1)
D s D:‘.j

DEY _ ity (126)
" Furg— ¥
(ke I=1) (K, 1=1)
Dﬁ"}" = LTS . (127)

Vi — Y

‘ ; i
Considerafii aswpra interpolarii polinbimiale  el6. (0

Formula de interpolare a lui Newton relativd la / (x, y) i la nodurile

My (5,90 (0 =T 65k =T,q) se scrie
p—=1 q-1

[(6,9) 1% % (F—5) - (85— 8) = 3)- =)
i=0 j=0 i
. l,’l‘l,. . -.«V,-.H . fl e Rz (%, y), (128)
Pags o +5 3’;+1

) (129)

Ry (03) = (5 —20) o (5 £) (5 T 53 1 =) o =)
Tl . x,x,,...,xp.f}_

YsVereons Vg

ey 1= (F—m) o (F— %) (=) (=)

Coeficientii P “z-j con By f]
Yo Yose v oy yH—I
ai polinomului de interpolare care figureaza in formula (128) se pot calcula
cu ajutorul unor tabele triunghiulare de diferenfe divizate de felul acelora

I kg
care se utilizeazd in cazul unei singure variabile.l) . y
S4 scriem mai explicit, folosind notatiile precedente, polinomul de

interpolare dat mai sus, prin care se aproximeazd functia f (x, y)

L(”l»---sjp;f ;):pil qil(,réxl)... (—2) (y — 1) .. 0 —94)-
Yare w05 Vg

=0 Jj=0

o v (L __

[ ] = B e ) DI =

Ve o o0 Vil =0 j=0 "
= f (%1, ¥1) + (% — %) Di{}o) + (2 — %) (% — %) D[m P T

(1,1
B — %) .. (2 — ;\fp_]} D(]}"I_I'U) + (y — 1) D(I{,)'ln + (x—x;) (y—y1) Dl'I -+
A (p—1,1)

(i — w) (v — %) (y — ) DB+ x—x) . (v, ) (=) Dp)

. (1,2)

+ =51 —y2) DVP+ (x—x) (y—91) (v —92) Dy + el

+(;\;_x1) (X_x2) (y _3’1)2(3’_3’2) D(12,r12)+ ) + (x _);\—F) &AL (.«‘(- - xp_])D['I +
—1, 2
+ (o — %) (v — y) DET? 4

: 1,g—1)
+ =9 -+ (0—¥,) DY+ =m0 - =Y DT A
—1, g=1)
+ (2 — x) ... (v — :\Jp_l) = gilse iy = yq—l) D;?I bl

icientii i i dsesc ca este f ajos
In mod practic coeficientii acestui polinom gésesc ci este foarte avantay
sd-i calculim prin tabele in felul urmétor:

1) Relativ la aceasta mentionez lucrarea importantd a Prof, ‘I, Popoviciu [15].
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Formam mai intii tabelul valorilor functiei

-yf f(Xnyf)
Y ’%’v.}ﬁ)
I

1
|
I
|
I
|
I

e —— e

Y ffxy)’q) 77"’211?) ********* 7%,

Fig. 3.

Apoi pentru fiecare coloand a tabelului valorilor functiei o sa formim

tabelul triunghiular al diferentelor divizate relativ la y

09 pe2 pB3y) o __pleg-y
%, %) " pe2
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Formidm acum urmditorul tabel dreptunghiular, in care prima coloani
e formatd din linia intfia din tabelul valorilor (T,), iar in dreapta barei
verticale prima linie e formata din elementele laturei descendente din (73),
a doua linie e formatd din elementele laturei descendente din (T,),...,
ultima linie e formata din elementele laturei descendente a tabelului triun-

giular de diferente divizate (7).
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Fig, 8 formeazi liniile tabelului dreptunghiular urmitor
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care confine tocmai coeficientii cdutatfi ai polinomul lui de interpolare (123)
toemai in ordinea in care apare in expresia sa dezvoltati pe care am dato

acolo.
Catedra de analiza
Universitatea ,, V. Baheg*
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3AMEYAHHSA O MHOTOYJIEHHOWM MWHTEPIIOJISAIWK ®YHKIIWHM
HECKOJIbKKMX [TEPEMEHHDBIX

(Pesiome)

B nepspom naparpade 3710f cratbH OBIIM YCTAHOBJIEHEI OGIIHE BbIpa-
xkerns (8) u (24) MHOrOWICHOB HHTEPHOJSIIHH B OPAHHAPHOM IPOCTPAHCTBE
i OBLIO BBEJeHO MOHSITHe S -MepHOH OTHOCHTeJbHOH pasHoctd (13).

Bo Bropom maparpadie noxaselBaercs HaJHUHE H eJHHCTBEHHOCTh MHOTO-
g/IeHHOB HHTEpHONANME (34) ompenenseMblx Ha ysjaax (28).

B 3 u 4 naparpadax usJaraoTcs pesysibTaThl NETAJbHOTO HCCJ/el0-
BaHNUA PasieleHHBIX pasHocrel, ompenenseMuix Ha (27) u (28). OT1o Hechde-
J0BaHHE CMOINJO Obl ObIThH MOJIE3HBIM, TaK KAaK MOHATHE pasjieleHHoH pas-
HOCTH HTPAET BAXKHYIO POJIb B PACCMOTPEHHH OTHOIUEHHS (YHKIHH K MHOTO-
YJIeHy, KOTOPEH Mbl BooOlle GepeM KaK HHTepIOJSTHBHYIO (DYHKIIHIO.

B 5 maparpade H3/103KeHB BBIPAYKCHHS OCTAJbHLIX YCTAHOBJEHHBIX
(hopmyan unrepnonsuun. B 6 naparpage GbliH HOMOJHEHB H YTOYHEHbI HE-
Koropeie pesynabrarsl LI, E. Mukenanze u K. @. [lredencena, oTHOCAIIHECHT
K ocTanbHbIM (hopmy/iaM HHTEPHOJSUNH, KOTODBIE HCHOMb3YIOT y3ael (27).

B mocnegnem maparpade ykaseiBaercs NMpakTHUeCKOe HCUHCIEHHE MHO-
TOU/IEHOB HHTEPTONALNHE B KOHKPETHOM CJIyuae ABYX MePEMEHHBLIX, MpH IO0-
MOl Ta0AMIl pasfefleHHbiX pasHocTell.

6 — Buletinul Univ. ,,V. Babes" si ,,Bolyai'’. Seria st. naturii, I. 1—2 1957
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CONSIDERATIONS SUR I/INTERPOLATION POLYNOMIALE DES
FONCTIONS A PLUSIEURS VARIABLES.

(Résumé)

Au 1¢r paragraphe du présent travail on établit les expressions géné.
rales (8) et (24) des polynémes d'interpolation dans un espace ordinaire
s-dimensionnel et on introduit la notion de différence divisée s-dimen-t
sionnelle (13).

Au 2¢ paragraphe sont démontrées l'existence et I'unité des polyndmes
d’interpolation (34) définis sur les noeuds (28). Aux paragraphes 3 et 4
sont étudiées de maniere détaillée les différences divisées sur (27) et (28),
Nous considérons cette étude utile, vu que la notion de différence divisée
joue un réle important dans 'étude du comportement d’une fonction i
I’égard d'un polyndme — qu’'on prend en général comme fonction inter-
polatrice.

Au b¢ paragraphe sont données les expressions du reste des formules
d'interpolation établies. Au 6° paragraphe nous complétons et précisons
certains résultats de S. E. Mikeladze et J. F. Steffensen quant au reste
des formules d’interpolation qui utilisent les' noeuds (27).

Dans le dernier paragraphe il est montré de quelle maniére se fait
le calcul pratique des polynémes d’interpolation dans le cas concret de
deux variables, au moyen des tableaux de différences divisées.




