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10. Menfiondm ineit relagia de recurentdi care exisia intre 3 polinoame conse
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13. S& mai considerim si urmitorul caz particular foarte important
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Polinpamele 7, (z) Vnm"nﬂpunzii.tnarn sint polinoamele lui Hermite
Hy (2) = (— 1) o[-0, (38')
| Aviad in vedore o :
(2n +2)! l :
H' 0) = (- 1) 38
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=16 (n 1) (n { 2) (& +n +1) (o.c 4o A4-2) 2o+ dn 4 3) Janga (2) +
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[#] am notal p;utm fntreagh a numirutui B,
ele 4 plinoame Dy, 4(5) sint 7
; b S s
)= 1, T () = 7, Daa (2) = 22 — R i wa

16. In caznl polinoamelor lni Hermite (387), avind in vedere cd
‘I'. L

(.&n) s -
-Hﬂr] (0) =5 ( j)ﬂ @ ’ I],m (ﬂ) =4 ( l)u A '—_i ! H"'f" +1 (())

(f.‘z —1)

n-—lw
(m—1)1

i i Hypo (0) are valoarca de 1a (38), formulele (41) §i (42) ne condue la urmitoarcle
(Eﬂ = 1) {2??; +3) an (’L)] 4())

= 8(—1)

- %[m (2) + 20 +3) Ty () + -

Dyt 1,1 tw) -2 [ﬁzn-i-ﬁ (z) + (20 +5) Hapga (7) + (20 4 B) (2 +-5) Hans (m)] .
b 3 (47)

Primole 4 polinoame ﬁm,.l () um‘e?;plmzﬁ.t(m.m functici pondere (37) sint

e 7
2 Tya) =0 —

ﬁn,al (&) = 1, ?jm (#) = =, Dag(2) = a® — 9




CAPITOLUL 11

Asupra unor formole de eundeaturd de lip Gauss generalizate

orice formuld de cvadraiuri de Jorma

[

b
S P () dt = i' 5,11 @i/ O (6) + p [f], (48)
i=1 Jr=0 E

eare are gradul de ezactitate 2N —1, unde N este nu
de zero.

.In cazul 8 =m §i 1 =rp=., =g, = 1, se obtine formula de euadraturs
clasicé de tip Gauss, ale cirei noduri by byy. . ., by sint cele n ridicini reale §i
digtinete ale polinomului @, (t) ortogonal, relativ la intervalul (@, b) si funcfia
pondere p(t), cu orice polinom de grad mai mic ca n.

n acest capitol vom arita ci exists si alte formule de cuadraturd de tip
Gauss gencralizate.

18, In acest scop s% considerim polinoamele

o) =1 (@ — ), ota) = ME—m)i@=m, g

~ care au ridicinile reale.

Formula de interpolare a lui 1, a grangeHermite rel-ativﬁ; 1

o/ (#) — derivabili de un numér suficient de ori — si la m 1{- r -+ 2s
evineid cu ridicinile polinoamelor (49), e de forma

| f(z) o L(0...,0, a:,,-:sz,. oo Ty Oy, O,y o0 f | @) 4 R(a),

28

a o funefie
noduri, care

(60)

L(O‘!_‘_!_Q' Bps Bgy ooy Ty %y, &n: s

- ¥ .,ﬂr;flw)=L9,+m+r(-x)=

A o1 @) ge@) an
=1 b () g(;) -’Biz”f e +k=-1 h(o) g (o) oy Fou) +

95—1 23—j—1 af [k RN
hzi; 'é: vl [k ! (7@)z=u

by (2) = %, (%) :_F!I (32
: Yk

w@) /), ©n

L (0) =h(2)g (),

_ R(2) =h(2) g () a2 [%,0,...,0, 2 ,. .., Ty 0y O, oy ap; 1Y), (52)

1) Pasanteza .+ «] reprezints

i liferenla diviz J
i durile puse tn evidenta.’ SRR lqisi re]atlv_ﬁ a Tunetia f (@) 1 no-
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179. Definitie. Vom nums formula de cuadraturd de tip Gauss gencralizaid

mirul coeficienfilor ay, diferifi
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{9, Dacit se inmulteste cu funetia pondere p (), despre care presupunem ¢
in (—d, 4+ ) si astfel ineit s existe momentole (1), si se integreazi, se
qe urmdtoarea fermuli de enadratura

|- ;

L m r Ts—1 :

Sp D ()de = 3T Aif(z) + 3 Bifoy) -+ 3 Cfli + o1/l (58)
. i=1 =1 le=10

-t

Jixpresiile cocficientiilor gi restului acested formule sint evidente, :

Yom incerca acum si deferminim pe 4 () astfel ca toti cocficientii [ i
i, Cooacest prile] vom stabili wrmatoaren

Teoremii. Conditia necesard si suficientii ea in formula de cuadraturi- (53),
o ¥ = M, St avem, oricare sind o, oy, ., 0, B, = By = ... = B, =0, csle.ca
oy w8 fie cele mordadicing, yeale sidistinele ale polinepaug Di s ().
Demonstratio Avind i vedere ¢if

fa
# a o Bs
By = \-p () L1} (@) i‘,; dafw =1, 8, o 1) (Hh
g Do) e (onx) o,

‘*fl"
servi i pentru a avea By =0 (k =1, 2, ..
+et

gp () 2*h (2) g (2) dz =0 (B =1, 2, ..., 7).

-, 1) este necesar i avem

—L

Dacit se i ¥ = m, se constatii ¢i e neeesar ca f () st Tie astfel ineit
+a

\. p () a® h () g (2) da,

—=a

q(z) ¢ un polinom oarecare de grad n—1 (cici o; sint arbitrar). Rezaltd ci
esar ca (x) si fic ortogonal relativ la ponderea p(x)a® s intervalul (—a,
fatit de orice polinom de grad cel mult m—1; aceasta insemneazi ci. exveptind
| factor numeric, el trebuie sd coincidd en polinomul D, g (2) delinit in cap. L
- Suficienta conditici este evidenti.

Observare Daci r < m atunci coeficientii By (k = 1,2,...,r) vor fi dea-
ea nuli dack h (@) = Dy, o (2). Nu e poate insi ea s se jnr = m cici
fisese pentru a; valori imaginare. Insemneazi ¢t dacit fixim gradul de exacti-
@ la 2N—1, nu se poate ca numirul termenilor si fie mai mic decit N,

20, Avind in vedere ¢it fn Formula (51) valorile. f&i—0 )G =12,....5) stat
Ifite prin polinoame in care intervin numai puterile impare ale Iui @, i p ()
Junetie pardl gi e intervalul de in fegrare e simetrie fath de origine, rezulti ci
cocficientii Tni /=D (0) din formula (53) vor fi nuli,

Haceste conditii Tormula de enadraturd (53) se rednee, in cazul m = 2, la
itoarca

=]

+u ‘

. n g1 o

\?] (o) f(2)yda = Z‘ Ai [ () + 2‘ Cope /((?1])) + o [f], (55)
1 4 . =1 fi=-0) s

N ——

T
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i - “'JMI"'“LP'_"i‘,",’,\l“:” f_non I g ;—1?:
dar in cazul m — 9y +1 la
i +a :
i S LB S ’ A
- P} (w)da = 5" A{ f(ay) 4+ )Z'(xarr Tro; + o' [f]. (56)
= G s é‘ e = 1)

Nodurile z,, @,,. .. 4, care infervin mai sus §i sint ridicinile tai Dy, 5, (2) san
D, ne2 () le vom numi nodurile fundameniate ale formulelor de cnadraturi (bb) si (56).

1. Dacii se fine seama de formula (9') si de o observagio &) pe care am ficut-o
§i in (1,3], se constath ci formula (66) e tot de tipul (5b). Intr-adevir, formula
(bD) foloseste drept noduri ofective ridicinile polinomuluj @ Doy, 54 (), in timp ce
formula (66) folosegte drept noduri ridicinile polinomuhuj a2 Doy, 20 (2). Dar in
baza formulei (9'), avem z2 Dany s, 06 = atsr1 Dan, 2012 (2). Dar formula care folosesto
ca noduri ridicinile polinoamelor 221 Do, g0a (), 222 D, 2842 () sint evident
identice.

Avind in vedere accasts observatic, se constatd i este sufici
formulele de tipul (B), adich acele formmie in care @ = () ¢
iar 2;"sint ritdicinilo polinomuiui 1y, ,, (), definit prin maj
cap. I al acestei lueriiri. 'E ovident ed formula (55) este o formnl
generalizats,

22, Vom ciiuta acum si stabilim nigte formule it maj
cocficienfilor formulei de
si inlocuim fn (55)

/(2) =

unde b (3) = Dy, 5, (®).
Vom obfine ¢j

ent sit se studieze
nod de ordinul 2,
multe formule
dde tip Gauss

simple pentru calenlu
cuadraturd (65). Tntrucit ef sint independenti de f(x)

) o
hi(z) af

(=12... ),

4-a

4= (pe) —LPomn _av o57)
‘ (& — @) Do, 2y (a3) ¥ '

23. Tinind seama ¢ oricare este polinomul (), de grad r = 2n, avem

2n o
9(2) = 0Dy, oy (0) + 37— Dons (#)

ANR samma y ‘T)!
(R : v=1 (!’E = 3"\’) -Dzn, 25 (3:\#) ( ’
~ unde ¢ = 0 daci r — 9 §1 C =0 dae

: A r < 2n, atunci primele doud sume djn
- formula (81), in care se ja J, ()

= Dan, 9s (), devin

2h D. x Dy g () 228
c '—i.zw?il—j“ T ‘()*g (%) +
=1 (2 —"0) Dy oy (1) ¢ (w:) a5
& A (i iy i
posy amm(a) g kel Sl
=1 Do, g (o) (28 — ar) g’ (o) o
+ 3 S D () o Paale) g () an

[ (%)

(LS (=) Do, sa () (5 — 1) Di, () 4 (o) 2t

%) In baza clireiu daes I i noduri Tundamenta e S
bitrare, In formula de cuadratura respeclivi

alte J(=n) noduri p-
- inlegrat pe nolle noduri introdusc,

fii valorilor functiei de

ataseazd
vor I nulj Lol coeticien

4 Dacit se inmulgeste en (#), s integreazi de la —a la 4a §i s¢ {ine scama
de definifia lui Dy, o (), s¢ obfine suma,

“+a

> S?’(ﬂf) [ o Do (8] T “"—‘;}f @

i=1 (z — 1’!) D;r:,2s(33 x,

Tn felul acesta pentry coelicientii A; se gisese §iexpresiile urmitoare

—r

i s g 2 s
4= foeo Ly,
(:L' — -’l:i) D‘zu, 28(3’) %

Avind in vedere ed p(z) > 0 i (—a, -+ @), putem trage ctgns!uziat el tofi coelf-

ontii A; ai formulei (55) sint pozitivi. Dagi l;ine_n} seama & Iy, o (2) este un
nom ortogonal simetrie, relativ la ponderca (8) si intervaiul (—u, + a), i presu-

punem i & <xa<<...<as, 50 constati cj : .

A.i = Ag"',_-;.H (1- == 1,2,. . .,2%).

24, Coeficientii Gy, (k = 0,1,. +»8=—1) din formula (5b) se pot exprinla d('.a,s(.!-
menes independent de parametrii o, ay,.. . o, . Intr-adeviir, s considerim poli-
mul de interpolare

()

IJ (2:1,37'2'- -7.',6!,'2,; 0,. 2 ,0; f] a}) e |
2n, Dg,, 2 (:L') 228 25— ‘[ y
. s et O, > l(ax 1)‘
= (z— ) Dén,z.s (%) a2 1(x:) + i%’ﬂ i (%) /(0}_

) =2 [ 5 ( ﬁ—lw—) " an,,,% (@)

?l iz Kkl Dﬂn,ﬂs (-TC) =0

Cocficien(ii formulelor de enadraturd fijnd independenti de funetia de in tegrat

(), sit infocuim fn (bb) -

3 @) =4 (@) (G=01,.. 92 —1)

E g obfine imediat ci :
R +a

(59)

ng = Sp(x) Ig,]l. (“]‘3) ci’ab M = ﬂ, 1, ey g J.) i (GO)

Ly y
25 Vom ciiuta acum si dim pentra coeficientii .d; (t=12,..., 2n) formule
explicite, care credem ed sint foarte utile in practici. :
Sit consideram formula lui Chri stoffel-Darboux
. - In-—-1 A A
Koy (t,) = Do (1) Dy s (2) =
=0

=1

-

STy (GT)' ‘
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unde am intrebuintat notatii
2 € t notatiile de la (1b), (16), (17) si (: if 1 i
p () ambii membri ai acestei formule ge)i ilgttzérﬁ-(m )d(f ]lagz—(i).;a Iz)ﬂ-?—amln:l‘:;ilﬁgzl 5

~F-a f) . . y ;

S p (1) t> an, 25 (8) Dan_1, 00 (%) ~Dan, 20 (%) Dan1, 24 (1) (u § o
2 I —ua - ;
¢ Vl:!fl,ﬂa ’

:121,.'32,. vy .’L'z f““d Iltda n !E pO Oll[lllll P o
n Gl hrl
IHEL[ 2n,28 ( )!

A ! .
g p(t) 12 Mdg T ‘
Za bl _V)-En, 28 Dan_J, 2 (.’(.‘,:) : 3 (62)

Tinind seama de formulele (57) si (62), se deduce ci

& = i
i, I o iy :
V)\En, ﬂsfl}izﬂ' .Dan,'ﬂa( -T;) Dg,,_l’ 95 (xl)

Daci avem in ved e AT
ST Taiia ere formulele (18), (22) si (22') aceste expresii se pot pune

()

4y = Denmen 1

= T S 2 ;
—2n—4, 2542 ﬂ?izs 1)2;:. 23(&?,‘) ])2"_11 g ( fb‘.)

(04)

Se mai pot obtine expresii an: :

§i (21). i presi analoage cu acestea dacd se folosese formulele (15)

26. S& ne ocu |
cupdm acum de evaluarea restului formulei de cuadraturi (HH)

Dacé se ia m = r = dpe
| T = 2n si se tine sear

: {ine seama de 5

tul formulei de cuadraturd (55) expresia formula (52), vom giisi pentru res-

+a
e [f] = S Y T s (), %8 i |
p(.n)Dg,,,lg, (z) g (0) [, 0,...,0 @y, 2,. .., Ban, oy, 0ty dan;f] da. (6D)
“u 1 4 yor oqllagn, HIR )
Considerind e imiti g(a) = | |
. i azul limitd g(2) = Dy, o, (2) se obtine ci

P[f]=gpa:ﬁg () 22 [ ‘ '
: () Vsu,znr(ﬂ?)ms[.ﬂ!o,...,ﬂ, 1, Ty, Ta, La,..

25

e o Aoy W f]da,

i Daci presupu i
supunem e s ar .
Al illtnrvahll)lui (1__“‘ +n‘3‘1 _lf(:[) .:i%lnt’-itg:!rwu,ta de ordinul 4n + 25 — in orjce punet
B 4. " R L A HA ginlil 0 ﬂun(lS(‘, ..‘ o s - . A0 ks A A

Jiferengele divizate, vom obfine evaluares i teoremit de medie relativil L

Lta

N R O, e 0
(n + %) 1 S L, ug (i) a2ef %31’)' + 28) dr,

o g . ;
¢ 1 aparfine intervalului cel mai mic care §j contine pe

Ty Ty, gy o\ Lo, (),

e~
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o in vedere ei p(@)a2s Day, 0s () 20 in (-, ), so poate aplica prima
a mediei calenlului integral i se vi obtine pentru restul Tormulei de
urdi (BD) evaluarea
(An-1-2s) T o
elll = W R g p () ™ Ug,,, 25 () di,
(4n + 28)1 |

(66)

€ (a, -+ ).
In cele ce urmeazi vom construi in mo
o de cuadraturd, fologind rezultatele genera
presupunem ci s = 1.
° n eazul cind nodurile fundamentale
de cundraturi (55) se reduce la formula gene

de noduri %):

d cleetiv mai multe exemple de
jo obfinute mai sus®).

gint ridicinile polinomului Dy o )
rali de tip Gausscn numar

i iy ;
3 ‘ ‘ -- : 2n ) ’ f((ﬁ)" ) i T2 (',G) e § (“?)
'\P(ﬂ') f () dx == Cy [(0)+ g{ -rlif.(-”i) + FTT:I:;)—I S?’(-‘-') 2",*',1 iy s

90, Tn cazul eind se folosese drept noduri ridicinile pol

obtin formule de cuadraturii de lip Gauss generalizate.

avem in vedore cib dac p(z) ave expresia de la (32),

corespunzitoare aw fost date la (36).
" Tn eazul m =1 se obtine formula

inomului 22 Nny 12(),
Qi dim citeva exemple.
primele G polinoame

3 |
ST o R S WA CE R Y TR A
Sfl ) (o = 2~ [2(20 +3)f () -+ 17O
poe Dl DT D ()

I' (20 + 6)

unde I' (a) o functia Jui Euler de speta a doua. ;

42, Formula corespunzitoare cazului m =3 & fost gisiti, pe o cale deosebiti,
rol. T. Popovieiu [4] '

5°. In cazul m = b se obtin nodurile fundamentale

" el l/ﬂé&m DAL
=l = g ST T i o T
(2 + 9 (2 4 11) ()

[0 BT A

(20 9) (2x 4 11)

—_

3) Unele eazuri particulare ale formulei generate (bH) au fost intilnite deja in lueri-

i (2, 3].
4) Care stut toemal ritdicinile polinomului Izn 1 () de la (4).

===
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| L e L R
§i Tormula de cuadraturi de grad de exactitate 11;

il

S([‘sz)“/(w)dw AH Do 1) T (o 4 4)

+ 2240 (@ 1) (2 2p2 4 1°0) + 322+ 9) [7 (@ 4 2) (5

i + 27 (5446 —_537V1‘4‘ f(-bx)+f(”4))+97 (446 + 537 TF) (f (1) -+ /(s s»] P

e 52

rrsosozsion 16 - ()
- unde ‘ ‘
2L gl - 121 = '
—y =1y 21 + 2j1e i B 2! 'Vli,
33 5y
i i eanl o — — % se redue la

= du: ’"zqzm [er:;/ ) 4—21(}]”(0 +4{J 281 — 4]/"1)(/( ") A ) -

44(1’81+4}’21 ) ot ,
U( v, f({“‘ H?er.mmmn /@’

L g MR o 14 —3i
o el U e A -‘-)-‘j_g = "'2 — .,3 e ek _‘:,_(_)___

28. Tn cazul uml B () =re-* ywie o § =1, primele ¢ 0
l: um-qpmu‘i.tcmre au fost date la (40), ’ e puls U,,, J(”)

- Camulvi m = 1 5i corespunde Formuln

+ oo
S R AC; )4t = -V—*[UUJ + ]"'(l))] FVF i

‘ 1226 (0 4 2) I' (2 +3)‘ 896 (e + 1) (« - ")2(J4a+ 1&%)/(()} i
pEay,

Qa? - e + + 38
 (O2® -+ 396w+ 170) Y T -+ 2) (2 T O () 1 s (x2)] +
+ 8 (2 4 9) [T - 2) (5262 -+ Bl6o - 889) - (922
- 806 + 179)Y 7 (o T2) (% 9 N () 1 f (s 2a)l} -
RS gt I(Lt,‘)_'“*-f D ey g
BB 0 (2 (D) T e o gy D ()
.Tn caztl o = 0 aceasta deyine N
1 A5 il
1 |
@) da — - —Td408:3: = W0 770y
Slf(w)m, S0 P02 1 0) 4 8960 170)
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o Formula corespunzitoare eazufui m =3 @ t(xkt ebtinuti, prin (,01181dera,tn

de citre prof. T. Popovieciun {4}
8. %;1 cazul e =& avem nedorife fundamentale
—¥1s

74114 . A
*mxtmtxv"‘—iw_z"—x—%:wa“y 5

il de cuadraturli de grad de exactitate 11

S e | (_:ﬂ)d“’ = 4130 { 3808 /(0) + 280 £/(0) + 3(91 -+ 23 13) [/(,) +
1 | V? 12
41 ()] + BO1L— 23 YT2) [/(w,) + / (m! bt

¢ mai dim si eiteva exemple in cazul s =2,

g? . Iii:ca p(z) are eg‘xpresm, de la (32), polinoamele i),,i 4 (&) care ne dau nodurife
ge pot obfine cu ajutorul formulei (45 '

f d%?:iﬁli 2 sg ubtme pe baza observatiilor deja faente, formula de cuadraturi
e.corespunde lui 7 = 3 din cazul s = 1. In general cazurilor m = 2n, s = 2

tfogﬂg_a.c%, m =3 se obtme urmétoarea formula de cuadraturd, de grad de

exactitate 9:

aai T 08 FOT (o +4)
343 T'(2. + 8)

- 286) £ (0) -+ 112 ( + 1) (34« + 125) /' (0) -+ 196 (o + 1) /I (0) + 60 (Za

135 (2o ¢ ) I' (20 +12)
Pentru o = 0 aceasta se reduee la

| — 2 j(a)de = 64 (o + 1) (do -+ 11) (82cx -+

: ) ; V7
= __1__. : £ . 1y - 93h L L
= H0 160 £ (0y 4 3 D00 f(0) 449 fAN(0) + 10935 | [ :
i 3(5015{( e : . [ ( .JJ

(5

/i,
404 157 600

T

: N
2 = :351.36 £0) 4 3 024 J/(0)-1-49 /AV)(0) 115 360 [f (_ V_B_) +
Ro6 :

S

S [(g)
530841 600

n + 1, s =1 le corespunde aceiagi fl)l‘ll‘lllld de cuadraturd de grad de exac-

R R

o — vy e
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+1

=2 f(aydr = —"__ Vo708 /(0 3976 £1(0) 4 49 ™o
-_S,] #* f (w)yda T /1(0) + £ 449 /0

+ ln.unw’ ;( yﬁ—r;) 4 /( yﬁ) j } U -
30. Dacii p ()= e = w0, 5= 2, m=

de tip Gauss. generalizati :
e ]

S&-—-‘B' f () da: = [_l(f_;% { 15744 f (q)‘+ 2856 f"(n)gm 147 /fvn(o)f 560 L‘ [ = KEJ

# e

cu b termeni i de grad de exactitate 9.

3, se obfine formula de cuadratura

Primit Ia 5.VIL 1957,
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