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SUR UNE CLASSE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX ET

SUR DES FORMULES GENERALES DE QUADRATURE
A NOMBRE MINIMUM DE TERMES *)

PAR
“D. D. STANCU (Cluj)

Dans ce travail nous avons essayé d’élaborer une théorie qui permet de donner une
méthode utile et aussi simple que possible pour la construction de formules géné-
rales de quadrature & nombre minimum de termes. Dans la premiére partie de I’ou-
vrage nous avons étudié une classe de polyndmes orthogonaux symétriques que
nous avons constamment utilisé par Ia suite, dans la seconde partie du travail,
oit nous avons établi plusieurs formules qui généralisent les formules classiques de
quadrature du type Gauss.

CHAPITRE 1T
Sur une eclasse de polynémes orthogonaux symétriques

1. Scit p(z) une fonction définie dans I'intervalle (z, £) fini ‘ou infini, telle
que les « moments»

simlatde O =0:1, 2...) (1)

Cp

RE e/

existent et ¢; > 0. On sait que dans ces conditions il y a une suite de polyndmes
{ ®p (2)} complétement déterminés si on excepte les facteurs constants, par les
relations d’orthogonalité

B
gp(.’l:)@i(f):)@,-‘. (2)d — ks ik =10, 1, 9.

*) Communication présentée a I'Académie de la R.P.R. le 1.VIL.1957.
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On sait en outre, que ces polynémes peuvent s’exprimer par la formule

€ €1 a1
(] Cm T
QLA e e cewe s | =012, 2)
= d 7 m
Cm O Copp—1 &

2. Supposons maintenant que Pintervalle («, 8) soit symétrique par rapport
4 l'origine: (—a, +-«) et que p () soit une fonction paire dans cet intervalle, ¢’est-
a-dire p(—z) = p(x). Supposons que tous les moments
+a

o = S?}(.’E)er’ da (k=012 557) (2)

—a

existent. Alors, les moments d’ordre impairs Cs;44 sont tous nuls. On montre aisé-
ment que la formule (2) se réduit dans le cas m = 2n a:

g 0 ey 0 ... 6a a0 1
0 i Ol By w0 Can &
! G- 0 =00 o) g D iR
s e b b e, o : =
0 eap Otaptn ... 0eyy_n 2201
Cop 0 t'211+2 0 v Cgp—a 0 g2r
G Bye e Oy o 05 o lop—n 1|
Cy Cg vi. Capig (S ... Oop 4
e e T e S Gy Cg cee Copag 27 (3)
Can Conta ... Cyp—s Cop Copy2 *++ Cip—g 22
et pour m =2 n +1 on a:
Co 0 Co 0.0 Cop :
0.2 0 - 24t 00 2
e, 0 ¢ 0 ... 0 eypyon?
Izn_,_l(;[;): SR I g | e
Cap 0 Copra 0wy 0 Cin i
0 Co512 0 Capia ... Cipn 0 a2n+t
Co Cp ... Gy Cy Gy = B 1
Cy Cy ... Capto Cy Cq v lapge 3
i [ R £q €8« Conppi Tt | Z. (4)
1
1€on Capge .. Cyy | Con4s Captd «.. Cyp aAn i
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3. p (2) étant définie comme au pt. 2, considérons une fonetion de poids
de la forme

q (2) =p (2) 2™ (6)
olL s est un entier > 0. .
Les moments qui lui correspondent sont \l“&)’
+a +a A
ks = S glz)akd e = SEJ ()ertk da,
L —

Remarquons que
Hk2s = Cltss-

Notons avee { D05 () } la suite de polynémes orthogonaux relativement & la
fonetion de poids (3) et a 'intervalle (—a, + a) fini ou infini. En tenant compte
des formules (2), (3) et (4) on a:

Cost2 Cag 4 cee Cagya, 1 Cag  Cogpa ... Casipn
. Cagpondg2 Z2 Cosyn Cospd « .. Cogpopyn
D2n+1,23 (ﬁ) = | Casto Cosya vos Cogaay 9 o P L TR ST (?)

Cosd Co546

Costant2 Costontd --- Costdyp % | Cagion Cosiontio ... Cosian

2
Caston Cosqont2 -+ Cosqdn—2 Bag) Caston Costant2 - - Cogldn_s
S : 4 2y
Dapo(@) =|Coss Costs oo Cosponga @ ; (8)
Costo  Cosqd ... Cystoy @ Cogtd Cas46 .+ Cagyanta
Cas Cgs+g =0 Castop—2 1 J Cos{-2 Cog4d oo Cast2n

4. En tenant compte des formules (7) et (8) on établit immédiatement la rela-
tion suivante, qui nous sera trés utile dans la seconde partie du travail

D2n+1,2s ($) = Olgp,2s & D2n,,2s+2 (-T’)s (9)
ol
Cas Cogya ... Cusioy Cosyy  Cosge cov Cagpopte
Casta Casyd4 oo Cospapts Cost6 Costs <o Cogtopyy
a"z?l]?‘x e - - . . - - . - . . . . : - . . . . - . - . . * . 2 . (10)
Caston Castonta - -. Costdn Costanta  Cosiopid .-+ Cospian

Si on note par II,Z, 2s(2) le produit de D,, o,(z) par une constante d,, tpllc
que d Dy, »(z) ait le coefficient de 2 égal & 1, la relation (9) pourra s’écrire:

Ir);n-H,?s (ZB) = DZn, 252, (9)
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. On obtient des formules préeédentes pour n = 0,1,2, les polyndémes suivants:

Featy

Do, 5 (2) =1, D125 () =2, Dyss (a) = a? — L Dy 05 = a? ek

¥
C2g (o542

T C2s 4202544 —Cog (o516 , . Cosy2 0516 — Cogid
Dy o (z) = 2% + Sl il G e (R . ji ol i b 2etd
¥ 2 5

U2s U254 — L3542 Cos Cos 4 — '35“-&'+2

F (,L) — g5 Castq Cagpe — Cas-2 Castg 2 Cog g 0_25458 — f'§s+ﬁ -~
Cagt2 Cogtp —— (f:ﬁs+4 Cogto CogtG — 0%34-4
6. Nous allons montrer maintenant qu’un polynéme quelcongue Dy, 55 (2) dela
suite {Dy,25(z)} peut s’exprimer aussi par Pintermédiaire de certains polynémes
de la suite {/, (2)} dont les éléments ont été définis dans (3) et (4).
D’une fagon précise nous allons démontrer que, & certains facteurs constants
pres. on a

Izn (fb') Ig,,_,_z (‘T“] e 12’1“»23 (;?.5]
]zu (0) I‘ZnJr? (0} L Ig”+25 (UJ
Donas(@) = L| 10 @ Tins @) Tingar (0)
on, 25 (L) = — § e g
5 av | 1LY ) k@ ... IR ©) "
SO0 IS 0) L I8 (0)
Loy () Loy (2) oo Longeer (2)
LB @) s (0) - Tiner (0)
Denta, 06 (2) = — | Tins1 (0) Lints (0) Tan'yasr (0) | . (12)
Z=*
00 5 0) . I8 (0)

Nous avons noté ici par {1, ()}, comme ci-dessus, la suite de polynémes ortho-
gonaux relativement & la fonction poids p (z) (paire) et & Pintervalle (—a, --a).
Démonstration. Ces formules se démontrent d’une manitre semblable. Si
'on désigne par y () le déterminant de (11) et si I’on tient compte que Jop ()
contient seulement des termes de la forme a;a2%(i = 0,1,...,k) on constate que

Y (0) =y (0) = ... = ye-0(0) =0
et que si I'ont tient compte de I'expression de y () on peut écrire
y(0) =y (0) = ... =yk=1(0)=0.

Il vésulte que y () est divisible par 22,
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Si on note maintenant par z(z) le déterminant qui figure dans (12), comme
1 a for 2l 2 -
un polynome Ioy 1 () contient seulement des termes de la forme big*+* (1=0,1,. . . k),

on a
£(0) =27100) = amp=2%2 (0) = 1:

En tenant compte de expression du z(z) on trouve que
2 (0) =2"" (0) = ... =2®=1(0) =0,

De ees égalites il résulte que 2 (z) est divisible par a;%-“+2. Le fait que la suite de
polynémes { Dy, 55 (x)} est orthogonale relativement & la fonction de poids (5) et
a U'imtervalle (—a, +«), done, que

\. p ()22 Dy o (2) Dy o0 (2) dz =0 (m £ n)

+a

résulte immédiatement si on tient compte du fait .que a®* D_m,gs () s’u;prime par
une combinaison linéaire de polyndmes de degré > m, extraits de la suite {Z (2)}.

7. Comme Ja fonction de poids ¢ (z) = p () 2** est une fonction paire, la suite
{ Dm,2s (%)} est une suite de polynémes orth qgﬂnﬂux.sy_metnqugs;’u n polynome quel-
conque de cefte suite a toutes ses racme;s l“et].’lles. _dlstnmtes, situées dans (—a. +a)
et réparties symétriquement par rapport a lorigine. .

lI!]’Iontronsy que 1%5 détcrn{inants y (#) et 2 (x) qui fignrent dans (11) et (12)
ne sont pas identiquement nuls. Pour montrer pm‘_er.{,emple. que 2 (m’) =0, l]i suffit
de montrer que le coefficient de I, 9511 () est différent de zéro, ¢ est-d-dire que,

Boii (0) Boys (00« Diniaasi (0)

0) |
|
n B Tomv1 (0) Zonss (0)... Izny2s—1(0) {3& 0.
A2p41,8s — .

= " p(2e—1 (25—1)
S (0) IR5s)(0) - - Bia1.0)
Supposons le contraire, ¢’est-a-dire A8, 1 s = 0. On peut trouver alors s constan-
tes, non toutes nulles ¢g.cop,. .., Cy—g telles que

s—1 1‘—,
Do 50y =0 (k=12,..,5) (13)

car le déterminant de ce systéme homogéne par rapport aux e; (i = 0,1,2,...,s—1)
est justement égal & A . . qui, par hypothése est égal & zéro.
Posons
s—1
Gontos—1 (X) = Z“;Izyrﬂwi(ﬂf)- (14)
i=o
Ce polynome n'est pas identiquement nul, est de degré 2n + 23 = 1 et est ortho-
gonal dans (—a, +a), par rapport & la fonction poids paire p (z), a tout polynome
de degré plus petit que 2n + 1. En tenant compte de (13) et de la propriete
Goppos—1 (—&) = Gapyzs 1 (2), on constate que le polynéme de (14) a le point zero
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comme racine multiple d’ordre 2s + 1. Le quotient de ce polynéme et de 28,
noté (/12,1_1, est - de degré < 2n—1. Comme le polynome (14) est orthogonal A tout
polynéme de degré plus petit que 2n + 1 et que

G2n+28—1 (:L) = Oznlgl (’L)

on a
+'f1 +a ‘
\ r (ﬂ’) Gony2s—1 (3") Con (v) dz = S v ($) s anﬁ-t (z)da =0 I

ce qui est impossible car le produit
P (2) 2% Copy ()

représente une fonction paire. Il résulte que le déterminant z (z) de (12) ne peut:
eétre identiquement nul.
7 LY
On démontre d'une maniére absolument analogue, que y (%) = 0 dans (—a, + a).
8. La suite de polynémes orthogonaux {D,, o ()} n’est pas en général normée.
Dans ce qui snit nous allons normer cette suite de polynémes. Tout d’abord nous.
alons normer la suite { Doy, o4 (2)}. ;

On a
8

2 LS ioq(i)
&% Donit,96() = D7 (= 1) 48541, ¢ Tougoins (2)
=10
3 (4) >
ot ‘Azn+1,s (t=0,1,..., s) sont des constantes. En tenant compte des formule
précédentes on a:
+a +a

Opn41 = S p () a* Dgn+1, 2 (%) do = Aé?z)Jrl, s s P (%) Dan1, 25 (%) Tonya (2) da.

= —ua

Mais,
Dony1,26 (%) = (— 1) 4 §2+1,s532n+2s+1 e TR

- (s) 82n+25‘+1
= (1) Asp14, s ——=hny1 (@) F ...,
2n4-1
ou on a noteé avec a1y le coefficient de 22+ du polynéme orthogonal Iy, (z).
Si on utilise la notation

+
2 9
Yontt = P (2) Iy (2) do
i )
on obtient
4a
N i ) ! CY )
Gona1 = S P (2) 2% Dopyq (z)dx = (— 1) Aé?g“,x Ve Pantasis i
. ~2n+41

-0
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In normant le polynome (12) on trouve

2 1
Dopya9s () = e D:Zn 25 (&) =
on+1,25 (%) N e (=) o
5
1 (—1)* Pantt {159

=== Il =l — D2n+1,23 (CU)
- 40 AN B,
2n+41 A2p4-1,p A2n+1,s “2n-+2s-H1

olt A(Z?Q_L s et A-(j,'hl,s sont les mineurs des éléments Io,q1 (%) ef Ippqeepr (%) du
déterminant de (12). On choigit le signe devant le radical de telle fagon que le

A . Wy : .
coelficient de 22+t dans Dy,.1, 25 () soit positif. On obtient une formule du méme

type que (10") pour f)zn’ 25 (). .
On peut les réunir dans la formule unique

ra L= 1 i jn A
ou() =+ = V AR g (6 (15)
Ym AI(TI-?S JE.:E s iem-i-ﬁs

‘liﬁf p A f,ﬁ étant respectivement les minewrs des éléments Ly () dmes (@) AL

déterminant qui fignre dans lexpression de Dy, a5 ().
9. Si on utilise les moments cag , a1z . ... et on tient compte des expressions

(7) et (8) des polynémes D,, s (x) on obtient, en normant, les polynomes

. Cagqon—3 1

Cag Cagy2
2 1 Cogpa  Cogld <o« Cosqon 22
D'.iu. 23(!5) = ’ (lb)
V A‘an:z, 2s L\Q.’i, 2s
Cogpon Cos+2n42 < Cogidp—g B
Cogt2 Cog41 o Cogaan L
A 1 Casta 2544 . Cost o4tz T2
Dgn+1’gs (.b) — - Z, (17)
TAT T P WA VI A P R LS
Cospapto Cogioptd ... Caglapn A
oit on a utilisé la notation
Cag Cost2 «ox Costop
Cost2  Cosys v Cogronda
(18)

L\‘Zn,‘ls =

Cogton  Cosyond2 - Coslup
10. Rappelons anssi la relation de récwrrence qui existe entre 3 polyndmes
conséeutifs de Ja suite {Dm_‘gs (3:)}

’ﬁm, 2s (ﬂl) = w’DJnl—l.Zs (:’T:) — Ty —1,2s ﬁ1):.—2,2.&‘ (J") (19)
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8
ol
+a +a
- 2 ~
hp—i, 8y = { S P (%) 225 Dy 0e (2) de ) 2 ( g P (%) g I),zn_z‘zk (z) da ) (20
—a ;rl &
Si on utilise les formules (11) et (12), on trouve que
n (0) 2
7 g @42 m4-2s—2 ;Im‘,_s *4?(’:)—2,-5‘ m—1 ()J.)
=L, 8 = TRk T T A T E S e i WEAE -
Fm—t Bmpas— -f"ﬁ)(:LZ, s A?(;:L]r 5 ‘ri—z

@t si on utilise les formules (16) et (17) en tenant compte que

A} y
Th 3 +°2n, 8, 2 K VAR, 9 5 =
Dy, 05 (2) = ,/i" *— Day, 5 () + Do 1,96 (2) = /ﬂ Dopyy ae(z), (227)

Asp_s 95 Qon 99549
on obtient les formules

AER,‘BS Aln——’;,Bs—l-z

\(2n,2s === )
Azn —2,28 Azn —2,254-2

(22)

Azn —2,25+2 Az::w 4,28

?\:r171,2s:
A‘Zﬂ.—i},2s+2 A21142,25
11. Cas particuliers des formules (11) et (12).
1°8is=0o0na Dp, o (z) = I, ().

2° Si au lieu de 1,, () on prend 7, (x) et on fait s =1 dans les formules (11)
¢t (12) on obtient

2* Dans () = Tas (0) To (2) — T (0) Tons (), (23)
22 Do,z (%) = Tonys (0) Tonas (&) = Tigi (0) Tonys (). (24)

On peut écrire la formule (23) d’une maniére plus simple. En effet on sait qu'-
entre trois polynomes conséeutifs 7o, 5 (z), Ton (%), I, (2) il y a la relation

Toves () + honyt Lo (2) = & Tanp1 (2)

ol
—y'—.(l +a
) oy i - o
Aonq1 = ( \p () Lape1 () d:f;J ; (Sp () Ly, () rla:)- (25)
_'a b ¢
Commnie
' g o Cop—a | !
1 Cy 4 STRON
Loy () = — . (26)
’_\2,?‘_2’0 s A A e e et e B
C2p Conpa .. C3p g 020
8
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on frouve que

Nop_9.0Dops

o by
Mais
lan(0) = (— Tn 2222
Dap-2,0
et la formule précédente devient _
Aol = — ——{E”Jrz o
124 (0)

En tenant compte de (23), (20) et 29) on arrive &
£ Lo
DZJ:,? (-L') = —1‘2n+1 (.’}1) a
z

Dans le cas du degré impair, vu (24), on trouve que
T 1 [~ 7én+3 (0) =y
Dy +1,2 m) =—| 1 +3 (-’L) et lrz; L1 (34) .
w13 (2) == | T, g T
12. Dans le cas particulier
e=1p(=1—22(@>—1)
les polyndmes I, () seront les polynémes ultrasphériques de Jacobi

% (m) i 211-51, ! (:):2 i 1)_0: {('I’E - 1)n+cz](n) .

Vu que
J;”‘H(O) z(* 1)(6{ +2n + 1) (C’: + 2n) ... (cr. +n +l)

22ny |

on trouve, & un facteur numérique pres, que
@ Dopy12(8) =4 (m 4+ 1) (x +n + 1) Jopps (%) +
+ (o + 2n + 3) (@ + 20 + 2) Jopp(2).

Les 6 premiers polyndémes D, » (2) sont

0

fj(:f}) = Dllg (@) =i, Dg’z () = a2 — % — >
2 D
53,2 (:L) =’ — i Z, T),;_g (.’l)) —pd 10 z2 - e Lo —
20+ 7 ' 20 + 9 (2 +7) (2o + 9).
o B! : 30

D_r,’g (.‘]') = b e T

2o + 11 (2e + 9) (2. +-11)
13. Considérons encore le cas particulier suivant, trés important:

a= 7, p(xr) =2,

8 —c. 60

(27)

(28)

(29)

(30)

(34)

(36)
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Les polynémes I, (z) correspondants sont leg polynémes d’Hermite

H;, (2) = (— 1) ¢2* [—a*](n), 38
s w8 = (— 1)n e [ (38)
= 2 2) !
Hogn (0) = (— 1)n("j_) ] (38)
(n+1)!
la formule (31) devient:
2 1] = 2 3 ~
D2n+1,‘3 (3’) = Hﬂn—}ﬂ (3") T : ;F‘S Hopis (l):, . ('59)
£ 4

Dans ce cas les premiers polynémes Dy. (z) sont

=

Dos (2) =1, Do (2) = o, Dip (2) = a2 —g, Dy (2) = 29 — L I
2
e (40)
=z I = 35
Dyp (2) = 2t — ba2 4 f, Ds s () = 25 — 73 - %E:L J

14. 3. Considérons aussi le cas particulier s = 2 des formules (11) et (12).

On a
: Iy, () Tonys (2) Loy (2) :
zt D2rz,4 (33) = I, (0) Izn+2 (0) I:an-|-=: (0) (41)
Ion(0)  Inpis (0)  Innyy (0)

Lonvs (2)  Tonys (2)  Iopys (x)
P Dot 1al@)= | L1 ) Lois (00 Einss (0) g
Ly (0) d3nys (0) Tanys (0)
15. Dans le cas (32), vu que
Jon (0) = (— 1) (¢ +2n) (e +2n —1) ... (o —Hz—]—l)’
2y |
o (0) = (— 1)t (« +2n) (0 +2n—1) ... (e +n+1)(2+2n-L1) ’
28— (p — 1)1 '
le;u (0) = (_l)n-1(°" +2n+1)(«+2n)... (¢« +n+1) 2« +2n -+ 3)
) 2n—1 (y —1)1

et que Jo, 1 (0) est donné par la formule (34), on trouve, & un facteur numérique
prés, les formules
24Dy (x) =16 (n +1) (n +2) (x +-n + 1) (¢ +n +2) (2 + 4n -+ 3) Jonra () +
+8(n+1)(« +n +1) (e +2n43) (o« + 20 + 4) (20  4n - D) opyn () +  (43)
+ («--2m +1) (e +2n42) (e +20 +3) (e +2n +4) (2. +4n+47) Iy, (2),
at Dy (2) =16 (n +1) (n 4 2) (o +n - 1) (e +n+2) (20 + 4n + 5) Joy 45 (z) +
+8Mm+1)(e 4 n +1) (o + 2m +- 4) (e +2n +b) (200 +4m 4 7) Jonta () 4 (44)
+ (o +2n + 2) (& + 20 + 3) (o -+ 20 + 4)(« + 20 +-5) (20 +4m 4 p) Jony1 ().
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Les formules (43) et (44) peuvent étre réunies dans une formule unique

Dy s (2)=16 (Fg] + 1) ([%J + 2) («x + [%l]—k 1) (cx + [-”21_?:,+ 2) (20 + 2m+

4-8) T (2) 8 [[g] i 1) (a. 4 [g} a2 1) (a+m +3) (- mt 4) (& +2m+5),
Imr (@) + (2 +m 1) (o + m+-2) (& + m+3) (0. m+ 4)(20+2m+7) I, (z)  (45)

ot 'on a noté par [o] la partie entiere du nombre o.
Les quatre premier polynomes sont
- 5~ . i

Dy () =1, Dy, (2) = 2, Dyy (5) = 22 — sy D (@) = 2= i

16. Dans le cas des polynémes de Hermite (38) vu que

= (. n(z_n)_! i — — Jyn—1 (Z?Z)I
RE=D n!’ D (n—1)1"

(@n +1)!
Hony1 (0) =8 (—1ypt— T 1
2 +1( ) ( ) (ﬂ ]) !

et que Hznyq1(0) ala valeur de (38), les formules (41) et (42) conduisent &

2n+1)@2n +3)|
; J Hay (z), (46)

- T o 2
Doy g (2) = ;;4 [Hz’”r" (#) + (2n 4+ 8) Hoppo (2) +

Doy (2) = 1 [Han s (2) + (20 +5) Hanys () + (20 +8) (20 + 5) Hanys (8)]. (47)

Les quatre premiers polynémes ﬁm,4 (z) correspondant & la fonction poids
(37) sont

~ 1

ﬁ(},4 () =1 Dy, («) S 524 (#) =22 — — Dyy(2) = 2 — ) Z.

Lo | o

CHAPITRE II

Sur qulques formules de quadrature du type Gauss

17. Définition. Nous nommerons formules généralisée de quadrature
de type Gauss, toute formule de quadrature de la forme:

b A
\p W10 =3 5 ay /i) + o[, (48)
i=1 k=0

a

g*
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qui a le degré d'exactitude 28 — 1, N étant le nombre des coefficients agy, diffé-
rents de zéro.

Dans le cas s =n et i, =r, = ... =vr, =1 on obtient la formule de qua-
drature classique de type Gauss, dont les neeuds f,4, ..., 1, sont les n racines
réelies et distinetes du polyndme @,(f) orthogonal, par rapport & la fonction
poids p () et & Iintervalle (a, D) — & tout polynéme de degré plus petit que n.

Dans ce chapitre nous allons montrer qu'il y a aussi d’autres formules de
gquadrature généralisées de type Gauss.

18. Pour cela on va considérer les polynomes

m T
hiz) = II (& — o), g (2) = T (& — op), I(2) = 2%, (49)
i=1 k=1
gui ont les racines réelles.

La formule d’interpolation de Lagrange-Hermite relative & une
fonetion f(z) dérivable un nombre suffisant de fois — et & m + 7 + 2 s neuds
qui coincident avec les racines des polyndmes (49), est de [a forme:

f@)=L(QO,....,0,2, 2, ..., Zm 0,04, ...,0.; f | 2) + B (2), (50)
28
oil _
LD o gl Sy B « vy, Wiy iy v g Wi | 0 By i B) 2
m . " m 25 T v 25
N ﬂ(_ﬂ') g () -1.)_ f (@) + Z hz) g (9’) a’u f (o) +
=1 b (m) g(x;) o =t h(on) gr(cg) i
25—1 25—i—1 i q‘A( | (k) ! (-)])
i ) 1(5)(0), -
T ,;ZZ{]‘ ,,.;: o] [k w () )I:n u (@) 16)0)
(@) =D @ = 29w —h@e@
r— T T—py
et

B(a) —hi(2) g (@) 5% [8:0; o« o 0,05 @5 o 55 B B %50 o5 552,511 (52)
e m—

28

19. 8i on multiplie par la fonetion poids p (z) que nous supposons dtre
une fonction paire dans (— «, + a) et telle que les moments (1') existent, et si
on fait I'intégration, on obtient la formule suivante de quadrature

\P@ /@) de = 3 def () + 3B [ @)+ Gy 09 (0) + o)

]

i=1 =i F=0

Les expressions des coefficients et du reste de cette formuie sont évidentes.
Nous essaierons de déterminer A (z) afin que les coefficients B; disparais-
senf. A cette oceasion nouns établirons le

1) Par ce crochet nous avons indiqué la différence divisée relative a la fonetion f(x)
et les neeuds mis en évidence, .
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Théoréme. La condition nécessare el suffisanle pour que Pon ait dans
la formule de quadrature (53), ot v = m. quels que soient cy, oy, ..., oo,

By =By = s =8By =0
est que &y, @y, . ., Iy Sotent les m racines réelles et distinctes da polyndme D, o5 ().
Démonstration. Etant donné que
+a

B, ig P () M i () 2 o 0 1, BT
* h (f R‘) .(,'h':(}';r) £ h2s

(04)

—a
on remarque que pour avoir B =0 (k=0,1,2, ...7.) il est nécessaire que
+_a
Sp (@yarh(e) g (dz =0 (=12, ..57

.
—a

Si on prend r = m on constate qu’il est nécessaire que h () soit tel que

+a

g p (z) a?s b (2) g (x) dz,

Za
olt ¢ () est un polynéme de degré n — 1 (car «; sont arbitraires). 1l résulte qu’il
est nécessaire que kb (z) soit orthogonal, relativement & la fonction de poids p(z)a®
et & Uintervalle (—a, + a), & tout polynéme de degré < m — 1; ceci signifie
qu’il doit 8tre égal — & un facteur numérique prés — au polynéme Dy, o, (2) défini
au chap. L.

La suffisance de la condition est évidente.

Remarque. Si v << m alors les coefficients By (k =1, 2,.... r) seront aussi
nuls si h(z) = Dy o (). On ne peut pas prendre r > m car on trouve pour z;
des valeurs imaginaires. Cela signifie que si 'on fixe le degré d’exactitude & 2N—1,
le nombre des termes me peut étre plus petit que N.

20. Vu que dans la formule (51) les valeurs /&1 (0), ( =1, 2,.. ., s) sont mul-
tiplies par des polyndmes dans lesquels interviennent seulement les puissances
impaires de @, que p(2) est une fonction paire et que l'intervalle d'intégration
est symétrique par rapport a I'origine, il résulte que tous les coetficients de /&= (0)
de la formule (53) seront nuls.

Dans ces conditions la formule de quadrature (53) devient, pour m = 2n,

+a :
) 2n s—1 (2k)
\o@i@ar= 3 4@+ u ] O) +o11 (65)
2 i=1 k=0
et pour m = 2n 4 1
+a
i 2n . A s (2F) -
5"’ (@) @)de =3 Aif (@) + 3 Cu 1 0) + ¢’ [/) (56)
i=1 k=0
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Les neeuds @, @, ..., @2, qui interviennent ci-dessus et qui sont les racines de
Dap o5 (2) ou de Dsy 9542 (2) seront dénommés les nceuds fondamentaux des
formules de quadrature (b5) et (57).

21. Si I'on tient compte de Ia formule (9) et d’'une remarque que nous avons
fait aussi dans [1, 3]*) on constate que la formule (56) est toujours du type (55).
En effet, la formule (50) a comme noeuds effectifs les racines du polynome % Dy, o4(2)
tandis que la formule (56) utilise comme neeuds les racines du polyndme 2% Dy, i1, 25
(z). Mais d’aprés la formule (9) 225 Dopyq, 90 =2+ Dy 9549 (2) et les formules qui
utilisent comme nceuds les racines des polyndmes 22+ Dy, o510 (@), 22542 Dy 9542 (2)
sont les mémes. '

Tenant compte de cette remarque on constate qu’il est suffisant d’étudier les
formules du type (55) ¢’est-a-dire les formules pour lesquelles z = 0 est un neeud
d’ordre 2s et z sont les racines du polyndme Dy, », (2) défini par plusieurs formules
dans le premier chapitre du travail présent. Il est évident que la formule (5b) est
ume formule de type Gauss généralisée.

22. Nous chercherons maintenant & établir des formules aussi simples que pos-
sible pour le calcul des coefficients de la formule de quadrature (55). Comme ils
sont indépendants de f (), substituons dans (55)

A = L8 2 G=1,2, ...,20)
hi (%) 27
oit h (z) = Dy, 25(z). On obtient

+a 4
D{%n, 2s (-’b) Tz

) S P®) (o~ ) Danys ) &5

-—

(07

23. En tenant compte que, quel que soit le polynéme g (z) de degré » <2n,
on a

§(8) = ODinu(@) + 3 — w2l g

=1 (& —2y) Dap,0s (20)
ot C5£0 sir=2n et C =0 sir< 2n, les deux premiéres sommes de la for-
mulle (51) dans lesquelles on prend h () = Da, 25 (2) deviennent:
2n o » 2s
D2n, 28 fa') . D2n, 25 (:’L) % f (xi) +
=i (:L '—-'»!3|:)- DZ:L_. s (.’L‘!) q (3::) i

L Dy os (%) g (x) 228
’ — S+
Ji=1 DZI:,SS (“—F\') (ﬂ’ = c"k) q (o"-k) D:J% ( k)

c

+

2n  2n D2n, 25 ((t}} . D2n, 2s (l) N ) ("I:k) :[,—2‘9 f (:1‘.").
(ST (8 — @) Dapos (21) (2 — k) Dgnns () 9 (20) e’

+

?) De cette remarque ressort que si 4 n neeuds fondamentaux on ajoute k (<< n) autres
neeuds arbitraires, dans la formule de quadrature respective tous les coefficients des valeurs
de la fonction a integrer sur les nouveaux nceuds introduits sont nuls.
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Si on multiplie par p (), en prenant I'intégrale de —ad + « et en tenant
compte de la définition de Dy, o, (), on obtient la somme

8| fro () oo

i=1

—a
On obtient ainsi pour les coefficients 4; les expressions suivantes
+a

4; = S P (%) ((:L’ D:;;);i)s () }2 56:': dz. - (B8)

Ty
—a

Comme p (z) > 0 dans (—a, +a), on déduit que tous les coefficients 4; de la for-
mule (DD) sont positifs. Si on tient compte que Day, o est un polynome orthogonal
symétrigue, relativement & la fonction de poids (5) et & l'intervalle (—a, +a)
et sl on suppose que Z < %, < ... <Ty, on constate que

.Ai = _Agnfi_g_l (’l, _= 1, 2, o 2??,).

4. Les coefficients Cy (k =0, 1,..., s—1) de la formule (55) peuvent s'ex-
primer aussi indépendamment des paramétres o o,,. .., 0.
En etfet, on considére le polynéme d’interpolation

L@, gy oo oy %30, 0, ... 057 2) =
27 DZn,,zs (L'L') @ 25—1

% 28 ;
= 2;( — (=) + 3i(@) £
]=0

i €T — $¢) Dén,% (Tl) e

ol
: i [ 2=i—1 gk 1
lj (z) = ?'[ Z (

= k!

|7
Sl D ;;. 2s (). D
DZR, 2s (ﬂi) }m:O J i (lﬂ) (09)

Les coefficients des formules de quadrature étant indépendants de la fonction i
intégrer f(a), substituons dans (55)

f@) =@ G=01,..., 2s—1).
On obtient immédiatement
+a
C%:Sp@MN@M (h=0,1,...5—1). (60)

—a

25. Nous essaicrons maintenant de donner des formules explicites pour les
coefficients 4; (1 =1, 2 ..., 2n), formules que nous croyons trés utiles en pratique.
Considérons la formule de Christoffel-Darboux
2n—1 A A
Kon1 (t, 2) = D' Dio5 (f) Diy2s (2) =
i=1 (61 )

D2n,2s (f,) D2n—1,23 (fb) ki ﬁZn,Es (gj) ﬁ2n—1.25_@

— V}‘~2n,23
I —x
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olr nous avons employé les notations de (1D), (16), (17) et (20). Si on multiplie
par p (8% les deux membres de cette formule et si on fait Uintéeration de
—a et +a on obtient

+a A A A A )
S ',ﬁ (t)lgs ])211,23 ("j) D2Hﬁ1,23 (""‘:) iy DZH‘Z.!' (31/‘) DZn—l,?s (‘j) r” sl 1
t—2 Viom,26
A
Ty, @y, ...y Doy Etant les racines du polynome orthonormal Dy, o, (z), faisons
dans ceftte formule 2 = z;; on trouve
i Do, sl 1
S P (1) - m2s () gy - — (62)
e At y)\Zn,zs Dgn—l,zs (ffi)
En tenant compte de (b7) et (62) on déduit que
1
4; = : (63)

i 2 A A )
Vien,as @i Dan,2s (%) Don—1, 26 (%)

Vu les formules (18), (22) et (227), on peut écrire ces expressions autrement

AP i
Ai - : 2n—2,254-2 . . E (65'}-
A2n—4,2s+2 & D‘Zn,?s (.’L‘i) D2n71,2.5' (mt)

Si on utilise les formules (15) et (21) on peut obtenir des expressions ana-
logues & celles-ci.

26. Evaluons maintenant le reste de la formule de quadrature (55).

Si on prend m =1 = 2n et on fient compte de (b2) on trouve pour le reste
de la formule de quadrature (55) I'expression

+a

o[l = S 9 (2) D20 (5) 2 g (2) [2,0, ..., 0, 2y, By, ..,

—a

sy dgn, O, Og, . ...G-g,!;f]dﬁ?.

En considérant le cas limite g (z) =7),, 5, (%), on obtient

+a
[ s

o [fI%= \ B0 Doy, oe (Y 225 [ 0, o o 000, %y By Bay oovs o B s F1 A2
e 25

Si on suppose que f(x) a des dérivées d’ordre 4n + 2s dans tout point de (—a.
—+a) et si on applique un théoreme connu relatil aux différences divisées, on trouve:
I'évaluation

+a

plf] = L S TR, o, (a) 42 [10439) () d,
(4n + 2s) ! _
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ot 0 appartient au plus potit intervalle qui contient z, z,, a,. .., @y, 0.

Etant donné que p (x)a® ﬁén, 2s () =0 dans (—a, +a) on peut appliquer le

premier théoréme de moyenne du caleul intégral et on trouve pour le reste de la
formule de quadrature (55) I'évaluation

“+a
/(4?1+2s) (E)
(4n + 28)1 .

olfl =

oit L€ (—a, +a).

27. Dans ce qui suit, nous allons construire effectivement plusieurs exemples

de formules de quadrature, en utilisant les résultats généraux ohtenus ci-dessus®).
Supposons s = 1.

L [Si les \nmu‘ds fondamentaux sont les racines du polyndme D, 5 (), la formule
(95) se réduit a la formule générale de type Gauss a nombre impair de neeuds 4).

+a +a

e . jint2) (%) e '
S p(2)f(z)dz = Cof (0) + %1 Ay f (2g) + — S P (2) Lonyr (2) da.  (67)

= (4n L 2)! EA
2°. Si on utilise comme neeuds les racines du polynéme &% Dyt 10 (2), o0 obtient
des formules de quadrature de type Gauss généralisées. Donnons quelques exem-
ples. Rappelons que si p(2) a l'expression de (32), les six premiers polyndmes
Dy (@) correspondants ont été donnés & (36). ‘
3°. Pomr m =1 on obtient la formule

41
- . . T +1) I (e 2
Nt — e ) do ot “LIT(—)T(% [2 (2 + ) £(0) + /" (0)] +
S¢.

2 (68)
(e + 1) T(« + 3)
Job ———
+ = T (2(:’ + G) f(IV) (E)’
ot () est la fonction d’Kuler de seconde espece.

4°. La formule correspondant au cas m = 3 a été trouvée par une autre voie
par T. Popovieiu [4].

5°. Pour m =9 on trouve les neuds fondamentanx

e %:V?(Za +9) +2/7@ +2)@ +9)

(22 + 9) (2 + 11) .

=7 £ i) V@zmmm.g)
2 3 (20', T g)' (2 + 11)

3) Certains cas particuliers de la formule générale (55) ont été rencontrés dans [2] et [3.]
%) Ce sont justement les racines du polyndme Ts,p1 (z) de (4),

\ p(E) x?* D’EH ss (@) daz, (66)
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et la formule de quadrature a degré d’exactitude 11
S

S (1 — a2 f(2)dz =

—1
+ 2240 (@ +1) (@ +2)*7"(0) + 3 (22 +9) [7 (= + 2) (5202 + 3165 | 389) —
— (9202 + 3960 + 179/ 7 (e +2) @ + 9] [/ () + / (2)] +

+ 3@ +9)[7(x +2) (5202 4 3160 + 389) + (9202 + 3960 +

qet1
445 (20 + 9) (2004 11)

H T (o 4 1) T+ 4)
1225 (x 4 2) T'(20 + 8)

{896(:: +1) (2 -+2)? (3 £+123)/(0) +

(70)

+ 179) V7 (& + 2@ + N [f () + / (7’33)]} +

I'(@+3) T(e+17)
T (20 + 14)

f2) ().

Pour « =0 on trouve

+1
1 g _
S (@) do = == [4408321 (0) + 8960 1" (0) +27(5446 —537) Td) f () +
=5 ' (71)
1

27 (5446 + 537 V14 . . s % z
I (z)] + 27 (5446 + 53T V14) [f () + 1 ()] +476804928600ﬂ13’ (&)

_ml—%:l/l T8V ’/21—_2]/14

1 e
et pour « :Ela formule se réduit a

oll

o
(Y]

+1

/() T
SVl - dz = 29400 (8904 7 (0) + 216 /7 (0) +4 (1281—4) (f (2y) + / (2)) +
1281 4 4)21 & T
+ 4 (1281 + 4)21) (f (%) + f (m5)) + 710()0319000 a2 (),
oll

28. Pour p (z) = ¢, @ = 0, s =1 les 6 premiers polynémes D m, 2 (%) corres-
pondants ont été donnés "dans (4).

19 UNE CLASSE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX ET FORMULES DE QUADRATURE 497

6°. Au cas m =1 correspond la formule
+m
J.e—msf (2) de = Vn[# ) + /7 (0)] -+ V”f(m ).

7°. La formule correspondant & m =3 a ét6 obtenue & I’aide d’autres consi-
dérations par T. Popoviciu [4].
8°. Pour m =5 on a les nceuds fondamentaux

__3’112324:V7+2V14: —3;22333—]/?_—2]/14

et la formule de quadrature a degré d’exactitude 11
4o

S e==* f(x)dz = %EE {3808 1 (0) + 280 /* (0) +3 (91 + 23 V14) [/ (2,) + f (25)] +

—o0

+3OL—2BVID [ () +1 @) +—TT o
36495360

29. Donnons aussi quelques exemples pour le cas s = 2.

97 8i p (z) a Pexpression de (32) les polynémes D,, 4 (%) qui donnent les neunds
fondamentaux peuvent s’obtenir & Paide de (48).

Sim =2 on trouve (compte tenu des remarques déja faites) la formule de
quadrature qui correspond & m =3 du cas s = 1. En général aux cas m = 27,
s=2et m=2" 41, s =1 correspond la méme formule de quadrature & degre
d’exactitude 49 -+ 3.

10. 8im = 3 on obtient la formule suivante de quadrature a degré d’exactitude 9

42
T+ 1) T +4) ;
1 — a2 dz — e—1 64 (o0 4+ 1) (4o + 11) (82
Nt~ eyl LIRS DI

-1

+ 285) f (0) + 112 (¢ 4 1) (34e + 125) /** (0) + 196 (« + 1) 1V (0) +

+60(2a+9)3[f(gl/9 19)+f(l/2 19]J+

42T (e +2)T' (o + 6) 010y (%),
130 (2o +9) T' (20 + 12)
Pour « =0 ceci se réduit a

ﬂf (2) de = = . - V7
S W= e 015 {00 1607 (0) + 35007 (0) 449 f (0)+10933[;( T]+

V7 SR e
H(?J” T 101157600 A

—1
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i 1 1
et pour o = — 5 eto= 3 on trouve

e

S MBIy P {:»;5 136 £ (0) 3024/ (0) + 49 /0V) (0) 4-
65 856

+1556“[f(‘L%) U/ “ )308:16037(10()

\‘ I/] — @ f () do = FZT{()TSL 8/(0) + 3976 7 (0) + 49 /I (0) -+

.

—1

+10.000[ (- 0,7 0.7 T
10.000[ £ ( I/()?)+f(]/()?)]}+ )93@4800 f10) (2),

30. Sip(z) =e ", a = o0, s =2 m =3 on obtient la formule de quadrature
de type Gauss généralisée:

+eo
g e f (o) ds = V7 {15 744 1 (0) -+ 2856 /" (0) + 147 /) (0) +
X 16464

[ EI

4 b termes et a degré d'exactitude 9.
Regu le 20. V1. 1957
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