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1. La notion de différence divisée. Soient X et Y deux espaces
lineaires normés et G : X — Y une application. Nous considérons # |- 1
¢léments distincts de l'espace X

(1) T R
Nous désignons par L(X, V) l'ensemble des applications linéaires et con-

tinues définies sur X et 4 valeurs en Y et nous déffinisons par récur-
rence les ensembles suivants:

LK, ¥) = L& Ly o0 XN = 2,48,

L(X, Y)=L(X, Y)

Autrement dit les ensembles L (X, V) sont les espaces des applications
i-linéaires et continues déffinies sur X et a valeurs en Y.

Définition 1. L'application [-, -; G]: X? — L(X, Y) s’appelle
difference divisée d’ordre un de l'application G sur les points x;, x; du
systeme (1) si:

1) (% %55 Gl(x; — %) = G(x;) — G(x;)

2) 'il existe la dérivée au sens de Fréchet de I'application G sur le point
%, alors [#, #; G] = G"(%),

Nous avons défini ci-dessus la différence divisée d’ordre un de 1'appli-
cation G sur deux éléments arbitraires du systéme (1).

En considérant maintenant des points consécutifs du systeme (1)
nous pouvons considérer les différences divisées suivantes:

[ G [ [ oy G T, Tt wlly; M)

A laide des différences diviséesd définies ci-dessus nous définissons
la notion de différence divisée d’ordre n(n > 1) de l'application G.
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Nous supposons que nous avons défini I'application [., ., . ., G]:
X+l L(X, V) a laide de laquelle nous pouvons définir les différences
divisées d’ordre i de l'application G sur i | 1 éléments quelconques du
systeme (1).

Boient. [By. 6 Ligon oty Fxpprirr et [By ¥pen v Bige s G detx dif-
férences divisées dordre i sur les points ., %gys, ..., ¥ppip1 Tespecti-
vement x,, %5y, ..., %41 du systéeme (1).

Définition 2. L'applieation [., ., ...}, G]: X#+2L;. (X, Y) s'ap-
pelle différence divisée d'ordre ¢ 4 1 de l'application G sur les points
Koy Xpepls - wios FhpiDs S

1) [« Bapivr; Gl(%pgip — %) =
kaﬂj coey Xpgida; G] = [ﬂf'k; vy Xpgio, G]

2) s'il existe la dérivée au sens de Fréchet d’ordre 7 4 1 de I'application
G sur le point x,;, alors:

1 i
Xy Xy oowy X G] = ———GUHD(x,
[0 % ] = Gl ()

Pour pouvoir utiliser ces différences divisées a la construction des
polynomes d’interpolation il est néccessaire d’introduire la notion de
différence divisée symétrique par rapport aux points considérés.

Définition 3. La différence divisée [#;, %5 ..., %,; G] ot x,,
%, ., %, sont des points dy systéme (1) est dite symétrique par rap-
port a les points, si on a:

[ . A ] -
(z)! [y B -y BB B W 000 90, 1G]

pour chaque permutation (i), 45, ..., 7,) des nombres (1, 2, 3, ..., k)
Si X =Y = R alors, 'égalité (2) est toujours vérifide. Alors les diffé-
rences divisées des fonctions téelles d'une variable réelle sont symétrique
par rapport aux points considérés.

Si nous supposons maintenant par exemple X = R? ¢t ¥ = R, f:

»

R*— R et si nous désignons par (u, v'), (u”, v"") deux points de R?,
nous avons

3) v, o f] = | Aot e Jere) =

ol B G0 el de =t

On montre que la différence divisée (3) vérifie les conditions (1) et (2)
de la définition 1, mais qu’elle n’est pas symétrique par rapport aux
pottifsi#alet 4t
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Mais nous pouvons construire une différence divisée sur ces points
qui est symétrique. Par exemple si nous cousidérons la différence divisée

définie par: 7 2
1 w, v') — fl{uw", v w’, v — flu”, v”
. o, 2 f] = L (L0 — A1) | fe v = St o)
| 2 u — u' vy’
" v)— flu"”, v”) Fluls vy — fl',v)
— + S
v —p .

alors on a évidement
;"lf” :\';"' ; j‘} — I';ljll, :‘:I ; f'}
Soit maintenant X' =Y = Cyg,y; ol par Cyp(; nous désignons I’ensemble

des fonctions définies et contenues sur l'intervalle [0, 1]. Considérons
maintenant I'application F: C;x Cpo,; donnée par I’égalité suivante

F(x)(s) = s K(s, t, x(1))dt

0

ot K: [0, 1] x [0, 1] x R— R est une fonction continue sur tout son
domaine de définition.
Soit maintenant # - 1 — fonctions

(4} Xpy Koy voowy Xy

de I'espace Cpoqy qui ont la propriété que x(f) # x,(f) pour i # j et pour
chaque / < [0, 1].

La différence divisée de 'application F sur les fonctions x;, %; du
systéme (4) peut se définir a l'aide de I'égalité suivante :

1
(%1, %y; FIh(s) = S K(s, 1, %(t) — K(s, 4, 50) )t
) xall) — mlt)
ot
h = C[O,I]'

On montre immédiatement que U'application lindaire définic ci-dessus
possede les propriétés (1) et (2) de la définition 1.

Si nous désignons par [x;, %, ..., xp,; K] la différence divisée
d’ordre s de la fonction K, alors la différence divisée d'ordre s de I'appli-
cation F se définit par 1'égalité suivante:

(% Xit1, «ous %ige; F1 by - by . B, =

1
S [0 %igrs « ooy Xigs; Kby(l) - Boft) ... & ()dt
a
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2, Interpolation. Dans tout ce qui suit nous supposerons que les
différences divisées sont symétriques par rapport aux points considérées.
Nous désignons maintenant, par L,;: X—Y une application définie
par 1'égalité:
(5) Lu(#) = G(r) + [% #o; GUw — %) + oo+ [B Far oos a3 GIX
(v — %) ... (* — %)
Allors nous avons le théoréme suivant:
ruioriME 1. Lapplication L, définie par (5) posside les propriétés
suivantes 2
1) Lx)=6Gx),+=12 ..., n + 1
2) G(x) — Ly(%) = [% %1, -y Yapas GRS B o s (% — )
pout x e X, ¥ # &, b= 1.2 e B4l
Démonstralion. Nous démontrons 1'égalité 2) par induction, Pour #=0
I'égalité 2) est évidente parce que Glx) —Gl%) = [% % Gl(x — %1)
qui n’est autre que I'égalité 1) de la définition 1.
Nous supposons que l'égalité 2) est vraie par # = k et nous mont-
rerons qu'elle est vraie aussi pour # = kR4+1
En effet si 1'égalité suivante a lieu
(6)
G(x) = G(%1) + [%1, %2 Glx — 1) + - + [%0 %2 oo Bt G] -
o (3 — A} e (9 B3 [ B sip Mg Gllx — %pp1) -+ (2 — x,),
alors, en tenant compte de I'égalité
15,2 Faweesten Shstit s Gl=1[%, %1, « ¢ -» Brs2; G(x — Xpyo) + [¥1 Xay o - Xri2) G]
qui résulte de la définition de la différence divisée d’ordre k + 2. Il ré-
sulte égalité suivante:
G(x) = G(xq) + [%1, %2 Gllx — %) + -+ - + [%0 %o o0 Fra2s G] -
Ax — Fpgr) oo (F— LA S O R o Gl(x — Zngz). - - (& — %)
ce qui montre que égalité¢ 2) a lieu pour n =k 41
Il reste 4 démontrer les égalités 1). De la définition de l'application
L, il résulte:
@) La(w) = Glm) + (3 % Glwg — ) 4 oo [0 % oy 53 G
(% — %ie1) - (% — %)
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Si nous considérons maintenant le dernier terme 4 droite de I'égalité
(7) et tenons compte de 1’égalité :

[xll Koy oo, X, G](x; = xf—l) = [xl;—b Xiy vony Xig, X GJ(X' = xi*l) e
= (%1, %o oo Mg % Gl — [y, %y, ..., Zing; G] =
L= [xli Xpy o vvy Xi—y, X, G] - [le Xgy +ony Xig, Xj_g ) G)J

nous obtenons
L'l(xi') = G(xl) + [xlv g, G-J(;'C,- P "rl) + L) + [xlx Xay vy N X G]
8 (;‘c,- = ,’U,-_z) e (x,- = ;CI)

En procédant de la méme maniere aprés un nombre fini des pas nous

parvenons 4 ['égalité suivante :
Lu(x;) = G(%:) + [, %5; Gl(x; — %,) = G(#:) + G(x;) — G(%,) = G(x,;)

L'application L, est dite pélynome d'interpolation de Lagrange de 'appli-
cation G sur les noeuds x;, ¢ =1, 2, ..., n + 1 du systeme (1)

3. La résolution des équations par interpolation. On considére 1'équa-
tion

8) G(x) = 0

O est I'élément nul de I'dspace YV et G: X —V est un opérateur non
linéaire.

Pour la résolutionde I'équation (8) nous pouvons procéder de la ma-
niére suivante,

En supposant que les points du systéme (1) sont dans un voisinage
de la solution # de I'équation (8), de I'égalité 2) (théoréme 1) il résulte
I'égalité suivante :

G(%) = Lo(®) + [& %1 .0y %ige; Gl(E — Ent1). .. (8 — %) = 0
d'ou il résulte

ILa@EN] € N1[2 %0 s Fagrs G 1% — 2] .. ][8 — Zppa]

51 nous supposons maintenant que nous avons les inégalités ||# — x| S,
t=1, 17+ 1 ot ¢ est un nombre réel et positif, alors on a:

L@ S 108, %0 oony Zagr; Glen!

d’otr il résulte que pour trouver une approximation de la solution % il
suffi de résoudre 1'équation suivante :

(9) L, (.’J.f) =6

La méthode exposée si-dessus présente quelques inconvénients, notamment :

5 — Mathematica — Revue d'analyse numerique et de théorie de l'approximation, Tome 23, nr. 1/1981



66 ION PAVALOIU 6

Tout d’'abord, la résolution d'une équation sous la forme (9) méme

dans le cas # — 1 est un probléme de mathématiques difficile et la difi-
culté du probléme croit considérablement si > L

Méme dans le cas X =Y = R, c'est—a—dire, quand L, est un polynome
algébrique a cocfficients réels, le probleme peut étre tres difficile a cause
du fait qu'une équation algebrique de dégré n a n racines, et alors il
est nécessaire de choisir la racine de l'équation (9) qui approche la ra-
cine & de 1'équation (8).

En second lieu, il est bien connue que la position des racines d'une
équation algébrique dans le plan ct la nature de ces racines peuvent se
modifier considérablement quand les coefficients de I'équation sont af-
fectés par des erreurs non essentielles.

Dans ce qui suit nous exposerons unc autre méthode avec laquelle
une parte des difficultés exposdss ci-dessus, s’élimine.

Nous supposons que les opérateurs linéaires

[, %3Gl = LXK, X, ok g1 B ey %ok ]

sont inversables.

Il en résulte que G(x;) # G(xg), ¢+ # J. doit maintenant D un en-
semble quelconque d’éléments de l'espace X. Nous désignons par G=G[,
la restriction de lapplicatoin G 4 l'ensemble D.

Nous supposons que l'application G est un homéomorphisme des
ensembles D et G(D). Ou par G(D) nous avous désigné l'image de I'en-

semble D par G.
Nous avons le théoréeme suivant:

THEOREME 2 Si lopérateur linéaire [x, xj; G, ou x;, % < D est
inversable, alors a lienw I'égalité:

[ y; G111 = (% %5 G]™?

yi = G(x) et y; = G(x5).
Démonstration De la déffinition de différence divisée d’ordre 1 il 1é-
sulte que
G(x;) — Gla) = [% %55 G1(% — %))
ol
[ %5 GI7Myy — ) =% — %
Cest a dire
G-Yy;) — G-Y3) = [%, %; G173 — 2)

d’otr il résulte 1'égalité de Iénoncé du théoreme.
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Soient maintenant x;, x,, ..., Xpy1, W+ 1 — éléments de 'ensemble
D.

Nous désignons par ¥,, ¥y, ..., ¥u11 les valeurs de l'application G
sur ces points, c'est-a-dire y, =G(x;), i=1, 2, ..., # } 1. Nous

considérons l'application L,:Y — X donnée par

(10) Ly(y) = %, + (Y10 Ya; 5"1]0} — )+ ...+ [y, =y i G-
i ( ! ¥yn-){y - y""i'l}' : (.’}’ - yl)
qui vérifie les égalités

(11) G(y) = L(¥) + [%) Y10 v s Pura; Gy = Ypg1). . ¥ —31)
et
(12) G T ) = A= 1,00 L wt

Si mous supposons maintenant que la solution % de I'équation (8)
apartient a l'ensemble /), alors évidemment £ — G-1(0) et de (11) nous
déduisons :

(18) & =G-3(0) = L,(8) + (—1)**' [0, 31, ..., Yus1; C-2U(Wnsr. . 3}

Si nous designons par

(14) £ = L,(0)
nous en déduisons :
(15) 12 — 2 S0 Y1 - Surrs G2 - [[Pgall- - [[2ll
De l'égalité (15) il résulte que si les éléments x,, x,, ..., X,p, sont
choisis de telle maniére que |[[y,]| = c{x)l]l <& ¢=1,2 ..., 541

ol ¢ est un nombre réel suffisamment petit, alors # est une bonne appro-
» simation pour #.

Pour plus de clarté nous designons par L,(vy, ¥, ..., ¥,.1; G-1y)
I'opérateur L,(y) donné par la relation (10).
Soient maintenant x,, x, ..., x, L1, &+ 1 — éléments initiaux don-

nés et soit (x,),-; la suite généree par la rélation de récurrence :

(16) Xitnt1 = Lu(_}’,‘; Vig1s + oy yl'fI'ii; é—l l a)l = l: 2; ey

Nous présenterons maintenant quelques cas particulieres du procédé ité-
ratif (16). B/ Aot A

A. Soient x, et x, deux éments arbitraires de I'espace X. Si nous
considérons les premiers deux termes du polynome d’interpolation in-
verse (10) tenons compte du théoréme 2, nous avons

(17) Xpp1 = Xp—1 — [ﬁ;k_], X, G’Jﬁ.IG(."{k_l), k= 2, 3,

qui n'est autre chose que I'extension de la méthode de la corde,
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B. Au cas oil nous considérons trois éléments initiaux x;, %, 43X
et nous nous bornons aux trois premiers termes de la relation (10) on a:

(18) |
X, = Xp—3 — [%f—a Xp—s; G]_IG(xk—s) — [%k—3, %p—2; G [%r-3, ¥p—1,

Xym1s Gl[%4—g) %p-1 G]—lG(xk—a) [ Xp—as Gl r(p—a)y £ =4 5 .0

Cette méthode est une extension a 'espace linéaire X d'une méthode
analogue & la méthode de Tchebycheff, bien connue. De (15) et de (16)
nous déduisons

(19)  |[|# — %jpuall § ITE8; @i - oo Mg énl]“ Nyl oo 1 Ymgalls
Y= [

A propos de la méthode (16) il se pose les deux questious suivants:

1. Quelles sont les conditions pour la convergence de la méthode (16).

2. Dans le cas de la convergence de la méthode (16), quelle est la vi-
tesse de convergence.

En ce qui concerne la vitese de convergence d'une méthode itéra-
tive de type (16), A. a. osTROWsKI [1] a montré que l'ordre de conver-
gence de cette méthode n’excéde pas 2, pour chaque nombre de points,
d’interpolation donnée. “pas

Dans ce qui suit nous montrerons que si a chaque pay d’iteration
on choisit convenablement les points d'interpolation, alors l'ordre de
convergence croit considérablement.

Ainsi qu’il est bien connue pour la résolution d’une équation de la
forme (8) par une méthode itérative il est nécessaire de mettre en évi-
dence une application Q: X — X qui a la propriété que chaque solution
de I’équation (8) est un point fixe pour lapplication Q.

Un opérateur Q qui posséde la propriété ci-dessus est dit opérateur
itératif attaché a l'équation (8).

Pour les opérateurs attachés a 1'équation (8) on peut définir la no-
tion d’ordre.

Définition 4 Soit D € X une ensemble d’éléments de ['éspace
X et p >0 un nombre réel.

Nous disons que l'opérateur itératif Q a l'ordre k (& > 0 nombre
réel) sur I'ensemble D, par rapport a I’équation (8) si pour chaque x <D
on a

(20) G < ellG(2)[]*.
Soient maintenant Qy, Q,, ..., Q,; n — opérateurs itératifs attachés
a l’équation (8), respectivement d’ordre %y, &y ..., K,

Nous considérons un élément arbitraire x, = X et désignons par

#.s5=1, n les expresions suivantes :

(21) = 0ule), & =0.(% ), s=2.3, ..., B
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Si les éléments initiaux dans la méthode itérative (16) sont:

(22) f Xy, -";2, Vi 5% X?l
alors si nous écrivons 3§ = G(x,), M =G(x%), i =1,2, ..., n, on a:
(23) %= L9, 9% <50 G-1]0)

Nous supposons maintenant que nous avons construit les premiers
i —|-1 éléments de la suite (x,), q alors I'élément x;,, s'obtient de Ia
maniére suivante : =

Nous écrivons :
(24) %= 0wl S=0"-) =23 ....n
et
N=G6x), y=G6x); j=12 ...,n

Alors 'élément x;,, a la forme suivante:

(25) Xiv1 = Ln(_’)’é; yll ey y;;. C:_IIB)
e (15) et de (25) on a:
(26) 1% — el SN0, ¥6 -0 w5 G2 NEI - .. 19l
Mais du fait que nous avons supposé que les opérateurs itératifs
0z 1=1L,2, ..., # ont respectivement les ordres k;, avec les constantes
ej; 7=1,2, ..., n il résulte les relations sulvantes
(27) sl = 1G(x)]
et
(28) Iyl S G = IG(Q,(x 1))” OullG(Qs 1 (xi_ z))JI"’ s
S poprllG(Qumal g gy - gl ol ghhsh g e

pour s =1,2, ..., »n
Si nous écrivons maintenant

(29) Cs _ pspgil ksk.!'—l p'?sks“""ks A 2, 3, ey 2,

5 R 3

(30) K =[] &
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et
(31) m:1+k1+k1k2+...—i—kl-kz...k,,
et si nous supposons que les différences divisées [0, ¥, ¥{, . - Vi (}—1]

sont fortement bornées par la méme constante M > 0, alors on déduit de
(26):
(32) i — %l € MEIGEI",  i=0.1 ...,

Si nous supposons maintenant que les differences divisées d’ordre 1 de
I'application G sont fortement bornées par la méme constante B > 0,
on a:

(33) IG(x )l € Bllx — xll i=01 ...
En tenant compte des inégalités (33) et (32) on obtient:
(34) £ — %l $ MEB|% — =, i=01,...

1
En multipliant les inégalités (34) par (M KB™)" ! et en écrivant

1

5, = (MEB"" |z — %, k=01 ...,
on obtient de (34)
(35) S £ 87 i=0,1, ...

Nous admettrons maintenant que nous pouvons choisir les constantes
M, K, B et le point initial x,, de telle maniére que 3, << L.
Des inégalités (35) on déduit:

i. .
3.‘\1@3(’;”, =01 o,

S
d’olt. en tenant compte de la condition 8, <1 I'on déduit

lim 8., =0

i—+co
(Mest-a-dire

lim ey = %,
i—i o~

Nous considérons maintenant qulques cas particuliers de la méthode ité-
rative (25).
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Si nous considérons un seul opérateurg itératif Q d’ordre & — 1 alors
la méthode itérative (25) revient a la méthode bien connue de Aitken-Seffen-
sen, Dans ce cas nous avons: m = 2

2.8 =0i= ... = ki=hyo= ... =k, =k otk #1

Iz"+171

. k"+] =1
alors C,=p *1! et m= —

k—1

3.8 Q=0 =...=Q, et ky=ky;= ... =k, =1, alors C, = o
et m = n,

Remarque 1,/ordre de convergence donné par I’égalité (31) de la méthode
(25) est le plus grand possible par rapport aux opérateurs itératifs Q,,
Q2 ..., Q, donnés, si l'ordre dans lequel ils sont appliqués pour obténir
les éléments (24), est donnée par l'ordre décroissant des mombres %, &,,

» Ry Clest-a-dire, 'ordre de convergence m est maximal si %, Z ky, =

= 2 k, et minimal si & Sk £ ... £k,
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