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Dans ce travail nous étudions quelques méthodes numériques pour
la résolution des équations de la forme:

(1.1) J(%) =0,
ot f:I— R est une fonction réelle d'une variable réelle, et I est un in-
tervalle de l'axe réel.

Nous désignons par £ un ensemble de # 4 1 nombres réels distincts
de l’ensemble I c'est-d-dire, E = {x;, %5, .., Zhaa) OL %5t % POUT
A =12, ..., n+4+ 1

Désignons par
(1.2) 05y gy, o vy Bl

n + 1 nombres naturels qui vérifient la condition :

(1.3) oy F o+ oo F oo, =m F 1

ot m = N, et par ‘

(1.4) s F=0 T ey el t= LR, L,

m = 1 nombres réels donnés.
T,a théoréme suivant est bien connu.

THEOREME 1. Il v a un seul polyndéme P de degré au moins m, qui
vérifie les conditions suivantes :

(s PO —a0 9 =10 1, s sl g =1, 2 :cc. B4 1;
Le polyndme P a la forme suivanle .

e o, i)
Z S 1 (v — ;)7 w(x)
L Ayl NS e

k=0 " YRIj! w(x) w= 2y (v — &) i

P’Jt
’L“"‘;

(1.6)  P(x

Il
Pell
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ot
(1.7) , o(x) = h (v — ;)%

i=1

Si nous supposons que la fonction f admet des dérivées jusqu'a l'ordre
m 4 1 inclusivement dans l'intervalle I et si y! = M), 1 =0, 1, ...

a;—1,1=1 2 ..., n+ 1, alors, le reste de la formule d’interpolation
de Hermite satisfait a 1'égalité suivante:
(m+1)
1.8 fies Plalesil Y )
(18) f(m) = Pla) =73 - ala),
ot £ € I.

Supposons que f'(x) # 0, pour chaque x = I et désignons par F =
= f(I), I'image de lintervalle I par la fonction f. De I'hypothése ci-
dessus il résulte que la fonction f: I — F est bijective, que la fonction
-1: F — I admet des dérivées juqu'a lordre m -+ 1 inclusivement dans
I'intervalle F. La dérivée d'ordre £ (R €N, k< m + 1) en un point
vo = f(%o), ¥o € F a la forme suivante [4], [8]:

(1.9)

@k —2 — i) =114 e i ) Y S B o) 'k
i e . .o
[/ (y0) 1™ —2 P ( 11 | 21 ) k! J

oil la somme ci-dessus s’étend a toutes les solutions entiéres et non néga-
tives dy systéme d’équations :

byt 24 oo+ (f— D=k —1
1:1+?:2+...+1‘);:k—1

Si nous supposons que 1’équation (1.1) admet une racine # = I, alors
de f(%) = 0 il résulte que f7(0) = %, et de f'(x) # 0 pour chaque x < 1
il résulte que % est unique.

Si dans lexpression du polynéme d’interpolation de Hermite (1.6)
nous choisissons pour les noeuds d'interpolation les valeurs y; = i),
i=12 ..., n-+1et pour les valeurs de la fonction et de ses déri-
vées les mombres fiy) ==, 1=1 2, ..., n+ 1, respectivement
Y y)l?, =12 ..., o — 1:4=1, 2, ..., -+ 1, alors nous obte-
nons le polyndme d’interpolation d’Hermite de Ia fonction f~1. Ce poly-
nbéme aura la forme suivante:

(L.11)

(1.10)

n+1 mr-I o= 1

Blyy=_ 5

=l ;=0 k=0

e ey (#) wly)
1 NN 1 [()" ¥i) :I ——y——
i VA v -

kgl y=y; (¥ — )%
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Le polynéme défini par la relation (1.11) s’appelle le polynéme d'in-
terpolation inverse d’Hermite. -
De 1'égalité (1.8) il résulte:

I )

(113) f*l(_-)}) e P(y) — m L m(y), n e F.

En tenant compte que f71(0) = &, (1.13) nous donne

[f 1 (ny) IOt
114 X — PO :——1-;_ .
(1.14) z (0) ek
olt u, est contenu dans le plus petit intervalle qui contient les points:
0, f(xy), ..., f(%up1). Si nous désignons par F, l'intervalle ci-dessus et
pat M., le nombre M, = sup |[f~1(y) 1"+ 9} alors nous déduisons de (1.14)
yEF,
o My o , . L
(1.15)  |# — P(O)| < 2 | f(m) [ - [f(x)|+ o |f(omga) 50
(m+ 1)!

Si les points de I'ensemble E sont suffisamment proches de #, alors

les nombres f(x,), f(%s), ..., f(¥s2:) sint proches de zéro. A plus forte

n+1
raison le nombre [ [ [f(%)|% est proche de zéro et le choix de P(0)
i=1
comme approximation pour la racine & de I'équation (1.1) est justifié.
Par conséquent

(1.16) % = P(0).

2. Méthodes itératives obtenues @ Uaide du polyndme d'interpolation
wnverse d Hermiie

Si I'approximation P(0) de # donnée par (1.16) n’est pas convenable,
alors par des itérations successives on peut obtenir dans certains cas des
approximations de plus en plus proches de la racine.

Désignons par

(2.1) Xy B ovin Fwda
n -+ 1 approximations initiales de la racine & de I'équation (1.1). A l'aide
de ces approximations nous construisons la suite ()7, donnce par le
procédé itératif suivant: '
(2-2) xﬂ-+s+l = Pu+s(0)s )
ot P,.,(0) = P(0), P a l'expression donée par (1.11) et P,, a l'expression
suivante :

) (%)
(¥ — ¥s+i-1)],

2 '(f"(ym-l))‘f";ﬁl_ﬁ[ wg(¥)

oc‘-—i o, —j—1

n+1 i
(2.3) Puis(y) = 21 _E

A=0 k=9 Y=Ys4itl
wg(y)
(¢ — yati=t)a—i-H
ou
2.4) ws(y) = I (¥ — Yogi)@itt.

=0
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Dans ce' qui suit nous étudions la convergence de la suite (x,);,
geénérée par le procédé itératif (2.2). Nous désignons par
M = sup [[(f )T et p=sup|f(v)], alors de (1.14) et (2.2)
yeF e
il resulte :

(28) 1% = sl < (MB"N/(m + 1)) - [£ — 2[5 ... [ £ — sy, oo

Plus généralement si les éléments de la suite (%)p~1 sont contenus
dans l'intervalle 7, on a les inégalités suivantes :

4 Mgyt - o = e«
(?6) lj — Xpgsp1| € m ! =% ialj-‘\' — Fs1 fa, v I‘*“ o= SL’H.,,I i
Sl B
m D 14'
En multipliant les termes de (2.6) par B\/(—B_; i et on désignant
m -

par p; le nombre

T

(m + 1)1
les inégalités (2.6) deviennent :
o p:fH phs=1,2 .

—_ o o
£ < A1 .
( ) P”+S+1 = pn-i-s Pli+s-1

Nous supposons dans ce qui suit

(2.8) pi <d, i=1,2 ..., nat1

oit » est la racine positive de 1'équation
(29) i+l an+1f{" + a“ﬁnﬁl _]t_ _’_ azt + e,
et O0<d < 1.

Si nous supposons

(2.10) RN TR (I

alors en tenant compte de (2.7) et (2.9) on a

(2.11) Tntst1 = Ong1t¥nts + Cutlnts—1+ ... + olgtheyy + oty s
Il résulte de {2.8) que

(2.12) m=o,i=1.2 ..., 541

Il est facile de montrer que I'équation (2.9) a une racine unique réelle
et positive o > 1. Alors de (2.11), (2.10), (2.12) et tenant compte que o
est la racine de I'équation (2.9) nous déduisons les égalités suivantes :

(213) Upts+1 — 0)"+S'H, § = 1, 2, 3, “sw g
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c'est-a-dire

(2.14) et ST, s =L 2 B, s
De l'égalité (1.3) il résulte que o > 1 et lim pyyss1 = 0. Par consé-
quent | -
slirg | % — %ugstr| =0,

ce qu'il fallait démontrer.
I'expression de puicy1 fournit I’évaluation suivante:

1 y dmﬂ-{—s—{»l

2 BM
P v (m + 1)1
3. Le cas particulier n = 1.

Désignons par a;, @, deux nombres de N tels que @, + @, =m + 1,
et par x,, %, deux points de lintervalle I. Supposons que dans chaque
point x;, @ = 1, 2 nous connaissons les valeurs de la fonction f et de ses
dérivées successives jusqu’a lordre a; — 1, a, — 1 tespectivement.

A P'aide de la formule (1.9) on peut calculer les valeurs de la fonc-
tion f~1 dans les points y; = F(x1), ¥o = S(xg) et les valeurs de ces dérivées
successives jusqu’a lordre a; — 1, a5 — 1 respectivement.

Te polyndéme d’interpolation inverse d’Hermite sur les noeuds ¥y,
y, aura la forme suivante:

(2.15) | % — %ntst1]| <

2 a,‘-—l a’:—j—l
3 . i 1
(3.1) PO =1 3 X T
_[(y—yc)“‘]“" el
oly)  Jy=y, -y
oft
(32) oly) = [y — 3% - [ — 3™

En prenant en (3.1) ¥y = 0 on obtient une premiére approximation
de la racine # de ’équation (1.1). Si nous désignons par x; cette approxi-
mation alors on a:

2 ai_! al-—jﬁl
(9 PR =2 e L

i=1 j=0 k=0 kly

. [(y - y,)“*']”" (=% 0@

o) v, i

De (3.3) et (1.14) on déduit
] | (= +0|

3.4 ;T — X QM ay . aI,M—_—'Su i dentd b B 0y
(3.4) | % — 23] | f(x) 1% - 1f(%2) | wsf%‘)') o
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En utilisant 1’égalité

) [f(2) |
3.5 B — il e LW B
(3:5) | s I# #: 1]

ol par [%, x,; f] nous désignons la différence divisée de la fonction /
sur les noeuds %, x,; on déduit de (3.4) I'inégalité suivante :

(3.6) /(%) | < K /(%) [ - 1f(25) [
ot K > |[M - [x, y; f]|, %z 4= I

Si nous considerons les nombres % et x, comme des approximations
initiales pour la racine & de I'équation (1.1), nous obtenons de (2.3)
pour y =0 une suite (v,)* , avec

n-=l’

a —1 affj—l
Fs 41 :E 2 2 (7 (Poria))D ,?,1_3',
(3'7) i=1 j=o k=0 .
: [(y —J'H.‘-.l)”fr” L =0UE - ag(0)
osl9)  dymyy ye ¢
(3.8) () = (¥ —Yor)® - (y — )8, s =2, 3, ... .

Dans I'hypothése selon laquelle touts les éléments de la suite (%),
sont contenus dans l'intervalle 7, on a les inégalités suivantes :

(3.9) Vi) | < Klf () | - 1f(pa) |, m=1, 2, ... .

Si nous multiplions les inégalités (3.9) par KY» et si nous tenons
compte que a, 4+ a,=m + 1 nous obtenons :

(3.10) K" | f(Znga) | < [KU™|f(,) ] - [Kiim L (%ns1) [ ],
#—=1.2 ...

Dans ce qui suit nous désignons par g; les nombres

(3.11) pp=K'"|f(x)|, i=12 ... .
Alors les inégalités (3.10) deviennent :
(3.12) Pokz & pR-ph  m=192 . .

Nous supposerons que

{ Py < d
Py < do

ot 0 <<d < 1 et w, est la racine positive de I"équation

(3.13)

(3.14) Bl—agf—a; =0
De (3.12) et (3.13) on déduit
(3.15) Pn < dun
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olt la suite (#n)a=; vérifie les égalités

(3.16) Upys = Aoty + A, =12, ...
7 U = Wy, g = .

De (3.14) on déduit:

(3.17) e L

auquel cas (3.16) donne
(3.18) U=l =y 2o s

én déduit pour p, les évaluations suivantes:

(3.19) ow<dl, n=1,2 ....
L’inégalité précedente et (3.11) impliquent:

(3.20) f(x) | < K-t . g%
En désignant par « le nombre
(3.21) G w23 ]

et en supposant « > 0, on déduit de {3.20)
(3.22) |2 — x| < (a) [f(2a) | < (1) KU . dw?, #=1 2, .

ce qui représente une évaluation de I'ereur apres # — 2 pas d'iteration.
En passant 4 limite lorsque # — o0 on déduit de (3.22)

(3.23) £ = lim %,

et de (3.20) il résulte, du fait que f est une fonction continue, f(£) = 0.

Dans ce qui suit nous allons présenter une analyse de la vitesse de
convergence de la suite (x,)  donnée par (3.7). Pour ce faire nous remar-
quons que si nous considérons dans le polynéme d’interpolation d’Her-
mite le noeud x, ayant l'ordre de multiplicité @, et le noeud %, ayant
I'ordre de multiplicité @,, 'équation qui nous donne la vitesse de conver-
gence de la suite (x.)® , (3.14) prendra la forme:

(3.24) #— at —a,=0.

On peut facilement démontrer que, si ¢, < a, et si v, est la racine
positive de 1’équation (3.24), alors:

(3.25) w, € o,.

Des considérations ci-dessus nous concluons qu’on obtient l'ordre
de convergence maximal quand dans l'interpolation invérse detype Her-
mite a deux noeuds, I'ordre de multiplicité de x, est au moins égal A 'or-
dre de multiplicité de x,. Il va de soi que dans la conclusion ci-dessus
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nous avons supposé que les éléments. de la suite (x,),_; sont obtenus &
I'aide de la relation (3.7).

Dans ce qui suit nous présentons deux cas particuliers du polynéme
d’interpolation inverse d'Hermite et les méthodes itératives rattachées.

et = 1i;

Dans ce cas le polynome d'interpolation inverse d’Hermite a la forme
- suivante :

(326)  Py(3) =—— [y — 3)f(31) — (¥ — 30/ 1(9)]

Yi= 9

&
En tenant compte que f~i(y,) = x», et f7!(y,) = 2, et en faisant dans
(3.26) ¥ = 0 nous obtenons la premiére approximation de # donnée par
la relation:

3.27 - R g i R
8:20) 8 =% ) Sy )

En procédant de proche en proche nous obtenons la suite (%,)y-1 donnée

par la relation:

(3.28 Hiun === My — i .S e g1 2 L.,
(e ¢ Fltnss) — S(%) S ()

qui représente la méthode de la corde. En ce cas la suite (x,),—; a l'ordre
de convergence ; = (1 + 4/5)/2.
24, =1"a, =2 [Z]

Le polynéme d’interpolation inverse d’Hermite prend dans ce cas la
forme suivante :

(2.20) Piy) = (fHp) - LR =20 4
1 1 i -1 — ¥a)?
= (J’) == + Y yy) - —2.
Y1 ¥a)
En tenant compte des egahtes I yl) = Wi ) =y ot (Y)Y =
= 1/f’(x,), et en faisant en {3.29) vy = 0, nous déduisons:
13.30) . — 4 ——"0" % rpp Fra) = flo) o — #00)  ppiy gy
( ) - : flaz) — flag) f( 1) i (flxy) —f(xl)} < fx) f( I)f( 2)
En procédant de proche en proche nous obtenons la suite (,),-;
(3.31 o ey gl eyl
( ) it f(xaH»l) _f(xu) f( ) +

F#naa) — Fl#n) — (B — %) (Fp41)
+ Xnt1)s
(f(#n1a) — F(@))* - ' (#n4a) f( )f( ok )

ollim—21, 2, ;
I’ordre de convergence de cette méthode est w; = 1 + 4/2.
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