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SUR"L'APPROXTEATION DES BACINES DES ZQUATIONS

P

par
Ien Péviiledin °

Dans cette nete neus $tudions 1'évalustion des erreurs qui
surgissent pendant la réselutien numérique des équatiens en espaces
métriques 2 1'aide de certaines méthodes d'itératien & plusieurs

pas .
Considerens un- espace métrigque (X, _f) complet et 1'équation

suivante :

(1) x = £(x) ‘l

o f: X—> X est un ppérateur quelcongue.

Délignons par Ik*l =XxIx...xX , c'est-3-dire le produit
c&t&sie:n de l'ensemble X avec lui méme k+ 1 fois.

Pour la résolution de 1'éq.uation (1) neus considérons 1'appii-
cation Gz I“'l—-‘)' X dont nous supposons que sa restriction & la
diagonale de 1'espace Ik"'l coincide avee 1'opérateur f ,
¢'est-A-dire ;

(2) TR ot 5 S . £ A

pour chaque xeX . ]
(]

n=¢ ZLournie par le procédé d'itéra-

Considérons. la suite (xn)

tion suivant :
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) gy = HEy Fggeeer Tpgd o+ B= 0 di2,...
od- Xor Xyseens x, ¢X sont des &1éments donnés.

Désignons par DcX un ensemble borné en cet espace. Nous
supposons que sur l‘'ensemble pid l'opérateur G vérifie la
condition de Lipschitz , c'est-i-dire

(8) @ (G(uy,tyynnytyy)y BLVY Vo0 enea¥iyg)) £ Z"i r(ui.vi) .

g:l

ol ayjeR, 8,20, 1=1,2,...,ksel , pour chaque ("1'“2"""'1:-»1)'

k+l
{vllval'°"lvk+l)en * .
Considérons i'équation Y

(35) a, + ayter ... + nhltk e

On sait que dans lec cas ol a,2 0 pour chagque i =1,2,...,k+l
et ol 11 existe au moins un nombre i; » 1£4i,< k¢l pour lequel
ail:, 0 , cetce équation a unme seul racine % réelle et positive.
S5i de plus :
o E 2

(€ fe Zai; 1

T

alors cette racine vérifie 1'inégalité

67 0¢s, <1 .

‘ oo
En ce qui concerne la convergence de la suite (xn)nzo fournie
par la méthode (3) en a le théordme suivant :

THEORELE 1. B4 l'aspplication G et les &léments initiaux
Tor Tygeeoy X M&wﬂifiﬂ sulvantes :

i) L'aspplication & remplit la condition {4)
i=1,2,...,ke1 , satisfont & la relation (6) ;

.1i) L'ensemble 5 = { xEX §(x,x°) & o /(1 - tl)} c Y,

2l %; est la racine positive de 1'éguation (5) et

-

&

D !hiﬁ m n:ol,...' $

3D lasute ()@ est convergen Jnous dssignons pa

x" 1a linite ds la suite (th alors z" €5 et x* ost 1a
mw (1) de 1a sphirs B ;

33d) sm a les inégalités suivantes : :

g
g(x'-nlh) é—'].iL » Deur chague n= e,l,... .

=g
Démenstratien. De la cemclusienm ii) 11 résulte que
ﬁg (Ii': Iio-l) -3 ‘Ct{ peour chaque i = e,1,...,k-1 . Peur
1=1,2,...,k en a les indgalités suivantes :
g(xl.x.) & g(x.,ﬁ) + f("l”z) teet 0 (xy 10x) o

o+ A 4oL +-ct{'l< /(1 - %)

(8)

d'el neus déduisens que 11&8 ,pour - B e b SR
Par la suite neus suppesens que x; €85 et f(xi-l'xi) étt’"l
peur chaque 1 = 1,2,...,n+kel . De cette indgalité neus déduisens

s

S (xn+k+2’ x,n-bk-rl) B f (G(xn,xn+1 SR 'xm-k) X G(xm-l' G | 'xn+k+l)) £

.27
le Y(x”'_*i‘l' Ba'E a(.(alt-'l LTl W

oll neus avens utilisé le fait qus t, vérifie 1'équatien (5) .

tlu»n)

Des inégaliiés ¢l-dessus, et d'une manidre similuire X celle uti-
lisée 3 la démonstratiom de la relatiom (8) , nous déduisons que

n+k+2‘- S . Du principe de 1'induction mathématique 11 résulte done
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jue tous les &léments de la suite (xn)f; o @ppartiennent i la

sphdre S . y
De la complétitude de l'espace X et des infgalitéas

g( nes’ ) f (xn' xm-l) R _f(xn-n-i' ﬁn-n) s

< (6] ¢+ 7" e st/ - 8y)

pour chaque & = 1,2,... , il résulte que la suite (x)P =~ est
convergente .
Désignons par x = lim X, =« Alors en passant & limite dans
R @0
les inégalités (9) avec s> ® , om a i

y :
(10) g(xn' ¥ s :c : T R T
G

Démontroms maintenant que G(x , x* el ol A )

En effet om a :

([T

g(x“ v G(z"l I"l"-l x* )) f(x‘+k+1p x+)"“

§ Cperers HxT 03T oo pv Bod) & ol e liipse

§ Bl xppqe-ens 3, GCx%, 2L, x%)) &
eadl
* #
§ Caererr * ) ¢ 2N @ (Baes-1r D
i=y :
ket -
0fu 837 B CaggiAol < Bkl
Y e L+
1-% 1-% 1-%

+
=1
e n+
- tiZ s ti—lj' %ﬂCtt k+1 .
] i
Cette indgalité est vérifide pour chague aell , d'oll 11
résulte qu'on a 1'égalité ™ =6 { x*, x", i) y Dals

cette relation et la relation (2) impliqueat que l'élément =x C 'c'

est la solution de l'équa=iom (1) .

=90 &

Montrons maintenant gque ¥ est l'unigue solution de 1'équa-

tion (1) qui aprartient & la sphere S . Bupposons au contraire
que 1'équation (1) a au moins deux solutions x- et y* en B .,

Alors de x "= £(x") et y*z f(y*) , et de (2) il résulte que :

g(: sF ) = S(G(x X ,...,x ), G(y o5 ,...,y W&
e

zaif(x,y)

=i

d'ol, =i nous tenons compte de (6) on obtient

. * y ¥
0<g(x,3 éf(x.y }
Cette G..aidre inégalité &tant impossible, il résulte que la

supposition est fausse, donc que l'éguation (1) a une solution

unique.

1

* .
Considérons par jJa suite 1'application @ : XL 3 X qui

remplit avec l'application G 1la condition suivante :

%
(11) F (G{ui,u ""'uk+l)’ G (ul,ua,...,uk+l)) E o g

Dk+l

pour chaque (“l'uZ"""“kﬂ) &
Pour la résolution de 1'&quation (1) nous remplaéerons la suite
(xn);.xn-o fournie par la relation (3), par la suite )g‘jo

fournie par le procdé itératif suivant :

%* L ax a
(A2) Ty =€ G g e Buy) 4 B =0l

. - . * ¥
ol nous’ supposons qu'on a choisi les #l&ments initiaux X, s Xyp.e

ven'y 1: tels que les conditions suivantes sont remplies 1

g’(x:, ::I) $.°<. +28/(1 -p)
g(x{ » X3 ) £ oLy +2B/02 -p)

----- R I )

(13)
g(x;’_l ) B ) Lt e 28/ )
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+ u e & +*
En ce qui concerme la relation Xee1 :G(xo »X ""'xt)

DOu&s sSuppasons gue l'on & la condition suivante
g (5 + Tgpy I8 €8 ¢ 2E/0-4). .
Supposons aussi que 1'ensemble i

ot(a-tl.) > £ }
-1_-t1 1_/.

(14) : 8.' -{xél : g(z,xo)

est contenue dans D .

En outre mous supposons Que les §léments initiaux x:,:‘,...

...,x: de la méthode (12) mmusamtﬂrcmilimta
To » X3y eeey I de (3) les conditions suivantes i

$ 0208 <o ENL-p)

g(xl 8 <ty + e /Q =)
(15) : i

5'(:,:.xflg¢t‘{+ E/(1 - 4)
ll'xmd-mkypaﬁsmaaaplmtrﬁhumsqm.n

ﬂnfiemwpmmuthinz&nl,m&imm“m
chague ne€l on a les infgalitds suivantes :

A8 Py et V6 o E2OEHL, €a -p
gy o gtx;m ez )€ o B B0 -
et

(2 - %) : a
(18) ¢ o Sl "1—_;131- gl £ra ) .

En effet, en employant les relatiocns (15) on obtient les
relations suivantes 3
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o+
gcxk+1 ' Zpy ) = f(G(‘o"l'“-*‘k) 2 G+(x: i xy ,...,x; RS
S(G(xo'z l""zk) s G(x: ,II ,-..'x;- )) +

+ gty xy nix ), G . s

(19) , ¢ .f- g .
€+ o glxgx, ) v aye(x,xf) +o.ie fa1 P (o0 ) &

£ + ig-— (a; +...+ ) * «<(a + n2t1+---+at+1t§ )=

£ k+l
|- — *
e gl
c'est-A-dire que 1'indgalité (16) est véprifide , pour n = o .
*
llontrons maintenant que x;;l & B . En employant les inéga-

lités (19) et (8) nous obtenons :

+* e "
g(xk'bl * xo) 3 f(xk-o-l . "k+l) ¥ f(!hl ' X, )&

(20) % - +e¢t'1“15-, < + . g =
Lofy.. -7 % 1=% 1-p
dﬁ(a = tl) - (=4
s AR '
Généralement, si nous supposons que

* o 3 * L
m " el 2 cccc0 € B

et qu'on a les inégalités suivantes i

- n+l
g(xh*'i'xn-'-i)g‘tl E g/(l —/6)
pour chague 41 = 1,2,...,k , alors d'une manidre similaire 2
celle employSe pour demontrer 1'inégalité (19) nous obtenons :

* p +
(21) g (xn+k+1 ¥ xn+k+1 ) Bk *"‘11'(’1:'!:1 D t%an
| ¥ e § (R ey ) E

Ly f'}/x
JI-NAPD( i |
Fd p
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| ‘ £/
¢ -rd,':‘la( 8 4 &t ... 4 ak+1t§ )4

o7
k+1 £4 A n+kel &
£ +£tf++ + '1_-7— = itli-'* + 1_/$

d'olt 11 résnlte qu'on a les inégalités (16) pour chaque ne/N .

Des relations (21) et (8) , d'une maniire similaire & celle uti-
lisée & 1a déduction de la relaticn (20) , i1 résulte que

e *

¥ - e

n+k+1
Démontrons maintenant que les inégalités (17) sont vérififes.

6iinous envisageons les relations (13) on a les inégalités

sulvantes :
* 'S + - % - - & w
(22) P g e ) £0(6 Gy yxp yeeiumy )y 6 (3 sl ) €
¥ > ; : ‘
S;(Q (x: Xy ....,z; 3 G(x: ,x; ,‘...,1: )) +
Y(G(z: . x; i e 1:) » G‘(xfn x;l"" zktl I #
¥ ¥
G TSI IRTEE Vet B S S P

2E «

+ 0('(&1 + eyt 4.4 at+1t§ ) =
2E :

1-p

donc nous avons obtenu 1'inégalité {17) pour n = o -

& o t]1c+l :

En supposant maintepant qu'on a les inégalités suivantes :

= * 2 £ n+i
g(xm-i e | ) £ ;R e tl .
pour 1 = o,l,...,k , d'upe manidre sizilaire & celle employée 3
la déduction de 1'inégalité (22) nous obtenons les infgalitée
(17).

Pour les inégalités (18) om a

S(x*; x:fb!-l Jag s('x." ’h-:l-hi-l) » : (’nml ' xl:#kitl )=
! 34 f . ]

o O] '(2-1;)
—-——L-——itm — + o t?bl o = *‘ - t{’kfl + -
1-1t oo e Yoz

¢'est—d-dire les inégalités (18) . s

Les indgalités (18) fournissent e &valuation de la distance
entre la solution exacte de 1'équation. (1) et son approximatien ,
obtenue 4 1'aide de la méthode d'itération (12) .

Remarque. Si nous remarquons gue l'ensembles D¢ X , sur lequel
la condition (4) est remplie , #st lui-méme un espace métrique ,
il resulte que nous pouveons considérer le théordme 1 comme un cas
particulier da ainltatprinﬁkpﬂ contenu dans le travail [2] .
De notre point de vue 1'impoBtance de ce théoréme consiste dans le
fait qus l'ensemble D &tant borné il permet avec facilisé le
chols da 1'spplisetide’’ $isagpilestion Gul/peaplit evet 1tappli-
cation G 1la cendition (11) . Imaginons par exemple le cas
bapal de 1'équation MW =ax + b =G (x ), xTeR et 1'équation
approximante ek E s G.( x’) ;

Du fait que |G(x) - Gr(x)l = |a - l*l-\x\ , il résulte gque
la différence lG(x) - G‘(z)‘ n'est pas bornée , donc m@me dans
lea cas O ¢a¢l la condition (11) ne peut pas &tre remplie dans

tout l'espace IR . . i é
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SUR UNE METHODE DE TYPE STEFFENSEN UTILISEE POUR L4
BESOLUTION DES EQUATIONS OPEREEIO.'NNEILES NON-LINEAIRES
oA par
Ion Pavidloin

Boit X un espace de Banach et Y un espace linéaire normé.
Pour la résolution de 1'égquation

(1) ! Px) -= .9 »

o, Bs XY as;t un opérateur, et © est 1'élément nul de 1l'es-
pace -I , Dous coﬁ.sidérlunaz lés méthodss itératives suivantes i

‘ -1
(@) o1 = Q=) = By(x), Qi) 3 P10 B(Q(x))
(3 o1 = =) -'[ql(xni. Wlxy) P]'l P(Qy(x,))

Dans les relations (2) et (3) Q, et Q, sont deux opéra-
teurs itératifs attachés 3 1'&quation (1) et par [x.y 3 P_] nous
avons désigné la différence divisée de l'opérateur P sur les
noeuds x,yeX, [2], [37 .

Pour préciser nous imposerons aux opérateurs Q et Q " les:

conditions suivantes @

a) 8i T est une solution de 1'équation (1) alors om a
X = Ql(i') et X = Qa(a et réciproquement, si X est un point
fixe pour les opérateurs Q ot Q alors X est ume solution
de l'équation (1) j

>



