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O metod3i de tip Aitken-Steffensen-Hermite de
ordinul 3

IoNn PAvVALOIU

Fie daté ecnatia
(1) fl@)=0

unde f : [a,b] — R. Pentru scopurile noastre, aldturi de ecuatia (1), vom considera
inci doud ecuatii echivalente cu aceasta, gi anume:

z—p(z)=0
@ n:—jt?(x)r-l)

unde p,q : [a,b] — [a,b]. Noldm cu h: [a,b] — [a,b] funciia datd de relaiia:

(3) h(z) = q(p(=)).

Fie F = f([a,b]), mulfimea valorilor functiei [ pentrn @ € la,b]. Considerim
sskeN,s>1, k> 1ginotdmn=s+k.

Asupra functiei f vom face urmatoarele ipoteze:

a) f € C™([a,b);

B) f'(z) # 0 pentru orice 2 € |a, b].

Daci f verifick o) si 4) atunci existid [~ F — [a,0] i /71 € C™(F).

Este bine cunoscutd urmiitoarea teoremi (1], [3].

Teorema 1. Dacd f verificd ipotezele o) §i 3) si dacd 1 < j < n, § € N, atunci
J~Y € C™(F) si au loc relatiile

(4) w9 =

E -t (Y (Hag (Y,




38 (0 mMETODA DE TIP AITKEN-STEFFENSEN-HERMITE DE GRDINUL 3

pentru j = 1 n, unde y = f(x). Suma de mai sus se extinde asupre tuturor solufiilor

in numere intregi nencgalive ale sistemului

fo+ g+ (G — 1)ig =~ 1;
?:1+’n‘:2+'1:3+"'+2.1‘_-j—1.

Céteva cazuri particulare ale relatiel (4) ne conduc la urmitoarele expresii pentru
derivatele succesive ale lui f

IS =1 At ! .
(%) U0 = pry
3 -1 "o Zis .”(“':)

3" ()® — S "(e) " (=)
[f'(=)]P '

Fie w),z2 € [a,b] §i 11 = f(21), y2 = f(zq) valorile functiei f.

Notam cu H(w, 8;y2, k; f1(y)) polinomul de interpolare al lui Hermite pentru f!

cu gy avénd ordinul de multiplicitate s i y» cu ordinul k.
In ipotezele @) si 8), {indnd cont de Teorema 1 existd n € int(F), astfel incit

i )
nl

y= f(z).

{7 )" =

(8) I ) = H{p, 5392,k 1) + (v~ 91)°(y — v2)".
In ipoteza ) dack T € [a,b] este o ridicing a ecuatiei (1) atunci 7 este unics gi
= [~{(0)-

Are loc relatia

(n)
(9) T=H(y, 59,017 0) + (- 1)"” (m)] vivs

unde 1, este cuprins in interiorul celui mai mic interval ce contine punctele 1, y» i 0.
Din (9) obtinem o aproximatie pentru T astfel:

(11) &gy = H(y, 8192, k; £71(0)).

8]

In general daci z, 1,7, € |a, ], sunt doud aproximatii ale lui T, atunci z,4, data
de relatia

(12) Tog = H(Un-1, 8 Y ki F0)), 91 = flwn ) si

Y = f(:tn}; n= 2,3}...

este o0 noud aproximatie pentru T.

Ton PAvALons 39

In lucrarea [2] se aratd c4 ordinul de convergents al metodei de iteratie (12) este
dat de radacina pozitiva
k+ VK +4s
=
a ecualiel
£ —kt—s=0.

Tot aici, prin contrelul nodurilor de interpolare se obtine o clasi de metode de tip
Steffensen cu ordinul de convergen{i n = s+ k. Se aratd apoi ci indicele de eficientd
al metodei de tip Steffensen este optional pentru s+ & = 3.

In lucrarea [2] se studiazd convergenla metodei optimale §i se obtin conditii in care
sirurile generate conduc la aproximatii bilaterale pentru ridicina T.

In aceasti lucrare vom controla nodurile de interpolare in (12) cu ajutorul functiilor
p, ¢ g h date de (2) si (3).

Fie z,, € [a,b] o aproximatie a ridicinii 7 a ecuatiei (1). Notam cu y, = f(f(z.))
§1 7, = f(h(z,)). Din (12) obtinem:

{13) Tpg1 = -H(ym 8 U ki f_l(o))

cu eroarea daté de relagia

-1 (s-+k)
(14) T — gy = (—1)7F I/ (s(jil)kly w3t

unde 7, € int(F).
in continuare asupra functiilor p §i ¢ vom admite urmétoarele ipoteze:
7) p(z) = p@)| < hlz—2*, n21, ueR
0) lg(w) —q@)| S hole -7, v=1, veER
Daci notim M = sup |[f~"(y)]®**|, m = sup |f/(z)|, atunci din (14) obtinem
yer z€la,b]

Mmthpthisk :
7= @l < (s +k)! [z =z

de unde rezulti c& ordinul de convergentd al metodei (13) este cel putin u(s + kv).

in cele ce urmeazd vom studia convergenta metodei (13) pentru cazul particular
s+k=3.

Vom studia aici numai unul din cazurile s =1, k=2sau s =2, k= 1.

Fie s = 1, k = 2, atunci din (13) obtinem pentru =, oricare una din urméitoarele
reprezentiri:

F(p(a))

[p(zn), Alwa), Wwa); 1F (p(ma)) £ (el2n))
LP(ZL‘,—,), h(2n); f]zfl(h('rﬂ.))
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& fh(zs))
[}J(.‘i’-n}. h(wy,); f1

(), ), )i U (P(a)) S (A2a)
(), R (n); 12 (h(w0))

(16) Tyl = h(mn)

sau

_ S(=a))  [p(ea), hlan), n); £ (R(20)
F(A(zn)) [p(an), h(za); £ 5 (A(n))

pentru care din (14) obtinem

{17) Tnyl = h‘(ﬂ-‘“)

. _ ‘f—l T wn

(18) 7 21 = L ) ()

unde 7, este in interiorul celui mai mic interval ce congine punctele 0, f(p(x,)), f(h(z,)).
Din faptul cd f este bijectiva i din (7) rezultd c& pentru 7, existd un unic &, ¢ [a, b]

pentru care 1, = f(£,) st

-1 wo__ 3[f”(?7n)]2 i ff(,Eﬂ)! fm(gn)
[f )" = AL ;

Tinand cont de egalitatea de mai sus, din (18) obtinenu:

_ Ep(&) f(p(mn)) [ (h(zn))

(19) T— Tyt =

6f"(€n)°
unde am notat cu Ey(z) functia By : [a,b] — R dati de relatia
(20) Ey(z) = 3[/"(@)]* ~ f'(2)f"(z)

In cele ce urmeaz, asupra functiilor f, p si ¢ vom face urmitoarele ipoteze:

1) ecuatia (1) are o ridicind T €la, b;

2) £ & C3([o, b

3) p este cresciitoare i continud pe [a, b];

4) g este descrescitoare si continu# pe [, B];

5) ecuatiile (1) gi (2} sunt echivalente.

Are loc wrmitoarea teoremi:

Teorema 2. Dacd zy € [a,b] i funciiile f, p $i q verificd ipotezele 1)-5) si in plus
dacd sunt verificate condiffile:

i) f'(x) > 0, pentru orice x € [a,b];

i) f"(x) 2 0, pentru orice x € |a, b];

i) Er(x) > 0, pentru orice z € |a, b];

iv) [(zg) < 0;

v) h(mo) < b gi p(wo) > mo,
alunct girurile (en)n>0, (P(Zn))uzo 5t (R(24))nso generate de oricare una din relafiile
(15)-(17) au urmdtoarele proprietiiti:

7) sirul (a,)n>0 este erescilor st mdrginil;
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Ji) girul (p(xn))ns0 este crescdtor gi mdrginit;

711) sirul (h(xn))asa este descrescitor si marginit;

?U) Ty < :”{mn) < Epl S T S h‘(-'xn-i-]) < h(.’lﬁ,,), n= 01 ]-1 s

W T — Zngr < MEagr) — Tagt

vj) lim z,, = lim p(a,) = lim h(z,) = 7.

Observatie. Funciile auxiliare p si g, {inind cont de ipotezele 1) i ii) ale Teoremel
2 se pot construi astfel:

v f=)
== )
gl
f(=)
)=z — :
d 7(a)
Este ugor de viizut ci p'(z) > 0 pentru orice z € [a,b] si ¢'(x) < 0 pentru orice
z € [a, b].
Mai mult daci A > f'(h), A € R, atunci putem considera functia p sub forma:
_._f=)
plz) == i

Analog dacii 0 < p < f'(a) atunci g poate avea forma

I@),

qla) =z — i

Pentru oricare din functiile p gi g date mai sus sunl verificate ipotezele 3), 4) st 5).
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