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ASUPRA FORMULELOR DE CUADRATURA
DE TIP GAUSS
de
D. D. STANCU

estor formule care au gradul maxim de exactitate.
2. 54 considerim integrala

W ; )

f(x) este o funcfie oarecare integrabild in intervalul (g, b) finit sau
t, iar p(x) este o functie dati astfel incit sd existe toate momentele

b
G — Sﬁ p(x)x"dx (n = 0,1, 2, .. S)gicicy =0,

ormula de interpolare a lui Lagrange relativi 1a tanctia f(x) si la
nile polinomului cu ridicini distincte

() = h(x) g(x), | (2)
M) = T1 (e — 5), ¢() =TT (v — v, n = p, ®)
#3) = Lutp—1 (2) + Rugyl), @

Lotp—1(%) = L (xy, x,, ..., X Y0 Yor + -0 Yps [ %) =

RS h(x)g(x) . h() g(x)
3 iz'—'l;’ %= %K (%) (%) ) I‘Z:’?(x — Ya) 2 (Y)8 (12) /), (6)
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iar (#) este un polinom oarecare de gradul #» — 1, Or, se stie cd acest
Roto(%) = U(%) [%, %, x, T Yo Vi Yol m i(x) va trebui si fie egal, afard de un factor constant, cu polino-

nTp R i 6 ) I SNy nt i) - T 3 P .

- 3. Dacd se foloseste formula de interpolare (4) pentru calculul nume

vident ci aceastd condifie este si suficienti pentru a avea egaliti-
al integralei (1), se obtine o formuli de cuadraturi de forma )

0). =3 L) .
Dacd %, %y, ..., %, sint rddicinile polinomului ortogonal (11), rdddcini
E <c stie cd sint toate reale, distincte si interioare intervalului (a, b),
dispare coeficientii B, i in cazul cind $ < n.

b i

P
\, 2 1) dx = 2 A+ 3B i) + o0,

il /b - 1In aceste condifii se obtine formula de cuadraturs 5
it / P g (dx o [ p() h(x) g() dx ; ; ;

C =) (x)g () A% = 1) Ay g () Sap(x) (%) dx = ZA‘ Hx) + o(f), (13)
$i =1

l'ad de exactitate 2xn — 1. : A .
5. Deoarece coeficientii formulei de cuadraturi (13) sint independenti

sd facem in (13)
Py (x)

b
o () =L 200) R,ip(x) ax.

4. Ne punem acum urmitoarea Intrebare : se pot determina nod

#1 g, ..., %, astfel incit in formula de cuadratury (7) sd dispari toti te_ e f—= 7 ; (14)
menii sumei a doua, oricare ar fi Yu Yo ++ ) Y, ! Rispunsul este afirm o (% — 21) Pp (21)
si ni-1 di ‘ tine imediat »

Teorema 1, Conditia necesars si suficients ca in formula de cuadraturg A= Sb () ”(?) ax , (15)
(7), unde p = n, si avem o (% — x) Py(x)

By=B, = =B, =0

oricare ar fi y;, y,, ..., Yw este ca nodurile w,, x,, ..., %, si fie cele p
rdddcini reale si distincte ale polinomului

coeficienfii A4, se exprimi independent de parametri vy, ¥y, -« oy Yge
6. Avind in vedere ci oricare este polinomul g(x) de grad $ = u, avem

! Pn(x) g(xf)
Wbt el 88 = CPaly) £} 7 — =
CreS Gl nitate, X : i J=1 (x xj) P”(xj)
P i s e e y (11) C=#0 daci p =n si C =0 dacs p <, polinomul de interpolare
A ) A se va putea pune sub forma
Cn Cnd1 . . . Copyg %1 . = P,(x) f(x)
unde i : Lyyp-i(x) = C;Pn(x) (% — 2) Pp(%;) g(x)
o= pWrar  (v=0,12 ) (12) i

s e Puls) __ glx)
+3 ) TR

Demonstratie. Pentruca B s fie nuli este necesar, dupi cum % — x;) Po(% (% — x;) Py(x)) g(x) A=) +

se observd din (8), si avem

: g M)
WCROR < P ) 70

Cum vy, v,, ..., v, sint numere oarecari, rezulti ci pentru a avea loc
egalitéfile (10) este necesar ca

{23 42 0(3) ax —

Inmultind cu p(x) si integrind gisim ci

.20ty 2 = 3ty (gt [— 2V,
a o =1 : a (x == xt) P’n(xl)
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In felul acesta bentru coeficientii A, ai for

- mulei de cuadratury
pe lingd expressiile (15), am mai o

bfinut si urmitoarele

- ; Pn)
| = (o=

Observatii 1°

: 3 Rezultatele precedente se pot generaliza, intr-adevér,v daucé'. se fine
ama de expresiile de la (8) ale coeficientilor By, se constatd cd pentru a

re acesti coeficienti; in cazul p < m, este suficient ca nodurile x;, %,,. ., .,
riddacinile polinomului (11). E evident ci aceastd condifie nu este
sard. De aceea in cazul p < # avem

Se vede de ajci ca fo

tianla de cuadratil 3 Teorema 2. Condifia necesari si suficientd ca in formula de cuadra-
care are gradul de exactitate 2% — 1 $i care foloseste drept noduri ridseq furd (7), unde p =n, si avem g
. polinomului ortogonal (11), este formula clasici generaly g Bi=B,=...=B,=0, (10°)
B ! de tip Gauss, Ia care 5.3 ajuns prin lucririle luji C, | Gauss [1], C. G. aco : : = ‘
o | [2], E. B. Christoffel [3], F. G. Mehler [4], E. Heine [5], K. A J i vare ar fi parametri v, v,, .. ., Y eSte can — p = s noduri ,, ,, ..., x
6T, T. Stiel!:jes [7T] s1 A. Markoff [8, 9].

i i i = (x — — %) ... (¥ — %)
fie supuse singurei Condltll ca o(x) = (x — %) (x ~ %) &
2°. Expresiile (16), care ne spun cj toti coefici pastreze un semn constant in (a, 3), iar celelalte noduri sd fie cele w — s

ini reale si distincte ale polinomului

. : ste polinomul de interpolaréi
al lui Lagrange-Hermite [ (%1, %1, %, %,, ... Y %, /%), unde g sint

D, —s(x) Pysyi(x) . . . . D, (x)
_ / raddcinile polinomului (11), se inmulfeste

Cu p(x) si se integreazs de la g4 1 Do sly) Qg (%) - . .. D, (x,)
la b, vor dispare termenii de forma Bf'(x) din formula de cuadratyry. Dps(2)  Dpsyq (x,) . D, (%) |, (19)
care se obfine. Din lucrarea noastra se observy c aceastd proprietate se. P, (%) e T T ] X T I I
f mentine si intr-un caz maj general. Tn lucrares [10] am ardtat (in cazyl (D ) ) (%) @, (x,)
| (%) = 1) cd daca Y Yoo « -, ¥, 0U sint distincj;i, vor dispare de asemeneéﬁ n—s(%, t—s+1\Xg) - . .. w\ Xy
| X din formula de cuadratury respectivi, to
i

. ti termenii de formg Bff(r«—l)( Al
unde #, este ordinul de multiplicitate al Iy Y- Bineinfeles cj Proprietatea

aceasta se pdstreazi si in cazul cind p(x) e oarecare — supusi doar condi-
tiilor aritate 1a inceputul acestei lucrari. <
' 7. Daci se ia P=un
! formula (6) ne conduce 1
1

19.(x)} este sirul de polinoame ortogonale relative la intervalul (a, b)
ponderea p(x).

Demonstratie, Polinomul M(x) de la (2) si-l descompunem
astfel

si se consideri cazyl limits

5 n
a urmatoarea expresie a restului for i : , =l1(x—#), H,_ (%) =[] (v—=x,).
turd. (13) ! ° M) = 0.5 Hy-(3),9.(1) =TT (5 — ) IT (v,
’ p: Pentru a dispirea tofi coeficientii B, dela (7) se observd ci este necesar
p(f) = Sa P(%) P, (%) [%, x, M0 Hay ooy By % Fl dip — sd avem
b
dx = 0
L& 0 B £(5) 9.(2) Hy (1) Q, () dw — 0,
=i . 20 Pty a, i . .

i —1. 1 i cd este necesar
i i are este polinomul Q,_,(¥) de grad p —1. Insemueazd ci es
o ALES 2 H,_ (%) s%i fie ortogo;a% relativ la intervalul (g, b) si ponderea

o oy 5 S g (%) = p(x) o,(x),
’; E,(x): = P(0),A, =] 4 & . .y ! (18) Cu otice polinom de grad cel mult P — 1. Rezultid (vezi de exemplu [14,
F Apey °* ‘ g RN SR : 29]) ci H, () este polinomul (19). E evident cf e si suficientd conditia
‘I‘. Cn Cpdit e Con
! [}

- 0 enunt.
, Observatii 4° Polinomul ortogonal (11) a fost Inmulfit cu S84 notim cu %y, Uy, . .., o rdddcinile lui ¢,(x) si cu X1 Xoseme s X

g ) rdddcinile polinomului (19).
1 factorul numeric ]

n—s
pentru ca

: %" din polinomul care ne dd nodurile for-
== 4
mulei (13) si aibjg coeficientul egal oy 1.

f 5°. Expresia (17) a restului formulei de ctadraturs (

In acest caz restul formulei de cuadraturd (7) este
| datd obfinuti de Marcov [8].

13) 3, fOSt prima :_Sap(x) (Ps(x) Hﬂ_'(x) g(x) [mlj v 8 ey u,, xl, soaoay xu_sj Yll Ve ey Tﬂ*&) x;f:ildx.

L]
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Consibderincl cazul limitd v—x, (1 =1,2, ..., n—
e(f) = Sa (%) (%) H2 (%) [aty, . . ., 6, By, Xpy X Ky + &
ACN
: b
= a1 Vo P2) 0.03) ()

Se observi ci daci s = 0, adic # = n, se obtine formula (17) a luj o

Mazrcov.

9. In continuare ne vom ocupa de calculul coeficientilor A, ai formulej

de cuadraturd (13),
Sd considerdm sirul de polinoame

oo(%), (%), ..., 0, (%), ..

ortogonale si normate, relative la funcfia pondere p(x) si intervalul (@,8).

Se stie ci
. 1
o (x) = VﬁPn(x),
unde P,(x) e dat la (11), iar A, la (18).
Sé introducem suma

Kn ('f’ x} :Zma (t) )y (9()

i=o

i sd considerim formula lui Christoffel-Darboux

Kn—l (t, x) - I Wy (lf) Wy (x) — 0y (x)mn—-l (t)

n t oL x
unde
A % Afn‘.‘—2A."l
T AR
fntrucit - i

b n—I1
S () Ky (¢, %)dt = Zm,(x) Sb P() o () dt = wy? ¢y =

=0

= 1 ;
_(VA:) sl

formula (22) a lui Christoffel-Darboux ne conduce la egalitatea

Ragh ot pbie, .

a I — x

‘

s), acesta deving

o Xp—s, Xpn—s) X ,If] dx =
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. Fie #;, %, ..., %, ridicinile polinomului o,(%), adicd si ale lui P,(x).

d in (2b) x¥ = x, obtinem

PR o

at— x bt Vaon—1(%)

(20)
Pe baza formulei. (15) avem

el fbp(x)m,,(t)dt -

fe o) e t— %

In felul acesta am reugit si obtinem urmitoarele expresii pentru coe-
entii formulei de cuadraturd (13)

1
"V en(ny) o (%)
Tinind seama de (20) si (23), acesti coeficienti se mai pot exprima prin
formulele
e Agn-ﬁl
P ) Fai(w)

(x) fiind polinomul ortogonal de la (11).
In felul acesta formula generald de cuadraturd de tip Gauss (13) devine

4 (28)

i, (29)

(21)

() /®
v
:AP' = T _I_
i IVZ::P”(JC,,)P,,_I(:CV)
- 10. Relativ la aceastd formuld si considerim citeva cazuri particulare
importante,
Fie mai intii

b
: — L5 (s P . (30)
(22) (2m) L A2, Ya

(23)
p(x) =1, a=—1, b= -1, (31)

Polinoamele ortogonale corespunzitoare sint polinoamele lui Iegendre
1 ar(xt — 1)
2", n! dx"

X, (%)= (32)

In acest caz avem polinoamele ortonormate

o) =%, (0 = |22 L

iar (vezi de ex. [11, p. 610])

. / n‘Z |
A= . |
" @n—1)(2n+1)

(24)
X, (),

(25) .
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ot ; d avem de asemenea
Formula (28) ne conduce la urmitoarea evaluare pentru coeficienti; - o AV

formulei de caudraturi clasici 2 lui Gauss
A

- A, = 2t [Tj:'(%);]i 4
o X ) X

E ceaétfi expresie a fost prima oard obfinuti de Deruyts [12].

N . . 5 o i i duce la formula
Avind in vedere identitatea cunoscuts  Aceeasi identitate ne condu

(1 — )X, (%) =n Xn1(2) —n 2 X, (%),

i 201 (n— 1) v
) e A

se obfin imediat formulele ; ::Formﬂla de cuadraturd (30) in acest caz devine !

T = A S [emmar = O )y
care se datoresc lui Christoffel [3]. =" & i

Dar folosind aceiasi identitate din (33) obtinem Vx f"””(E)-
> :3. 1 ? (36)-; P(f)ﬁszu_(n+1)(n+'2)...2n
R

: 12. In cazul

— qp—. — == 0, b — ) 45
Cu acestea, in cazul particular (3 i) = x> (o> —1), a EE 152

1), formula de cuadratury (30) devine

41 R (nh)e ¢ ((2£)) i amele ortogonale corespunzitoare sint polinoamele lui egise
—_—e =0 2 i) 2!2-’-1___'___ —_— T . i : —
Lo ax = S X P s e O L o= et am s oy, e
Fixpresia explicits a Testului acestei formule a Iuj Gauss se datoregte ;- Acum avem (—1)"
lui Marcoff [8], : ‘ s L)
11. Si considersm cazul _ el gk VT m+1) T (1 + «+1)
B o 4 = o B oo (38) le T(3) este funcfia lui Kuler de specia a doua.
Polinoamele ortogonale corespunzitoare sint polinoamele Iui Hermite  Formula (28) fn acest caz devine
7 ' —T W) 1+ «
2 g v A= ; 47
=( — 1) ex*—— x5 39 Y & a a ( )
B = (—1pet, o0) L [ 18w |
- In acest caz

1 1 Sd considerim acum urmitoarea identitate (vezi de ex. [14, p. 98]).
0] (X) = V5 (x) = jm0—H (x)' : 7
n n 27:.” ] . n d q (a) i
iar A, = /2, ¢ i # L) = n L (%) — n (n + o) LY (). (48}
ormmila (28) devine Tinind seama ci acum x este o rdddcing a polinomului (46) si folosind
o 28 (n = 1) 5 (10) 3 std identitate, expresiile (47) devin
=
" H, (%) H, (%) -

Pn+1)T (14 « 4 1)
_‘———_—-
Avind in vedere identitatea cunoscutd

o [La] @

d X=Xy

=
Hy(%) = 20 H,_, (x), 1)
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Aceastd formuld a fost obfinutd, pe o cale cu totul diferitd, de
menea de Deruyts [12]. -

Folosind aceeasi identitate (48) se obfin si evaludrile

nd in (56) ¥ = #,, unde x,, e o riddcini a polinomului (53), obtinem

2n 4+ )+ B) wm, , 2 [i ‘“‘ﬂ’] 57
ot atp Jrt (=0 =6 5] &

AT (n+ # : : Syl i :
T a4+ %) 2P 1 acestea expresiile (55) ale coeficientilor A, se mai pot pume sub

Astfel, in cazul (45), formula de cuadraturd (30) se poate scrie

g_u_'_ﬁ_l_lI‘(n—{—oc—i—l_)l"(ﬂ—{—{B7‘—1)_ dl — (58)
b e _T'#)T(n+ o) n X (2,) =2 Fa+1)Tn+a+p + 1) e R -f:"m 5
So X% f(x) ax — '——_n(n + m') ‘,Z_IY[L,(;]_)_I (xv).',z + ( X )[dx ] (x)]x;”y

9 eastd formuld se datoreste lui Mehler [4]. % -
+ det Lk + Y f(?g- <1\ -?iicerea pe care am dat-o noi pentru aceste expresii ale coeficien-
I'@n + 1) (51) te foarte mult simplificats grafie utilizarii identitatii (56).
13. Sd ne mai ocupdm, in sfirsit, de cazul nind seama de (57), coeficientii (55) se pot exprima si prin formulele
Pla) =(1— 20 (Lt 2)P (0, B> —1), 0= —1, b= 41, 2)

. (27 + a4+ 82T (n+ o) T (n + B)
B 2u+ﬂ_1
Polinoamele ortogonale corespunzidtoare acestui caz sint polinoame-

5 (n+o) (n+B)T (0 + T (n+ o« +p + 1)
lui Jacobi .

1— x,2

¥ a % (59)
@h) 1 ar 3 (7R )]
Jol) = 2"n! A 1) “BE? [ (et Lfe (53) Restul formulei de cuadraturi de tip Gauss, care corespunde acestui
Normind ¢ G il 3 z, se poate pune sub forma
ormind aceste polinoame se afly
' I' (n41) T'(n 1) I'(n+B+1) Tnta+B+1) @
B srni iyt LD Dt at 1) Tt p4+1) T -

I'2n41)T 2nta+p+1) T 2n+atp+2)

1n cazul polinoamelor ultrasferice (¢ = B) formula de cuadraturd (30)

_3B P F et BT [T I T F e E T on
o) =105 = | 2k er+m+nrm+s+n5”’

Avind in vedere c# in acest caz avem (vezi de ex. [11, p. 4117),
o nnt o) (14 B) (n+ o+t p)
C @t B -1 @ntat B Rr ot prT)

coeficientii (28) devin

(7 — e ) =

Cr+aF 11—22

_ - T (n+1) T (n+20+1)<= 72_(x,)

@1+ o+ BT + o) T (n + p) | ; ; i

h,p’] on, - (O finde sestul are, pe baza formulei (60), urmitoarea cxpresie
1

d
P(”+1)F("+°=+B+1)L§fﬂ(x) 5, Jn=1 (%) , T+ [T (4 a+1)PT (042 +1) e

elf) — 2ot
Pentru a obtine alte evaluiri ne vom folosi de o importants identitate
be care o verificd polinoamele lui Jacobi (vezi de ex [14, p. 71])

Loy 2a-+1

f (%) + o(f),

Ay = 20t

3

T'@2n +1)T (25 + 24 +1) I (22 + 2« 4 2)

" 14 Intro lucrarea viitoare ne vom ocupa de probleme analoage in

1l formulelor de cuadraturi de tip Causs gemeralizate de felul celor

iate recent de P. Turan [15], L. Ciacalov [16], T. Popoviciu [17]
: L de noi [18].

~2(n+a)(n+ g) j¥ (%) = 0. (56) Catedra de analizi

Universitatea ,,V. Babeg'

«(a,B

a a,
2t o+ 8) (1~ )= T+ n [8— ot @+ o 1 8)a) 7

= Babeg—Bolyal Matematica




A'Su.plﬂ ormulelor dC cuad:atura de tip G‘ﬂUSS 8:;
fcu f

JIOBUE, 4TOOR!
GXOMUMOE U JOCTATOYHOE yC -
S e e Hogy;};;rgﬂyiizaneﬂﬁsmﬂcr: JIHIIb JOCTATOYHBIM), €CJIH
10" Kd3aHO ‘ o
O)YSSI};B %i TOJUMHSIOTCSH eIMHCTBEHHOMY yCJIOB(HIO}) ;ngbé;ﬂm)lme
' SIHHBI 304K B (a, b),
(x‘xg)'"(xﬂs)ﬁﬁﬁ:ﬁﬁ?ﬁﬁ PasJHYHBIX KOPHEeH MHOroyjeHa
- n—S§ -
HIOTC(?M @K (%)  sBJSIETCA OPTOrOHAJBHBIM MHOTOUJIECHOM, 0;;1)0(:;6
VKOTopBaJIa (@, b) u p(x) c MOGBIM MHOTOUJIEHOM CO m‘ene;:m B
HHTE »
HTO}():'raTqubIPI usierr (hopMyJIBl :(B?%q)p%ypbt (13) man B sT0M CaIY

L il MyJTy 4pKOBA,

ii (20), obobwialomeil (op |
by Hﬂb(gyg 'q)opmy.ny (22) KPHCTOfb(PEHH'ﬂa}ZSY 651;:1 ?Ifgs)eﬂgHb:&aHHbﬂi

( HILHEHTOB (hopMy S

- pipaxkenus (29) nas koadd T
b__"ﬁ;’ml; ofpasoM, kiaccuueckas o0iras @opmyﬂaB(;(BaﬂpaTypm
MozKeT ObITh 3alkCaHa KpPaTko u TouHo B (opme (30). ]

q
Aqbllie MOKA3LIBAGTCS YTO MPOHUCXOIHT C cbopmynamr;ﬂ()ig)o[i}éﬂﬁrmmo
X MHOrOY/JEHOB, NOJYYHB TIPH
CHYECKHX OPTOTOHATbHBI : 1 o e
u (49) [epioiita
5) Kpucropdens [3], (42) :

.["Kiﬁl (]gM)EECTg C TeM JA4I0TCsl W HEeKOTOPBle JaHHble, OTJHUYAIIIHECS O
l 5THX ABTOPOB.

. 1. C. F. Gauss, Methodus hova integralium valores per
Vol. 3, pp. 163—196.
2. C. G. Jacobi, Uber Gauss'nene Methode, die Werthe der Integrale
finden. Journ. f. d. reine . angew. Math. vol. 1, 1826, Pp. 301 —308.
3. E. B. Christoffel, Uber die Gaussische Qua;
Ibid., vol. 55, 1858, pp. 61—82,
4. F. G. Mehlet, Bemerkungeu zur Th
1864, pp. 152—157,
5. E. Heine, Handbuch der Kugelfunetionen, Vo, 1, 1878.
6. K. A. Possé, Sur les quadratures, Nouy, Ann, de Math. vol. 14, 1875, pp. 49—62,
7. T. J. Stieltjes, Quelgques recherches sur la théorie des quadrat
de I'Ec. Norm, vol, 1, 1884, Pp. 409—426. f
8. A, Markoff, Sur Ia méthode de Gaugs pout le calcul approché des intégrales, Math
Ann. vol, 25, 1885, bp. 427—432,
9. A, Markoff, Diiferenzeureclmung. Leipzig, 1896.
10. D. D. Stancu, Generalizarea unor formule de interpolare pentru functiile de maj mul,
variabile si unele consideratii asupra formulei de integrare numerici a Jui Gauss, By
tin Stiintific, Acad, R.P.R., vol. 9, ht. 2, 1957
11. I. P. Natanson, Constructiviaia teoria functii, Moskya, 1949,

12. J. Deruyts, Sur le calcul approché de certaines integrales définies, Bull, de 'Acad, de -

gique, vol. 2, 1886, Pp. 301 —311.
13. V. L. Gonciaroy, Teoria interpolirovania i priblijenia functii. Moskva, 1954,
vol 23, 1939,

14. G. Szegs, Orthogonal polynomials. Amer, Math. Soc. Collog., Public,,
adrature. Acta Scient, Math, vol, 12, 19

apptoximationem inveniendi, Wer

nﬁherungsweme'
dratur und eine Verallgemeinerung derg

eorie der mechanischen Quadraturen. Ibid., vo),

ures dites meécaniques,

Anp,

15. P. Turan, On the theory of the mechanical qu
Pp. 30—37,

16. L. Ciacaloy, Obsei evadraturni formuli ot Gausov tip. Tzvestia Mat, Ins
vol. 1, 1954, Pp. 67—81.

17. T. Popovicin, Asupra unei generalizéiri a formulei de integrare numericd a luj Gauss,
Studii §i Cercetari Stiintifice Tagi, vol, 6, 1955, pp. 29—57. §

18. D. D. Stancu, 0 metodd pentru construirea de formule de ¢ a
exactitate. Comunicirile Acad. R.P.R. t, 8, nr, 4, 1958, Pp. 349 — 358,

SUR LES FORMULES DE QUADRATURE DU TYPE GAUSS

(Résumé)
t. Bilgarsca

ili iri ‘intégrale (1) la formule
nt pour le calcul numérique de %m :

‘inte esﬁ:t]:iloztl(]iﬁaalvelc n -+ p noeuds distincts qu'on a obtenu la formvg:
I%(;ature (7). Puis on a démontré, dans le cas p = n, que, pour ¢
it ?uplie dans la formule (7) la condition (10), quels %ule :Oifnrz élngsz, : ee]'lt;ﬂs:

- 1é ire et suffisant que x,, Xyy ..o, X, solent les n
.t?tfgf;ss a(liri golynome (11). En cholslssantcéa cette(:lén)alalerdeeglig él’c;extﬁf
e du type Gauss , de
arrive a la formule de quadrature s (13 de dear o
2n — 1. coefficients de cette formule sont donne b b
o 2?17) I—L::s derniéres étant dues a Stieltjes [7]. Si I'on prencé P u?;
¢ . . 0
te Pon considére le cas limllte Y,-t—wg gza ?O;ll,n ?1)123 I(Eilef;fggﬁt ‘g 1-23 r(113).
t 4 I'expression (17) pour le reste el :
és:ioaﬁlc;fil ae été 01()1:61'111& pour la prenmzir_i.f01sn§caé‘sslzldiﬁcz\g s;[gf:lfisante
] = n on obtient une condi ion 1 5 _
2?2);1?18?35 (flba_condition donnée plus haut n'étant que ’suglsiri{ie; )51
$ — s noeuds ¥; se soumettent a la seule c:n(ilt(llon qtzz cgg(x)en_ o(u‘[:re 1)
b — conserve un signe constant dans (a, 0); X
no.eﬁ-déxsontxfzes n — s racines réelles et d1st1,1_Jctes du polyréomi (\191)21
%) est le polynome orthogonal, relatif a 11n1(:1erv;11er '(g’ga} gu ;Ius
i , avec n’importe quel polynome de egré
mil li,oéisesﬂx()ie la formule de quadrature) (%13) 1?/[51: donné en ce cas par
: ui généralise la formule (17) de Marcov. 2
Ei:lluliiﬂgaol){t (Ila fc?rmu]e (22) de Christoffel-Darboux, on fz; 'd'e?li;t ddea?:
olt p = n, les expressions explicites (29), pour les coefficie

O ®OPMYJIAX KBALPATYPH THIIA rAycca

(Kpatkoe Conepxanue)
Hcenonbays gas HHCIEHHOrO BBIYHC/ACHUS uHTerpana (1) gopmyay HHTEp:
HOMALKMK (4), ¢ ntp paznmumnx Y3JIOB, aBTOp moslyuns opmy.y KBaJipa-
TYpel (7), noToMm on AOKasaln, B ciyvae p=n uro guq TOTO, 4TOGL! B hopMmye
(7) 6o1m0 BHIMOMHENO yenosue (10), npr mo6pix Vs Vo Yo HEoOXQ=
AUMO H IOCTATOYHO, UToGL Yo%, « . ., %, 6BIH n JAeHCTBUTeILHEIMH H.
PAS/IHYHBIMH KOPHAMH MHOrOWIeH (11). Bei6upas Takum 06pasom yaJel
dBTOD DOXOMHT N0 (hopmy.er KBalpatyper Tuna Faycca (13) co creneusio Tou-
HocTH 21 — |, Kosdpunuenrsr sroi opmynsr gans Gopmynamu ( 15) mmm
(17) — nocaennue punanexar Cruarbecy (7). Ecuu Gepém p=1y
paccmarpusaercs MPCIENBHLI cyuali 5, — g, ¢ =1, n) tbopmyna (6)
BelET K BBIPAXKEHUIO (17) mns ocratouror WIEHA KBanpaTypHoii bopmysl
(13), BEIpaskenue, KOTOpoe Gbl10 BrepBbie flosyuedo Maprosriv (8). E

—_—
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formule (13), A, étant donné par (18). Ainsi, la formule générale o,
de quadrature du type Gauss peut étre €erite avec concision et trag
tement sous la forme (30). :

On a montré ensuite ce que deviennent leg formule
de polynomes orthogonaux classiques, en obtenant trés
occasion Jes formules (35) de Christoffe] [3], (42) (49) de Deruytg
et (58) de Mehler [4]. En méme temps on a donné ayss; quelques gy,




