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~ §1, Asupra restului unei formule generale de cubatura

1. In aceastd lucrare ne vom ocupa de construirea unei formule
ale de cubaturd de forma

SSf(a:,y) dxdy = § r;il i Sglcinp(%:Tf_;;;g)r.‘ei + RI[f]»

. {=19=0 £=1}i=0 v—vp

tru domeniul dreptunghiular

Dig=x2=b, c=y=d

Vom presupune cd punctele care intervin mai sus, M, (x,yy),
> i =1, m, k= 1,n, sint distincte si interioare dreptunghiului D, iar
a f(x, y) are, bine inteles in D, derivate parfiale continue de toate

rdinele de care avem nevoie, cel pufin pe punctele unde ele vor in~
rveni in mod efectiv. R [f] este termenul complementar al formulei.

Dacd se presupune cd nodurile er'l;(ml,yk) sint date, impreund cu
inefe lor de multiplicitate (r;$,), se pot determina in mai multe feluri
ficientii Civey, astfel incit formula de cubaturd (1) sd aibd gradul de
ctitate (M — 13 N — 1), unde
M=apdvad v r s N =5 15 46 5.

In aceastd lucrare ne vom ocupa de doud asemenea metode de
leul al coeficienfilor formulei (1); de asemenea vom ardta §i doud
raludri distincte pentru termenul complementar R [f].

2. La o formuld de cubaturd de tipul (1) se poate ajunge folosind
metoda interpolatoricd. Intr~adevdr, sd consideram formula de interpolare

Az y)=L(x,y;f)+rix,ys f
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5 @ primd expresie a restului formulei (1) este datd de
L(xiy;f}:['( 1: 2’“”'1':71;3’1,3/2“‘”3;"}},.’,l:) i : : 2
'y 7y Yo 83 5y Sa W R[f] = \Sr(m,y;f) dx Y.
‘este polinomul de interpolare de graduf (M—1, N—1) relagiv la funeg: ‘D
f(x,y) si refeaua multipld de noduri pusd in evidenfd, Acest polin
are urmdtoarea expresie !)

4, Pentru calculul coefiéientilor Ap, o By, se p.o?te folosi omgtocila
:i 'bulgar L. Ciacalov [3, 4] completatd de noi in lucrarea [5]. In
cad.

m rp—=1 n sp—1

YL
6 L@yif)=y % L X zf,v(x)ﬁk_pry)(L_f(ﬂ@JHt_

t gcop 8d considerdm functiile auxiliare :
fo= = = v 1 s d
d : I f =0 V=0 k I d I a.’.{‘ ay Y=y 1 !ig(m)_g(t}dt (y) 1 h(?})—k(z) de:
unde polinoamele fundamentale de interpolare se pot pune, de exem [y, = S v YY) = es
sub formefe e pI. o, () gil@)) x—t he(y) )y
bl W—i[w'{ii]m (), " Dacd avem in vedere formulele (6) i (10), precum si calculefe pe
1; i A ]! u( (o e Dac
(6)

le~am fdcut in [ucrarea [5], se obtin urmatoarele formule

a

B by (y) = Y=Yl orcpt P&L__ﬁ_y*)l(—lh)m % (y) 5 Ay = ;;%m V) w=0,7 — 13i = 1,m)
b ¥ & wl <o 71 s (y) )y, e plE= =Lyt .
‘ ﬂ aici am folosit notaiile e { T"”k 5 -8 = 1 (y) ('L‘=m sk =1,n).
| s e T e T e
‘.{ o fgl ke aln iy k=1(y il 5. Vom ardta acum cum se poate obtinf [e eXPI’eiﬁeéﬂiggrgﬁ;
] h ¥ lei de cubaturd (1). Cu acest prilej vom g el
iy ) gi(x) = MT’ Pely) = L tu!mtefr%gr;r?tée folositd in cazul unidimensional de L. C]a'c;-a[r?.v £V
h-ﬁ i =g i Iir:l acest scop sd introducem urmdtoarea functfie auxiliara:
g @) dpgpyy v
1 - I = =L = p(2) b . N=1 N 5
| H (q}( ))“ Py ) g(a;ﬁz)‘”"‘aﬂf(r»y) t+ \(ymm ALy
Sl et B i IS AT 9z"
o Restul formulei de interpolare (4) se poate exprima cu ajutorul 4 (M—1)1 3 < )
F 8 *;’; diferentelor divizate partiale agtfe] ;

X

o

a

(=0 " y—a"" 3" (12 5,

" r 2 (M—1)1 (N—1)1 3,4 3,"

() m §p Sn I’
8
-3(m)k(y)[x‘»---»x-"' sl PO y”,iy;f}.

3 b ] »
Ty P 1 S,[ S,

vz ys f)=g(x)[x1,---.x’":f;fJ+h(y}[y1m-:y”°y‘f]ﬂ

ey

Avind in vedere cd : e
1 M- §

n
3. Dacd pentru calculul integralei duble care figureaza fa (1) se

foloseste formula de interpolare (4) se obfine o formuly de cubaturd

tocmai de forma (1), unde

LA My dxeM Iy
A Bl ay Ay QM Jy x"ay

rezultd cd functia
(9) Cfivkp. = Ai,‘ﬂ ’Bk,p,

d(xy) = flaeyy) —g(xy)
iar

reprezintd un polinom de gradul (M —1, N—1).
‘? : ~ Dacd introducem notafiile
(IO) Af,y = S l(‘,lr (I.‘) d.‘.t‘, ka = Shk"l (y) dy. I[f] g SS f (x’ y) dm dy, (I) [f] & I[f] —R [fJ

D
1) Pentru documentare recomandim a se vedeg lucririle [1, 2],



$i avem in vedere cg formula de cubaturg (
(M—1, N— 1), avem

(mt‘— P M=v=1 o pel @, (r,-—v—l)(xi) (_"I"_L'_ £y M-v-1
I ltd ci I[d]“@[éJ:I[f_"g]'—(pff'—'g] i ® EP;ZDAI‘V(M_V_I) T ,,I(,.,_.__J,_I“ (M#J*— 1)!
ezulla c 3 | ; U I -
(16) R[f] = I[f]"*@[f]=1[<§’]—'@[g] €lxp-1, %] (p=1,m; 20 = a) $iu(t)=0 dacd r € [a,xu]

d considerdm acum formula de cuadraturs
Vom evalua acum cei doi termen;j ai ultimeij dlferente

Tnfn 0
seama de expresia [uj &z y) si apIicfnd formula Iui Dirichlet, obfinem Sai lB G®¥ (y,)+ (d—2) ¥ —v(2) }G"W (2) d=,
TR e , R '_ . ( dy_ZZ ko Yy

N
s . = =0 c
tgl=\aa{ay( =0 ¥ r(r,y) ¢ Lo dy =)' 3% (a,q) 58
g M 5 &
(M— 11] i . WN—=11" iz 1) N—p—1
o P - Nt G g — )V
& d ¥y ' o B 1 k_z) fi o 1)l
__\.d Sd Sdt s o ](y__z = aMMf{t’z)dz—— £ = kzq pE . ==p==1] k*’f ik Fl(s"—_t_[“ el !
a7 AL (N“I“ i 2€[Yg-1: gl (q=1,n; Yo=c¢) §i v(2) =0 daca z€[c,ya). e
{ d d feTantii i formulei de cuadratur
i) & \ i Srb-z) M aMf(t,y)d Sd \f ) Sz 2 Avind in vederg cd tofi t?oegcnjntl;aBk,Enf:mo =
, M! Gl S T int independenti de funcfia (?;’ | )p
¢ " fley
b T ey
(b NM (@ — 2) ¥ gM+w £t 2) Clol= M
= MI NI B2 M ggn— 42

nde ¢ este un parametruj rezultd ca

d
% Skt MR £(2, ) = Sa‘”f(t, y)d

Daca alaturi de notatiile de la ( : s
2 &, Ben B 3yt Bt

15) mai introducem si urméitoare!e;;'

X

2—0)""'9M £ (r, 4) y(y—z)"’“ " fz, 2)
g (xy) = 5(__‘44—1)1 T b &(ny) = 5(1\7_*—1“ a9

c

Slesr s R

NI Mgy %

(18) xy .

i (1 :SS z—g) M (y—2)¥~! 3M+Nf(t )dtd Cu acestea formula (18) va deveni e

b ekl M~I HN—1)1 g : (O A SS o A ey
o - Dg] = Ssu(” M dt dy— 9tM oz
._,‘5 putem scrie succesiv il D

o n sl m ry;—1
|

Qj[gI]_E E BMJZ EAIV (.‘L‘i-——t) M-v- l%}_d

MEN £ (g,
L SSu(t)w[z}Ej—&ﬂdtdz.

oM gzl
=t (M'-v——l)l M gyl J “
‘ In mod absolut analog se gaseste ca
= n SVIB Su(t) 9 “f(f» ) = 1 AN f(x,2) T Sv(z) (b—t)MaM+Nf(:,z)dtdz o+

et e M 3y @Igal=SS""‘” gV 3 Ml ek

D
b NN £ (2, 2)
S 2 8) e

:g”“’ﬁ 3 B A7P SSu(t et

A = PZEN,

D
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Dacd avem in vedere expresia gg(x y)

i aplicdm de doug !'!-;,_
mula lui Dirichlet, vom obtine E

—(@—a) (@) h(y) = (y—o) (y — )
g(a;))Hag?:Q(x)—(ax—b) o ?;;;—_aﬂm—a—b,

' ‘qm(m): R 'fi”z(x)z ) ety -
‘ 5[] o8 e 5 ' d—¢Qy—c—d _d—c2y—c—d,
(24) b [ga] S[S u(t) (2’) atMazT* dt dz lpl (y)= _2—6- iy—y _cd 2 ‘252 (y) - ) Ui—e d
b—a L, G
Tinind seama de formulele (16) — (24), avem Wi = ¢ () =4, = 9,(b) = Trg | Aus ) = Ba=gld) = 9 !
RUT=1lel — @l = I1el — @ [5,] — lg,) + o [g,] b U= _b—ay_y t—a=b) . (-d(s—d),
si apoi R - ) 9 2
' g ) . d baturd care se obfine in acest caz este
R[f] = SS U(;)B éfﬁi'{)dzdy —[—SS V(z)?g(:::_z)d;c de— .‘:_Fo_rmulet le cuba A b
b : ; i )/ o) dmdy=E=TE= 0 (a0 4+ 7 )+
QN Fily, z) '
__SS Ulz) V(2) ST drdz, i f(q,d)_;_f(b,d)]—i—R[f].
D
unde
e Ffe) 1 MJ :
R R TR L Rift= [ o0 =5 PLEE et L0 D v
¢ M/ : N/ *

D
sint functii continue pe intervalele lor de definitie,

In felul acesta am obfinut pentru restul formulei de cubaturg (1),
evaluarea

2) 51 h(2) avind expresiile de fa (27). _ ‘
Da:é?z.eg [(;jluspeaéé) in mod convenabil termenii de mai sus gi se
formula intii a mediei calculului integral, se obfine si urma~
evaluare

- M _(b—a)’(d—c) [ (& ) 4 (b—a)(d—c)*d f(fz' n _
(26) R[f] = SS [ ORMEA L SR Ll R -—— 8 T 1 3y
b ; ue _—alfd—cPa Sy
= LMY £z, 2) 144 d £2 092
Ulr) V(‘}‘Btﬂ"‘azf\’ ]dz dz ok si‘:a;,mé(c,d)-

care ni se pare destul de interesantd,

a+ b,
6. Sd ddm acum dous exemple simple,

= = =g
2 In cazul m=n=4,3, —a,x, = Ta=by,= ayy, = ¢,

- d
ig Dacém=n=2,r1=r2=31=32-_—I,xI:a,%:b,yl:CJyE:d: 7 =C+

VY. = d y,; == ﬁ unde a si ﬁ sint dOi paramefl'i, se Obtine (0] fOI‘--
f 3 ’ »
] HIE" (I) se I'educe Ia

SSf(m, V) dody = 4, B, f (ac) + 4, B,f (b o) + A, By f(a, d) +
) + 4, B, (b, d)+ R[],

In acest caz avem

SSf(x,y) dzdy = A, By f(zyy,) + A, By f (21> ys) + A, By (. ys) +

- A, B, 2 + 4, By f(zay,) + A4, B, f(xpys) + Ay By f (x4, y4) +
il y1)+ Ay B, [ (23 Ya) + Ay By f (xy ys) + R[f].
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Termenii in care intervin

g S (e Y1) 1 £ (@ ys) :f(ﬂrya) sf(-rvﬁ) i xﬂ!ﬁ)!f(-'fs' B) f(b;»f))

dispar, ori care sint ¢ $i f» din cauza condifiilor de ortogonalitate

te tocmai formula de integrare numericd a lui Cavalieri — Simp-~
xtinsd la doud variabile. '

4 ne ocupdm acum de evaluarea restului R[f] al acestei fprmule:
d in vedere cd ¢ §i § pot lua orice valori, pentru simplicitate sd

i . punem cd a=a §i § =b. In acest caz functiile (25) sint
Sg(.r)a?x=0, S;,(y,dy=o, (6— 2 (d— 2"
unde . - Tt B
gla) = (@ —a) o~ 22 o — o), hy)=(y—0 (v =2 w—a
2 2 b g = 3 b= a ¢ 3 + b
Pentru justificare recomanddm a se vedea luerdrile [2,6]. Difi rezultg, ] (__“ r) sk (b = t) s diicd e [“’ N ]
tele generale obfinute in [ucrdrile amintite rezultd ca nici unul din €O~ ul(t) = 5 % 22 g
eficienfii 4;, B, ai formulei de cubaturd (30) nu depind de parametri b—a e : dacy r¢|? it b
a $i f; din cauza aceasta nu ii vom lua in considerare la calculul a. 36 [ e ’
cestor coeficienti. E
In cazul de fatd avem €

3 3
d'_c(+j__3)3+d_c(d-—-z),dacéz€[c,c+a]
. (x)_b—a 12502-—12(a+b)x+a2+10ab+62 24 -

2 R e e e e s BT

) r s 3
: 12 atb & C(d—z),dacaze fﬂ,d.
Siebars b—al22?— 12(a +8) x + a? - 10ab + b2 g Restul formulei 4(30') va fi dat df formula
i 5 I ' Ff (1
2 2 (x—a) (x — &) (52) RI/] =SS[ oA f‘i’i) L LG V(2) a{(a ?]d: da.
X (m)=b_a12-r2“10(4+b)$+a3—[—10ab+62 . ot 324 M3z
8 e ]
¢ (x—a) (:c s b] Efectuind unele calcule se gaseste ci
2 (a—1)®(a + 26— 31) dacd 1€ aa+b
precum gi expresii analoge cu acestea pentry vy (U), v, (), w, (y). 79 £ '
Coeficientii formulei (30) vor fi dafi de formulele il (b—1)(2a+b—31) docs re a+b b :
gt b P , dacd ¢ [—, ]
A, = g1 @) = 6a’Az='P2(it)=§(bga):Aa=fp3(b):b6“. 72 2

unde rezultd cd U(f) e o funcjie negativd in intervalul (a,8); la fel
aratd cd V(z) e negativd in (¢,d). Din aceste motive se poate aplica
egralelor care intervin la (32) teorema intii a mediei calculului in~
ral §i se obfine evaluarea

b—a(d—c)df(&m)  (b—a)(d—cPd*f(Ey)

d—c¢ 2 d—c¢

c
!B.az'l/}z[T]:‘(d—C),Ba: !'Ua (d};‘ 6

By =y (c) =

Cu acestea formula (30) va deveni

(
B G - — + e +
(b—a)(d— e} (. ! — Rl 2880 3 g 2880 3t
S y) dedy= *—ﬁ{f(d, )+ f(ad) + f(b,c) + £ (b,d) + - : .
S[S) 36 6. 4) ) b - @) (d—c)® aaf(f, 1]),
¢ ctd +d b b 2880° 9z oyt
(30) 4 4[f(a, ! )+f(b,€T)+f(a: :c) +f(“;: .a’:}+ unde
+bci4qd . £ E1€(a ) §i oy ny€lc,d)
S dns )
f( 2 2 )} gkl Observatii. 1°. Formula de cubaturd (30"), cu expresia de la
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(32') a restului am mai obfinut-o cu alte metode §i in lucrdrile [2,7], [y
lucrarea [7] am dat, sub o formuld explicitd, formula de int ofare nu.
mericd a lui Cavalieri— Simspson in cazul unui spafiu ordifiar cu yp
numdr oarecare de dimensiuni. E

2°. La (33) am definit functia U(z) prin
= a e S o b=ar et b=l
792 79

dupd cum ¢ aparfinea primei jumdtdfi a intervalului (a,8) sau celej
dea doua jumdtafi a acestui interval. Se constats ugor cd Uft) verifiey
ecuafia diferentiald UY" (z) =1 si conditiile la limite A

Ula) = U'(a) = U (@) = U(b) = U’ (b) = U"" (B) = 0;

avem de asemenea

3 ’ ye . ) )

ey X ay o i
RAL 5 It m £ +
Ty "'m 1 il

rl(x,y;f;=gfx)go(x)[
+kfy5h0(y)[y1,...,yn,ﬁl,...,ﬂm,y;f:l-—
5y Sl IR

3 n o1
W@ ol W, T BV 8]

N QU R T e IR {1

E}.Q'Tsdci pe lingd notatiile de la (7) am mai folosit gi urméatoarele

L& rm

ni

n
& (x) = ":]1 (x — a;), 7 (y) =’£l (v — )
- Dacd pentru caleulul inlegralei duble de la (1) se folosegte formula
interpolare (33) se obfine o formuld de cubaturd de forma

SS.f(x, y)dw dy:-— i ‘El i SEIA,,\; B, “[My_l} &

a+tb a-+tb ; (a +b » [a+b
U|——-|= U0, A=l = =0, 4
1( 2 ) 2( 2 ) g ) 2( 2 ) ) £ o 2 oy s
v (@b 9 (a L b) m Vil n a\’f(x' .y) m o k=1 [3“]"(1.’ y)] a;
U, =U, = v — | Il e
1 ( % ) i 2 +ig[v§} zf{Am D[[ Y Jﬂ,+JZJ kE:l f;goch"li dyk YT
De fapt se poate ardta cad insesi functiunile U(z) si V(2 de la (25) i SIS : ;
se bucurd de proprietidti analoge cu acestea. ' : +£’1 [g'] CiDuslay ) + Ralf]

§ 2. Extinderea unor rezultate ale lui L. Ciacalov si T. Po oviciu ,
: i Rl[fj:S h(my;f)d;cdy,

D
oeficientii A,v,Cy;, D; se pot calcula cu ajutorul polinoamelor fun~
nentale dz interpolare pe care le introduce polinomul (34).

9. Voim acum sd determindm valorile a; si y, astfel incit sdavem,
re ar fi parametrii ay f3,
Jﬂ CJ:D[:O(J-=m;I:m'

Avind in vedere cd polinomul de interpolare de la (34) se poate
ie si sub forma

7. Am vdzut cd in general formula de cubaturd (1) are gradul de
exactitate (M—1, N—1), adicd M—1 in raport cux i N—{in raport cu y.
Printr-o alegere speciald a punctelor M,, (x; yy) s-ar putea ca acest
grad de exactitate sd se mdreascd. Pentru aceasta va trebui sd presu~
punem cd unele rdddcini ale polinoamelor de la (7) au ordinele de mul~
tiplicitate impare. E interesant cazul cind toate numerele ¥ §; sint ime
pare. Atunci se pol determina valorile zx,, Yy astfel incit formula de cu-
baturd (1) sd aibd gradul maxim de exactitate, care este (M+m—I1,

N +n—1.)

B.Fie g1y tyr-eon @y 81 ByiBans oos Bynitimere reale oatecare. S& con~ : Xy T Yy Yau x
siderdm apoi polinomul de interpolare al [ui Lagrange — Hermite ! Ly (Y 5f) =80 (x) by (y) L gty d ek 3 4 i
34) L X 3 = 1 0o Tm sa am;lyi,.-. y",BI,... a”- % \ £ xm‘ ﬁl ﬁn' :L')

(34) L,( Y f) (?1, ,’T"m’l ’ ’1 & ,Sﬂ { ’i’fy +gu(w}k(y)L rl,--.,rm, { ey I, Y =
i formula de interpolare o (il Y xr
) . +g(x)ko(y)L(Ila-m1m; SI,---,S i Fy y)+
(35) . f(x: y) = Ll (:r,y;f) il rl(m’yif); j? ’;

a a / €T
unde —I—g{x)k(y)L(I",_,,lm; 11,,..,115F4 y]’
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T i = Lol e e i o e

r(x.y;f):G(xf[ 1 T2 W
; S L ro g 03] F

unde

d 'Fl("c’y)z—f_(u)_'F'z(x!'l =_f(ii';y) » Fy(x,y =£.ML, :
8o @) o (y) 8 () A (y) & (x) Ag () L H (y)[ Y Y Yoy f]
F( ) f(:t?,y) 1 31—’—1,52*[»1“-‘,5”-’"1,1’ —
@ y)— 2
4 Y g(w)k(y) Hﬂy)[ "Xj‘l ’ XLy o ek .’I." Ui Y yn y.f
i1 g1 ’"erl’1,51‘!‘1'324-1"“’5”4—1 £ »

se constatd cd pentru a dispare coeficientii C, D, e necesar si suficient
ca 8d avem '

ri+l sptl

Gl (‘T) e {':l] (Cl’;' o m_.;) L] Hl (y) = .fe£ll (y_"y_f‘-)

%gmwunﬁdﬂ%xwwxm:=0U=E2m;iﬂﬂ
D -

'Folosir}ci_ 0 metodd expusd de noi la pag. 305 a lucrdrii [9] se
ghde ~de aici urmdtoarea evaluare pentru restul formule; de cubaturd (41)

= 8o (.‘L') : }ZU,A: (y)= hﬂ(y)l

z—a; y—p R[f) = ap > LE iy p B C1n)_ , p 39

s A ~ = , a‘i' d -']'u a.‘fP a}]Q
Avind in vedere cd numerele @, f} Sint oarecari, rezultd cd pentry
a avea loc egalitdfile (39) e necesar si suficient ca '

h b d dp= S \ G, (x) dx) dy, By= S SHl () dx dy,
= i

Ej (40) Sg(m)a:"d.rzo, Sh(y)y"dy=0 G=1Lim=13k=1,n—1). " . 2

i a z P=3 (ri+1),0= % (s 1),

i Eibine, L. Ciacalov [4]siT. Popoviciu[8] au demonstrat c& un

H sistem de una d‘in_forme!_e'de {a (40) are cel pufin o solufie forr_nata d,' 1 £15,€'a,b) 51y, y€(c ).

f numere reale, distincte si interioare intervalului de ortogonalitate co‘-‘ -_1_1. Dacd avem in vedere rezultatele defa nr. 5, precht glroru

Mui L. Ciacalov [4], se poate de asemenea da $i o expresie

respunzdtor.
ld pentru restul formulei de cubaturd (41), care are gradul de

Dacd se determind valorile v, y, in acest mod formula de cuba~
turd (38) se va reduce la ‘ -

!'. B LA g PR flay)] o Rif=\\[ 0,2 03 L g 1300, 5
[( i) SSf'm’y)dxdy=x§[ vgn kgl lgn Ay B"J“‘[ dx” ayH ];:—f—Rl [ﬂl i SSD[ e orf il R

D

; care are gradul de exactitate (M-m—1, N+-n—1).

0P+0Q
B Ty —J_(”_"’)J dids,
Se poate ardta, aga cum am fdcut in lucrdrile [9, 6], cd toti coef: -

orf 929

1 cienfii A;v By, sint independenti de parametrii «. fre Ei se pot obfine -
‘ ! _ . i . _b—1) (d—=z)Q
| dacd se integreazd polinomul Uy (t) = Trhuu (€)s Po(e)= =221 20(2)
Xy Ty L Y1 Ya Ya €T
/ %) L(”l' ra"..,"m 5 35 ,“‘,Sn i y) ﬁ ”E_IA (m_t)p—v"l S HE_I fpgri—v—[)(%) (l',--t)P_v_l
i=p v=0 . (P—y—1)I iy e vl i— =1 (P— y g1

sau dacd se folosesc formulele de la (13).
10, 54 ne ocupdm acum de evaluarea restului formulei de cubatu't":

de tip Gauss de fa (41).
Dacéd presupunem cd a; = x;(i=1, 2,...,m
formula (36) devine

& [z5-1s 2] (p=1m ; x.—a i uy(t) =0dacd ¢ € [a ; in d
0%] se definegte si v, (z,': e kit 2ol e 2alf S
2. Intr~o lucrare recentd [10] am generalizat, in sensul in care

Matematicd — 2

)’ B’C=yk (k: I;Q;tillﬂ;
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Christoffel a generalizat formula de cuadraturd clasica a [ri Gauss'.‘ - e P - il =i pTEe
formuld generald de tip Gauss studiatd recent de P. Turau [11], 508 3 +f(_l/§ 'i)—f-f( 3 /5 —I—f( 518 !
Ciacalov [4] i T. Popoviciu [8]. In acelagi sens poate fi genes E 70 ! 7 7 7' 7

ralizatd gi formula de tip Gauss (41).
Sd ardtdm foarte succint in ce ar consta aceastd generalizare, [

acest scop sd considerdm polinoamele

& ol 0 ] amofr o 31 3+

(45) w(m)=Av[ﬁ}l (z —a,) % (Aq&O),w(y):BuEl‘ (y—b,)5, (B 0) +f2(_ Vg,o)Jrf(Vg’o)] 400 f (0.0)}+R[f1,
y ¥ Byt

care au rdddcinile reale, plasate oriunde pe axa reald, insd astfel inay

aceste polinoame sd fie pozitive respectiv in intervalele (a,b), (c { Bf(Em) (e { 318

’ ’ 3
Se pune apoi problema de a determina valorile A RS R T e RIfl = 1“1320[ J;(;_.s ' i fa(;ﬂé ) 4415980 3;{;(5 s])]'
— ale cdror ordine de multiplicitate sint numerele impare 7, ,..., . 2 1 b4

* Aceasta constituie extinderea la doud variabile a unei formule

respectiv §; ,..., 5, date dinainte — astfel incit formula de cubaturg
te de prof. T. Popoviciu la pag. 55 a memoriului [8].

care foloseste ca noduri punctele de intersectie ale curbelor
o (x) =0, g(x) =0, w(y) =0, Ay) =0,

unde

Pt

=
=

0 YMCJIEHHOM MHTETPHMPOBAHMH DYHKLIWH IBYX MMEPEMEHHBIX
Kparkoe conepmaune

1(y—y)

gle)= Il @—x)" k(y)= 1

B sroft paGore usyuamres eopyyms kyOaTyp Buxe (1) naa oBamemu
M1 0LPeJIONeH N KOS OUIUGHTOB Ciy &y DU KOTOPHIX ®OPMYaa (1) meer
ey ToumocTu (M-1,N-1), rae M u N ganu B (3), memoapayeres
0 20pMyra unTepilonanuu (4), o sopuymm (13), KOTOPH® yeTAHOBIEH kL
pom B padore (5). ['masmas mexs paGore—zaTs HHTEIP2IbH0e BEPAKEHN O
(46) SCU ) e :O’Sw (W)Aly) y* dy =0 (i =O,m—1;£= Om— 1) QUONHUTOILHOTO YICHA R [f] ocopuyrs (1). Uenorszys TOOOXANTENLAYI0
i kiio BBexénnyo B (14), moxyuunoos gas ocravka R [f] Brpakenue (26),

MOAB3YGMEIO 0603HAUCHUS MOKHO y3HATH B IDOIBLLYIEM Texcre,

B § 2, npexnmomaras uro xopmru Mmorousemos (7) umenT ramEmme meus-
10 KPATHOGTH, OPOGyeTes OLpONeInTs STU KODHU TAK, YTOOH ©0pMyra Ky-
B (1) uMera MakomMarpHYlo CTENEHH TOYHOCTH (MarcuMannyw 110 0THO-
0 k X m 10 OoTHOWEHWI K J); Jadg »TOro HEOOX0[UMO M gocraToumNO
oamerue paseHcrs (40). Vmes BBuzy pesyaratsr J. Yaganopa (4)
L llonosunna (8), MomHO yTBePKIATE, 4TO CHETEMA (40) nwmewr w0
fmeli mepe no oxmomy JefdcTBATeNLHOMY pemeHuTo, Ecau, Taxmu oGpazom
OIBIAIOTCHA B3HAUEHMO® X; M YR TOpMya kyOarypsl (37), CBOMUTOS, I
BLX APAMETPOB &y Gy reeey ap U P13 Byreen Byy eopmyae (41), roropas
8T crenens Tognocrn (M +m—1, N4 n — 1). Taa ocratra sroif o0p-
Bl JaEH omemkn (43) u (44). Vkassisaeres 3ames 06oGmenme ®OPMYIED
TYpst (41) B cMEGAe B ROTOPOM aBTODP 0606 B pagore (10) wopmyny
Typet Tropana-Takazosa-Ilouosuya, npuzaras 3Smavenusmyu xi n Yy
TCTBEHHO KOPHU 1OXuHOMOB 2 (x) W () n3 (45) , RoToprie sapanuee ramm,
TOr0 uTOGH LOXYuAGMAs ©OPMYI ky0aTpyprt umexns, MAaKCAMIBPHYI0 CTELOHS
0CTY, HEOOXOXUMO W JOCTATOUHO BHIIOIHENUO yexoBuii (46), 9tu xBe
“TOMH  BrCwell crTemenm B X; u Y ua (46) umewor 1m0 Mensmefi Mepe 1o
HOMY reficTBuTersHOMY pemennio, k0Topoe LOCTPOEHO N3 PARMUUHEIX UHCEN KAK

aHO B padore (10).

sd aibd gradul maxim de exactitale (adicd maxim in raport cu x 8

maxin in raport cu y). 3
Se gdseste ugor cd pentru aceasta este necegar gi suficient cq

sd avem
b d

[ (23

adicd g (x) trebuie sd fie ortogonal in (a,), fafi de functia w (x), et
orice polinom de grad mai mic ca m, iar A(y) sd fie ortogonal in (¢,
fafd de ponderea w (y)cu orice polinom de grad mai mic ca 7. Sistemele
ecuafii de mai sus au, in ipotezele in care ne~am plasat, cel putin cite
0 solufie realdi—aga dupd cum am ardtat in lucrarea noastrd citatd

mai sus,

Exemplu. Dacd w(r) =abw(y) =y m=n—23 $i 1 =1y =1ty
= =$5=5=1, sau dacd o(x) = wly)=1,m=n=3 gi 1= 3,1, =13=
=1L,5i=8s,=5=1, jara=—b=c=—d=—1,

se obfine formula de cubaturd de grad de exactitate (Z37)

+1 41

S ﬂ Sl y)a’mdy=1401625{2079.36f(0,0)+67059[f(0,_V§)+.

i)

A5 Aol ool 3l - 3 2}
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ncu D. D., Contribupii la integrarea numericd a functiilor de mai multe variabile,
Studii gi cercetiiri matemat., Cluj, 1957, nr. 1.
poviciu T., Asupra unei generaliziri a Sformulei de cuadraturd a lui Gauss.
Studii si cercetdri gt. Tagi, 1955, t. 6, p. 29—57.
tancu D. D., Generalizarea unor formule de interpolare pentru functiile de mai
multe variabile si unele consideratii asupra formulei de integrare numericd a lui
Gauss. Bul, §t. Acad. R. P. R., 1957, t. O, nr. 2, p. 237-313.
ancu D. D, Sur quelques formules générales de quadrature du type Gauss—Chris—
toffel. Mathematica, Cluj, 1938, f. 1 (sub tipar),
uran P., Onthe theory of the mechanical quadrarure. Acta Scient., Mathem., 1950,
t. 12, p. 30—37.

SUR L’INTEGRATION NUMERIQUE DES FONCTIONS DE DEUXJARIABL-
a
Résumé

Dans ce travail on étudie les formules de cubature de [a forme
(1) pour le domaine (2). Pour déterminer les coefficients Civiu de fa
gue la formule (1) ait le degré d'exactitude (M—1, N—1), ot M et
sont donnés par (3), on utilise la formule d’intégration (4), ou bien f
formules (13), établies par I'auteur dans [5]. '

Le but principal de ce travail est de donner une expression ingg
grale pour le terme complémentaire R [f] de la formule (1). Utiliga;
la fonction auxiliaire-introduite par (14), on a obtenu pour lereste R [
I'expression (26). Quant aux notations dont on s'est servi, on peut
trouver dans le texte antérieur.

Dans le § 2, supposant que les racines des polynomes .ont
ordres de multiplicit¢ impairs donnés, on cherche & déterminer ce
racines, de maniere que la formule de cubature (1) ait le degré ma
mum d’exactitude (maximum par rapport & x et maximum par rappoj
a y); pour cela il est nécessaire et suffisant que les égalités (40) sofen
valables. En tenant compte des résultats de L. Tchakaloff [4] et g
T. Popoviciu [8], on peut affirmer que les systemes (40) ont au mo
une solution réelle. Si on détermine de cette fagon les valeurs 2
Yw la formule de teubature (37) se reduira, quels que soient les para-
MEIres agy .o apy et fyy..0y f, @ la formule (41), qui a le degré d'exa
titude (M+m—1, N+n—1). On donne les évaluations (43) et (44 p
le reste de cette formule. On indigue ensuite une généralisation de |
formule de cubature (41) dans le méme sens que la généralisation de [a
formule de quadrature de Turdn, Tchakaloff-Popoviciu, donnée pa
['auteur dans [10], en attachant aux valeurs xz; et Yy respectivement
racines des polynomes o (x) et @ (y) de (45), racines données a priori,
Pour que la formule de cubature que ['on obtient ait le degré maximum
d’exactitude, il est nécessaire etsuffisant que fes conditions (46) soient
remplies. Les deux systémes de degré supérieur en x; et x, de (46) o
au moins une solution réelle, formée de nombres distincts [10].
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