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SUR QUELQUES FORMULES GENERALES

E QUADRATURE DU TYPE GAUSS-CHRISTOFFEL
par

D. D. STANCU
a Cluj

Introduetion

sait qu'une premiére généralisation de la formule de quadrature
Avuss [1]est due & B B. CHRISTOFFEL [2], lequel considérait s noeuds
qui ne se trouvent pas a l'intérieur de I'intervalle d’intégration — et
wait d’autres m noeuds, de maniére que la formule de quadrature
/e ait le degré d’exactitude maximum. Entre temps, certains mathé-
s: F. G MBILER [3], ¢. A. POSSE [4], B. HEINE [D], T. J. STIELTJES
RKOEF [7], J. DERUVTS [8], etc., ont fait aussi des généralisations
ntielles de la formule de quadrature de Gauss, en multipliant la
4 intégrer par une certaine fonction de poids. Cependant, une

tion importante et effective de la formule de quadrature de Gauss
ite, dans le dernier temps, par p, TURAN [9], L. TCHARALOFF [10]
povicru [11]. Par les travaux de ces mathématiciens — et spéciale-
T. Popoviciu — on est arrivé a une formule trés générale du type
quelle emploie # noeuds multiples, d’ordres de multiplicité impairs
lesquels noeuds se déterminent de telle maniere que la formule
ture respective ait le degré d’exactitude maximum. Notus géné-
cette derniére formule dans le sens dans lequel Christoffel a géné-
ormule classique de Gauss; a savoir, nous considérerons s noeuds
fixés — 4 une certaine restriction prés — n’importe oft sur I'axe
us essayerons de déterminer d’autres m noeuds, d’ordres de multi-
pairs donnés, de facon que la formule de quadrature que T'on
ait le degré d’exactitude maximum. Dans les travaux [12,13],
ons déja obtenu quelques résultats partiels, mais dans ce travail nous
ns une formule de quadrature trés générale et présentant une grande
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f § 1. Sur une formule générale d’intégration numérique Formons maintenant le polynome
1. Considérons une fonctionnelle linéaire de la forme w(x) = o(x) () g(x),
g -
st du degré p = ny + 7a + p, ol
() o= 10 do). e
M=t +tat .- | Vo, Mg = g | Oy b a i s + o

a

fonction donnée bornée, non décroissante et avec Une i
nité de points de croissance dans Vintervalle (a, b), fini ot infini, de
qu’existent tous les moments ¢, = Ups"] »w=0,1, 2, ...) et co =08
; ne anetion f(x), nous supposons qu’elle admette des déti

" On observe que @ [w] =0, et que Ulw] i

re ], ] =+ 0, car w(x) ga d
ant (p951t1f)_dans U'intervalle d’intégration. Il régu)lteg (;u?a 111(;1 (ilagrrlg
1 um'd.exactltude de 1a formule (4) est N = p — 1. Nous allons démgn—'
jmmed}aten}ent que 'on peut choisit les noeuds %, ¥ 1, de
requona11:N:|J,+1:14.1+n2+p— : ot a0 b

oit (x) est une

C O L] wpiaat

de tous les ordres dont nous AvOons Desolll, ai 1o

interviendront. :
Dans ce qui suit nous essayerons d’approximer la fonctionelle U [f]

une combinaison linéaire, sur certains points, des valeurs de la fons
f(x) et de ses dérivées successives, de 1a forme suivante

 Afin de construire une formule géne
’ con : générale de quadrature de la for
ilstitue T’objet du présent mémoire, nous procéderons de la mnggiglr)é
e.

hoisissons p nombres réels quelconques Y, Ya .-, Yp €t formons

m ri—1 s ay—1
@ off]=3% ¥ Aul®@+ 5 I B ) (@), »
=1 =0 y=1 - p=0 | v(#) =11 (% — Yn)-
h=1
ol nolls supposous que les noeuds @y, @ .- s multiples, respective o | .
dordres oy, ®y -0 % sont fixés, situés n’importe oft sur l'axe réel Cr%’f;fgimlfls e11::1§111te le polynéme dm_terpolatiou de Lagrange-Hermite
de maniére que le polynome a fonction f(x) et Tes noeuds introduits jusqu’ici
! :
2 o i Ay gy s s X v
3) w(z) = A TI (& = @)™ (450) 'LN(x;f)_L(lﬂa sy H i v Bl S
y=] - Wy, Uay » + vy ms’.’.th 1’21----,?’"[ » i ";Yﬂl .
soit positif dans l'intervalle (a, b). Nous nous proposons de d étermit §i on a en vue la formule
autres noeuds Xy, ¥, - o ¥m dont les ordres de multiplicité 7y, 7a -
sont donnés, de telle maniére que la formule de quadrature e R Luh= il I (a;, RSN T NP
7 %= _ ; i
(4) Ul =oU1+ RIf) Ogy gy« ooy Gy 71, P2y -0 on i 1 ]+
oit le reste, otl le terme cor'nplémenta_ire, R[f], est defini par cette for 1 1(%) (%) L{Ys Yo - Y Fal2)
méme, ait le degre d’exactitude maximuim, ¢’est-a-dire pour que nous :
flx
RIJ=R@x]="""= Rl =0, Rl+"*'0, Fy(x) = :(;))-,Fg(x) oLl ﬁ!‘%‘j}_ﬂ
oit N prend la Elus grande valeur possible. atoig atilise 1a formule d’interpolation '
R[f] est, bien entendu, aussi une fonctionnelle linéaire ; nous 1Ot
perons plus {oin de 1’évaluation de celle-ci. . flx) = Ly(x; f) + ra(x; f,
2, On peut obtenit immédiatement une délimitation pour le ]
N. A cet effet, introduisons aussi les notations ‘ ) (i f)=1(x) B(x) 0(%) By, By vmm s s Hori Bgy w03y Xy 0
. DY Y Yo X
(5) i L 3 Oy, Gy, « = oy Ohsy W Pt L T !
I(x) = w— %) 1 gl) = % =) o
() :];Il ( )t g IE1 ( o i on ﬁar ce crochet nous avons indiqué la différence divisée de l'ordre ny + ng + £ relati
oL %y oy v, sont les racines du polynome i), qui sont des ord ga::df (#) etlles noeuds mlﬁtiplsis mis en évidence avec leurs ordres de m‘:;ltiplicii: ;I:E
ke B 3 : s simple s auli e |
multxphc1te1mpa1rs. 8 ;bz 0, alorstois 168 et apatan - - p s{‘n} aulien de |, nous avous éerit, plus simplement, seulement y;. Nous
: | utilisé aussi la notation (%) = 17 (). . i

mais, en général, 0 = p = M., i
1

e Y, Tl

i
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on obtient une formule de quadrature de la forme

(12) Ulf]=2[f] + Q1+ el] Il Cerd o [ a0 o I M
ott - Lr,j 1 k};ﬂ"{) i S’] { k! ) (]z.[-(x) )Xf:I hg‘(%),
(}:3}2 —_—— plf1=Ulrn(*: 1] i .
e a la forimne = Tl r—dy, " (."c'-—a.v)l 1

o ’
(14) Qfl= ,,‘.:E. C, f(y): Eu ! [ Al (w‘,(x))av] wy(#),

(%) = o(x) v(x) i(x), li(x) = L

Il est clair que tous les coefficients A;;, Byy.-Cn qui interviennen

ci-dessus sont indépendants de la fonction f(%).
4 Ta formule de quadrature (12) ale c}ft‘egiré ii’exactitu@e égal justement T vl s ol

a4 N=#n, + #s +2 — L. Afin de la teduire g laTorme (1), il = -
miner les racines du polynome /(x), de (5), de fagon que la fonction (x=—a,)™
Q[f] soit jidentiquement nulle, ce qui se réalise si

(15) C,=Ci=... =GCp=0.
Fn tenant compte des formules (9) et (12), on constate imm édiatement
qu’il est nécessaire et suffisant que

" (%)
I

(o) = =4"(0).
i x=b
§. Faisons maintenant U'observation suivante. Et ¢
6 , : . Etant donné que nou
s sUppos¢ que (x) garde un signe constant dans l'intervalle (il interpcf
4, b), il s’ensuit que les ordres de multiplicité des noeuds intérieurs (s'ils

dx

16) ° Ulolnl=0 (h=12,..., ?), t) & cet intervalle sont tous pairs. Pour cette raison, il suffit que nou
ol ) ko ‘occupions du cas_oﬁ les ordres de multiplicité des' racines gu pol S_
op = vh(%) = I(x) sont tous impairs, c'est-a-dire du cas p=m, car si p=0 3101?;

Yh e soient les noeuds #y, %, . . ., %p, la formule de quadrature corr’espon:

a le d?gré d’exactitude #n, 4+ n, — 1, et si 0 < p < m, alots m—p no-
: de I'ordre de multiplicité pair restent arbitraires ; ‘cetx-ci peuvent
clus dans Uensemble des noeuds fixes ay, ds, ..., @ ; . .
n conséquenice, nous supposerons (ue pzm’. W

Vu que yj sont arbitraires, les conditions (16) sont équivalen

la suivante
(17) Ulol@p1]=0,
oit Qp—y est un polynéme quelcongue du degré p—1.
Tl résulte que pour que les égalités (10) alent lieu, il est nécessai
suffisant que le polynome I(x) soit orthogonal dans Uintervalle (a,b)
n’importe quel polynome du degré p—1, relativement a
(18) do(x) = o(x) ().
Mais, comme on le sait, ’orthogonalité d'un polynome I(x) avec n'i
quel polynéome Qp_1(%), du degré p—1, est équivalente 2 1’orthogo

avec p polynomes, du degré p—1, linéairement indépendants. Pourf
raison, les conditions précédentes d’orthogonalité sont équivalentes, [

exemple, aux suivantes
(19) Ulelx]1=0,i=0,1,2,....p—1
5. Si le polynome [(x) a 6té déterminé de cette maniére, la formul
de quadrature (12) se réduira 4 la forme (4).
Les coefficients de cette formule ont, en vertu de I’expression exf
cite du polynéme d’interpolation (8)¢), les expressions suivantes

(20) Af,_f p— U[Ll',f]) B‘J,l.l = U[Av’"]’

Les relations (19) peuvent étre interprété i
! etees au
t, introduisons les notations : e e 8 B A 1

ule) = 01— ), 81) = [T — 2) ", pie) = () 3().

1 i=l1
TLes conditions i :
Ulpus']=0,i=0,1,2,...,m — 1,

iment le fait que u(«x) est orthogonal dans l'in ;
A _ t
nome du degré m — 1 relativemgent a fumasvallocla oS

do (%) = p(x) dd(x),
) assurent que le polyndéme wu(x) aura m racines ré isti

% s : elles, distinctes et
dans I'intervalle d’intégration, car p(x) est non négative dans (a, b%_

e polynéme u(x) étant déterminé de cette maniere

: (4 , on peut mon-
dtm:és lgs coefficients 4y, By, de la formule de quadraturpe (4) sogt
nta:n ds, es parametres yi, Yu .-« Y En effet, vu que ces coeffici-
sont ind épendants de la fonction f(«), opérons le remplacement

f(%) = I, (%),

2) Voir 4 cet effet les travaux [14], [15].

!
-I'.
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. =t (5 m)’ (———Xxi)k( : )tk)] (%),
(24) by (%) = o il FYRN VTG0 B
s A() = (%) k(3
btiendra que

?_‘;,15)0 Ay = Ul
‘ Pour les autres coefficients on trouve les expressions
(26) "By = U L—kv,u]-

G A (5}

° N = L R L

T ! Al 8, (¥) ) ay
et

B,(x) = U(%) (%)

on des noeuds fondam entaux Xy, Xz,

9. Revenons sur la détem:lmanYawmS e 1o sl

i mme nous
on peut les obtenir, coO ; Iavor
deggé supérieur de m dquations a 7 inconnues

(27) ' Ummﬁ:ai:mLz””an

. TS . . ’ té
ui précede il a résulté que ce Sys tou B
1ut]i::)icféglle I()car les ordres de multiplicite 7 ont -ete iu;;p?je.s 2
= 11 est int éressant que dans le cas dep, TURAN[9]: 11 =712
— » ol ¥ est un nombre 1mpair, ce e
, ié i use et détaillee que
ut démontrer de maniere rigouretioe ¢
témel ?‘i’??g EE moins une solution réelle, en considérant la fonction
l(28) Flty tay oo tm) = Ulw B,
ol
f'j‘l't 3

b =1~

ordinaire m-dimensionnel Rp.

tfinie dans 1'espace _ 34 3
i ui est continue et toujours positive, a une born

Cette fonction, qui est contints
rieure p, dans le domaine illimite

< hEhE ..

= il

de lespace Rm. B men i
ilisant les résultats de L. . |
on dgzc;ﬁgesaque, dans les hypothéses oli nous 1nous sommes plac

valeur es i un
W P i i S tm) au moins en
t prise par 1a fonction .F(tl, R ) .~ moln :
(%1 X : X ) de coordonnées distmctes et interieures a 'interv al e
1y 2y "t "D m

i hdi les noeuds #,
11 résulte 1mmechatenqent que
cette maniére, satisfont a notre probléme,

me a toujours atl 11101118 Ul

gystéme ait une solution réelle uni

gALOFR[10] et T. POPOVICIU .

Koy ooy Xy d étermif®
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~ Puisque dans ce point il v a un minimum relatif, nous aurons

L O U[Pi] =0,
#+1 Bxi

Pi=a(x) {] (x — x)v*, ——
VE -'V—‘!l,’l-

Il en résulte qu'il faut que nous ayons
UlolLil=0 (1=1,2,...,m),

Li(x) sont les polyndémes fondamentaux d’interpolation relatifs aux
ds simples x, %y,..., . Les polynémes du degré m — 1:L,(x),
,e - o, Lm(#) étant linéairement indépendants, il résulte que [(x) satis-
‘aux conditions (27). :

§i, contrairement aux hypothéses faites jusqu'ici — quand nous avons
idéré comme donné le systéme de nombres impairs 7y, #,,. . ., ¥y — NOUS
psons que sont donnés les nombres réels x,, %,,..., ¥y, de maniére
soient vérifiées les conditions (27), alors, réciproquement, il résulte
tdiatement que les puissances correspondantes sont impaires. En effet,
s relations (27) ont lieu, il résulte, conformément 4 ce que nous avons
u début du mémoire, que la formule de quadrature (4) a le degré d’exac-
N =, + ny + m — 1. Supposons maintenant que parmi les nom-
il v 2 aussi des nombres pairs, par exemple soit #, un nombre pair.
s la formule (4) on remplace

(%) = a(®) (x — ),fx (v — 2)1*,

era nul, tandis que U [f] >0, car f(x) est une fonction non négative
'intervalle d’intégration. Il résulte alors que N< n,+#n, +m — 1,
rement a I’hypotheése.
On démontre ensuite, sans difficulté, que les nombres réels x;, x,,. . ., %y,
de maniére que soient satisfaites les conditions (27), sont des points
s de (a, b) et que la fonction (28) a un minimum relatif dans le point
., %n). Cette derniére affirmation peut étre démontrée immédi-
nt si on 2 en vue que

i

oF _ o OF _ o 0F

0% "0, 0%, ‘ot
(6, k=1,2,...,m; 2 =£k).

Dong, pour la détermination des noeuds fondamentaux x; de la formule
le de qudrature (4), on peut procéder par cette nouvelle voie indiquée
consiste a trouver les extrémes de la fonction F(t,1,,. . ., tn) de (28).

>0

. Revenant 4 ce que nous avons dit au no. 7, si on a en vue les rela-

, on peut montrer que le polynéme #(x) de (21) peut étre déterminé
une autre maniére,

—
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- En effet, ce polyndme peut otre exprimé par la formule de Christoffy
1 y
Dypiq () ;
(29) == 1 .
i 3(x) est donné a (21), g = 11 + B2 — et Dyptq (%) gl expression
on ;
D) D1 (%) . Opyq(?)
O (al) @ t1 (al) J ¢’m+q(“1)
(D',,,(a,) L (“1) . Op +q(“l)
ci),‘,;‘:—”(a.) oE @) . . . 0N (@)
B0) " Dure(®=| Onla)  Tmnle) o - Onsale)
O (21) D g1 (%) . B pg(a)
D7y (%) iy 1 (%) . Ohyig(®)
orh e O A a3t .'(,:_é)
O (1) D (om) - @Y sm)
Tei nous avons noté par {(Dp\éc)} (lzas)suite de polynomes prtyog_
tive a la distribuiton de (29). ki |
e (6}’1 Z:E)stree}gicg;taqﬁe Dsm+q (x) est divisible par 3(x), c'est-a dire que n
ns 4
avo 7 D(,;iiq(x; @, Qoo s Gy Ky Foe e ?‘m)lx:n 0,
ol ]

| Gl S s (iC W Ty _
v 0 15 Drany By — &5 &= Lyjey L. 09
Les noeuds _fjcmd_amentau_x Mt e Fin pou_rront. etr.e Gl
par les conditions - :
(31) “ e D(rt'_]') (xl‘, _“1’ o, o

i m_+q.“.
i nous avons un systéme d q
savoflgl clllti)’il admet au moins une solutions réelle.
En général, cett
des noeuds fondamenta
toutefois &tre appliquee.

Bl X
G N e B e N

it 0} Tl == 1:.
Mo . 1 ngx) Psix) P.;\:?G)
u(x) = —-—1—-—2 Py(:) Po(#) Pa(#a) |
sea e 1F = a9)? | Pé(xg) ' R;;(x?,) P‘;(xz)'_

oit Pk(x) er't le i)olynﬁme de Legendre du degré k.- - .-

'-,ﬂs};v;;‘xz,_. oxm)=00=1,2,..., m). <

1 A : ; : 1t 110
c e m équations a m inconnues,.dont

i la détermi
de est trop.compliquée.pour la
ﬁ:;ﬁghgans des cas particuliers plus simples elle

=%, 4 = -b: — i, m = 2, “
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~ En effectuant les calculs, on trouve

(1) = (525 27 — 210 23 + 105) 2* 4 280 23 x — 175 44 + 210 42 — 63,
En imposant la condition #(%,)—= 0, on trouve la paire de solutions
V5

Ay =i ==l

_ Vs _ V5
il L v

Il résulte, dans le premier cas, la formule de quadrature
B nar — L ﬁ_"’) V5) 40
[ s = L [SIf( 3 +175f(5 -
=1

8
70875

6 3
er AR, —de &1
s le second cas, une formule qu'on obtient de celle-ci en changeans

— V5. Ces formules ont été obtenues par une autre voie aussi.
POPOVICIU [11] et 1, TCHARATLOFF [10].

Occupons-nous maintenant de 1'évaluation du reste de la formule
e de quadrature (4).

nous faisons p = m et consid érons le cas limite Yi=x0=12...m),

les (11) et (13) nous conduisent & I'expression suivante pour le
e R[f] de la formule (4)

R[f]1 = Ula(*) (%) Dyu(f: =1,

1 . m ri+l
61) = 0@ 7(0) = IT (r—x) = Uxu(s),
=
‘ I D ; x T [al, “g ) as 3} ’rl El xz ek B xm ¥
s U ) O Oy as #+1 741 rm+1

donné que le produit &(x) 7 (x) garde un signe constant dans
lle d’intégration, nous pouvons appliquer le premier théoréme de
nne du calcul intégral, et obtenons :

R[/1=Dyu(/; 0UBI], a< n<b.

mployant maintenant une formule connue de moyenne, relative
ences divisées, nous obtenons enfin la formule

(N-+1)

W+1)1

!
|

R[f]
=+ n, 4 m, et Ee(a, b).

Le reste de cette formule a été obtenu au moyen de la formule donnée 4. (36).
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e ] ; : P, A Ce polynome a : A
§i la dérivée de l'ordre N + 1 de la fonction f(¥) vérifie une condi Be POl peut étre trouvé a I'aide de 1 .
Tipschitz ordinaire a constante M, on obtient la délimitation stiva . ¢la formule de Christoffel
: B @ (%) @+ (%)
M -y L e Qm+r(%)
(37) IRIfl|=-= Ule 4] Qu(@)  Qmer(a) .
N! S ) - Qi (a)
@Qm(@)  Quirla) . . . Qnyr(a
13. Nous mentionnons que la formule générale de qudrature (4) g e mr (1)
réduit dans le cas s = 0 aux formules du type Gauss, étudiées récem _ g - (.u 5 s Ed 44
par L. TCHAKALOFF [10] et 7. PCPOVICIU [11]. Dans le cas s=0,n= ) — ) 1 o R [ f?rl’(a) '
— . =1ty =7, ot 7 est impair, on obtjent, sous une forme gén ‘ o ”m“).:m(x) Qmlay) Qs () :
les formules du type Gauss de P. TURAN [9]. ' L Qrr-r (@)
; Qm (@)
§ 2. Les cas particuliers 1, =To = .- =T, =1 an Qf"“ (@) - - - Qmir(as)
: Im (¢s) (A S L (as)
14. Nous estimons que ce cas particulier est trés intéressant, quang T P
(ag—1) (ag—1) R I L L
Qe Qs a) .. . QU (ay)

quadrature (4) devient

Ulf) =VIH+ elll

Ia fOl‘lIl u]-e de c e (o) omes ()thO onaux - -

le poids intégral {¢(x).

(38)
ot ( !
m PG k) 7Yalion. Dans certains c¢ reils
(39) vil= % A+ % 5 B,/(@), e. Ainsi, si @ — —b, e g, o e (49) pai s
_ (=1 j=1 k=0 onctions paires en (—b, b) etles raginzt 1?’ fonctions p(x) et «(x)
et p[f], en vertu des formules précédentes, peut étre mis sous les § 7), Tespectivement des ordres de mulEt;i l\imgz(’x) sout £di, 1 4,...,
. : e e (42) se réduit A la suivante P € pairs, o, o,. .., o,
(40) elfl = U la(x)us(x)dnnlf s #) ] = dna(f; MU B8] = 0 |
(n+1) ; (%) @2 (%) Qma (x) RN 1 (%)
L5 —f::-gi)}—l- U[G}’H“] ' Q@ mia1) Q12 (al) @m+4 (“1) ML Lt G (“1)
# ! 2 i
(7 ‘ . . Qm (al} Qm+2 (a-l) ern +4 (f{l) e o Q;n+r (al)
Ici, en dehors des notations introduites jusqu’'a présent, nous avo Jadle U GGy D iy,
utilisé les suivantes ! Q(“l—U(a) (a,—1) (a—1) "
‘ : "5 i P=E s ) - Qﬂ" o 1 Qm+2 (@) Qmia’(@) . . . 5,:1_’:1)(611)
dn-!—](f; 2) :[0‘1, s R el 0 A UL - w(x) m : 2 (aa) Qm+4(ﬂ£2) < o et (aa)
b (aQ) 2 (%) G +4 (H‘T) - o Qg (dq.)

o 20, L = %
b Ci=1

Qm(ay) Gmi2(ag)  Qmiyalag) . . - Q2 (ag)

¥y sout déterminés par It
Q(fq—l) a (rg—1), =1} i o
m ( Q) Qﬂl+2 (ﬂq) qu'_‘; (aq) T s QE;?,__’.”(‘ZQ)

Les noeuds fondamentanx %;, ¥, ...,
ditions '

U[muxi]=0,i:0,1,2,...,mm1.

Par couséquent, le polynome u(x) doit etre orthogonal en (4,
polynéme du degré m — 1 relativement 2
(41) do(x) = o(x)d () .

Il en résulte que le polynome u(x) a toutes les racines ¥y, dme
réelles, distinctes et intérieures 2 I'intervalle (@, b).

ns cette formule on remplace

(%) (%)
f (x < L i . w(x)
) W) ag(x;) 2 OLL ¥ (x) i AL

=3
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on obtient les formuiles _ 179
(44) A; :.U[w(x) ﬂ} el e AR T 0= i
w(x;) wi¥;) P . 0= '\E E— U[&)(t)t"] .
= 0
Pour les autres coefficients ot & les expressions suivantes, qui résultgy i # avors done
des formules (20) . U[ Oty () —2 (D, _ (0] =, |
45) - B = U], VAaU |o) t_x'" ’"“‘1()] —1
ott £ jC.'!it X1, X i g
- a,—k—1(x —a klx—apr( 1 ) 1’_ 2000y Xm es racines du vpolvnbd e
=%, {—7" (Muﬂf () i e, e P e, i
v=U f ] T .
et ) vlm U1 (2) U [m(t) M) =1
B(8) — w(Mor(). - e = 1

A4 i oo J En tenant c :
16. Il est ais¢ de montrer que tous les coefficients A; sont po o ompte de cette formule et
En effet, si on a en vue que, quel gue soit le polynbéme o(x) du deg 3 s e et de celles de (44)
de (7), on a U[m_—(x) i—] = U[mm ) wl 1 [edd,
RCAER) w(#y) A (#) (F—p) m @ (x) i), (%) U[ t—:‘ ] ;
i

pbtient immédiatement que
» 7:—1,2,...,11@.

a, (%

o8] = G} ),
qg=1 q)

uq_(x

1

ot CF0sip=met C—=0sip<met si on remplace cette expre A
Vi (80 ()

de v(x) dans 1a formule qui donne explicitement le polynome d’interpo
de (8), olt i = 1, on obtient — apres U'intégration — les expressio

les coefficients A 4

: \ Y 4 9 e . .
(46) P o(#) il#) e ey 4 2?1 fo?if’lc:ie.nts ’A; de la formule de qudrature (38). D /
' (%) \#(#) ] cté donnees par CHRISTOF 2 ). Des expressions
' : 5 ! de quadrature de Gauss FEL, [2] pour les coefficients de 1
Il en résulte que 4; >0, ¢+ = 1,2,...,m; les autres coefficie - : ‘ Wik

peuvent étre aussi négatifs, ainsi qu'on peut le voir dans les exem
nous allons donner. .

17. La suite de polynomes orthogonaux {um(%) n'est géné
pas normée, mais on peut la normer facilement (voir & cet effet [14]
par {dm(x)? la suite ortho-normée relative 3 Uintervalle (a, b) et 1a

bution (41
gilon applique a cette suite 1a formule de Christoffel-Darboux, o1 (

1];);:11511?115 maintenant quelques exemples
le c =—b=" '
e b= —1, o(x) = 1 — 2%, d4(x) = (1—2)¥(1+ »)Pdx
— 7, = 1, on trouve le noeud fondamental x, — —P —¢
_ e S LTRR

rmule de quadrature el

+
S (1 — )21 + %)Pf(x)dx =

) =1
atgr1 _ Dlet+DI(B+1)

y (1) ﬁm_l(x)Jﬁ'(x)ﬂm_l(t] ‘

1) A e (aF2) +2T (@t p+4 [(” D(@+2)* f(—1)4 (w+1)(B+1) .

ol B
f—u

(2] + (e ] e Ty i
3(u+f3+4)f‘(a+ﬁ+6)f 2

st la fonction de Eul
tler de la deuxiér N
le cas o — B cette formule se :é]:ixﬁlﬁ:mg espéce.

m—1
K1t %) = igl i (£ (%) ,
et o
Ny = U (] U [tin1]-
En multipliant par w(x)d Y(x) les deux membres de la formil
ot en intégrant de a 2 b, on obtient i

m o () Uloli()] = @ Ulo®] =1

B 1)\ 2)dn — pot1 DOt D @12
‘ e M=) 4 (= 1) H0) + /(1)) —
_ pert Dat A T(ats)

U[m(t)l‘(im—l(t: x)] =
3120 +-6)

it

0

ey
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it A la formule de Cavalieri-Simpson oe Causs. Nous y nommions. formule du type Gauss généralisée toute

“qui, pour u = 0 se radst gle de quadrature de la forme

s
o ni—i

* B
j () dy(x) = %, Y Aue 9050 +o11],

i=1 k=0

5 f(")dx’—[f( 1+4f0)+f(1)]_ )

(1 — x9)"dx, o(¥) = (x2 = 1) m=3§ it le degré d’exactitude 2N — 1, oit N est le nombre des coefficients
férents de zéro.
ans la catégorie de ces formules, excepté les formules classiques du

ve Gauss, entrent, par exemple, aussi les formules de la forme

2°. Si a—-—b:—l de(¥) =
entaux sont les racines du polynome

”3 Jem Tad)

les noeuds fondam

= 6 Y0 B 1S
7;0  Ji Ja()
ott Jn(¥) = Ji 9 (x) est le polynome ultrasphérique de J

correspondant 2 la distribution ci-dessus.
En effectuant les calculs, on trouve

fondamentaux -
3 ' —0 % = V :
Wi = S R 2a+ 9

1a formule de quadrature correspondante est

j.?b(x x)dv = Z A fle) + ZC%I(?") + plf]

noeuds a; sont les racines du polvnome Dg,, () orthogonal dans
valle, fini ou infini, (—a, +a), relativement a fa fonct:on ‘paire g(x) =

* 3 tout polynéme du degré n — 1.

n remarque aisément que ces formules ne sont que des cas particuliers
rmules dont nous sommes occupés dans le présent travail.

oici deux exemples de pareilles formules :
‘Danslecasa =1, px) = V1—x, m=5 n=nr=rn=r=17r=3,
nt la formule de quadrature

acobi du degré

Je systeme suivant de noeud

T gk 2043 T(a+1) T(a+9) e (m+3)a,(0:
S(l — ) f(a)dy =27 W{sz(w ) (o +2)

/(%) + /(%) 149 B ot +45%-+57) [f(— 1)+f ]

w— (= 1 399/(0) +7/"(0) +2 149 — 10V7].[fi) +

| :
+(a+1) (2 +2) Go +OP et TatA Tt _ {8 L f(e) + 2049 + 10V7 [£(x) + Hx)l} + __ g,
(et 1) e+ DO AT o i bt
Dans le cas o =0, « = — —:-celle-ci devient —t=r=\[ELL, i — xi_\/-;_,_\/—.
Si l'on suppose que a = oo, p(x) = L=, g =

1, . = 3, on obtient les noeuds

—xl_x4——\/7+v14 — Xy = Xy = 7_‘& , % =0

Aﬁrmule de quadrature

5;(95) % = ——‘19f 1) +f(— +54f(—71§] +64(0) + 54’[\{"_

—f'(1) + 19f(1)] 5393;6500 ),

0 f (i [433;(, )+ 16f'(— 1)+512f(— VT) + 500/(0)
V; 1\/1——7‘-’ 2 400
e it

+o12f(LF) — 1570 + 4581 (0] + Tsemso 0

e f(9)dx = - {3808}'(0)-}—280 17(0) + 3(91 +23\/_ (F(x) +

1 f(x)) 4 3(91 — 23VTA)[f(x:) + f(x‘)]} L Pe

énéra
1S NOUS SOMINeES 0CCUPEs d’une geners 36495360
19. Dans letravail [13]no le degré d’exactitude 11.

différente de celles dont il a &6 fait mention jusqu'ici, des fo
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