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INTERPOLATION DANS DES ESPACES LINEAIRES
NORMIES ET APPLICATIONS*)

par
1. PAVALOIU

a Claj

. Dauns ce travail nous étendrons Ie probléme de I'interpolation inverse
au cas des opérateurs définis dans des espaces linéaires normés. Pour ce
faire, il sera nécessaire de mettre en évidence l'existence d'un polynome
généralisé d’interpolation dans des espaces linéaires normés lequel devra
étre effectivement construit. Le probléme d’interpolation que nous traitons
au point 3 de ce travail est compris en fait dans un schéma général
d'interpolation introduit par E. Moldovan [4]. Dans la construction du
polynome généralisé d'interpolation nous nous appuierons sur la notion
de différence divisée d’un opérateur que nous introduirons i partir de la
définition donnée par A. Sergeev [9] pour les différences divisées du
premier ordre. Nous établirons de la sorte la forme du polynome généralisé
d'interpolation inverse, que nous utiliserons a la construction, en suivant
cette voie, de certaines méthodes itératives pour la résolution des équa-
tions opérationnelles.

Diiférences divisées généralisées. Pour faciliter la manieére de s’ex-
primer on désignera par X" = X X X x ... X X le produit cartésien de
I'espace X avec lui-méme 7 fois. On désignera aussi par (X! — V) I'espace
des opérateurs linéaires définis sur I'espace linéaire normé X et a valeurs
dans l'espace linéaire normé Y. On désignera d'une maniére analogue
par (XMW 5Y)=(X > X ... (X =>7Y)...)) Uespace des opératenrs n-
linéaires délinis sur X" et a valeurs dans Y.

*#) Ce travail a été communiqué au 4-éme congres des mathématiciens d’expression latine,
Buearest — Bragov, 17—24 septembre 1969,
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Les différences divisées généralisées seront définies en considérant
Iopérateur

y = P(x)

oit P est défini sur espace X et 3 valeurs dans U'espace Y.
On considérera aussi un systeme de n éléments distincts de l'espace
X & By ooy Hy QUE Pon nommera des noeuds.

Définition 1. Sl existe un opérateur (%, ¥; P] défini sur Ues-

ace X* et a valeurs dans Pespace (XU = Y) qui pour x= % = X,

: . i LT 1 i y 1
safisfait @ la propriété:

P(x;,) — Plx) = (% Fiprs Pl — x3)

alors UVélément [x;, % P]E (XM - Y) est nommé  différence divisée
de Uordre 1 de Uopérateur P sur les moeuds %, ¥

Par rapport au systéme de noeuds %, 1 =12, ..., # et a lopéra-
teur P on construit ainsi les différences divisées suivantes:

(i %25 Pl (%9, %a; Pl «-es [%y_1, %u; .

On suppose par la suite que l'on a défini un opérateur [x, ¥, ..., ¥ ; P]
sur Uespace Xi*! et a valeurs dans espace (X@ =) a I'aide duquel on
obtient des différences divisées de l'ordre 4. Si les différences divisées dc
Iordre 7 sont définies alors les différences divisées de lordre ¢ + 1 seront

définies de la maniére suivante :

Définition 2. S'al existe un opérateur [%, 5, -, 1, U5 P défini
sur Uespace X'+* et caleurs dans Uespace (XU+1) —Y) qui avec les diffé-
rences divisées de Vordre i del ‘opérateur P satisfait a la propriélé:

[(Xprrs Borzs - o0 Fadidtns Pl — (% %t -+ 0 Fatic El=

= [Xp Fpptr - % pivts P U Fpir — %)

alors Uélément [%, K1 -+ Vpritvs Pl & (XU - Y) sera dil différence

908, o Ll ” . o Ser b oasar w~ i " 3
divisée de Vordre v -+ 1 de Uopéraicity P sur les noeuds Xy, Xppps o0 Tptivr

Si on donne successivement 2 & les valeurs 2= 1,2, ..., % — i — 2,
n — i — 1 on obtient les différences divisées de l'ordre i 4 1 suivantes;

Lxln Ko, « v x,l‘,;i—‘!; P}r wmie g [xnfi—»ll b xﬂ; P:L
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Définition 3. La différencee divisée [uy,0,,.. .00, ; P] 08t yu,,. ..
., Uy sont des éléments de Uespace X, est appelée symétrique si on a I'égalité -

[y, Ua, - .., Wy Pl = [ot5,, us,, - .., U, ; P

0t (89, Sa, .., S,) est une permutation quelcongue des nombres 1,2, ..., k

3. Polynoemes qenomllses d'interpolation. A c6té du systéme de noeuds
distinets x; € X, =1, 2,..., n on considére un autre systeme d’élé-
ments y; & l, = |8 /3, ..., #. On ¥ cherchera un polynome généralisé
défini sur Tespace X de la forme

n—1

(1) P(x) = u, +kZ::lA,¢(x — %) ... (% — x)®

qui satisfasse a la condition :
P(”‘;):J’u 1= 1,2, ..

Concernant ce probléme on démontre le résultat suivant:

"

THEOREME 1. St lopératewr F défini sur Uespace X et a wvaleurs
dans Lespace Y admet dos différences divisées symétrigues (conformément
a la définition 3), jusqu’d Uovdre n y compris, alors il existe au moins un
polynome de la forme (1) qui satisfait aux conditions :

{2) Plx)=9,=F(x), +1=12 ..., %

Démonstration. On va montrer d’abord que pour tout 7 =1, 2, ..., #
et pour tout x £ x; on a les identités :

F(x) =F(x) + [%0, %2 Fl(x — %) + ... +[2, %5, ..., % Fl (x — %) ...
{(3) e (=) [ Xy, o x Flr—x) L. (x— 2y)
Pour ¢ = 1 cette identité est évidente. On suppose que cette identité est

vraie pour ¢ = &, (k = 1) et on démontre qu’elle est vraie pour ¢ =k 4 1
En effet, pour i =% on a

F(x) =F(x) 4 [%1, %oy ; Fl{x— ) + ... + [¥0, %, ... %, Fl(x — x,_))
{4) o= (%2, o xs Flle— %) oo (38— 20
*) Dans Ia formule (1) Ap(x — a3) ... (¥ — x,) appartiennent i Pespace ¥ (k=1,2,...,

# — 1) et sont des opérateurs 4 — linéaires, u, € V.
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De la définition de la différence divisée, résulte 1'égalité suivante :

(% %1y v v oo B B — [0, %o, oo s Gy, ] = [x:xp---;-‘"f,;[; F](x—bu)

IS

qui substituée dans (4) va donner justement l'identité (3) pour ¢ = % - 1
I1 en résulte que pour tout le systéme de noeuds considérés a lien

I'identité
F(x) = Flx) 4 [xp a5 Fll—x) 4t oo + B2 o amFlle—a, 4.
(5) e (B—2) (2 254, Fl(—2%,) ... (8—%).

Tenant compte du fait que les différences divisées sont des opérateurs
multilinéaires il résulte que l'expression:

P (x) =F(x) + [%, %o Fl—2) + ... +
(6)

+ (¥, ¥y X Fllv—x,_) -0 (2 — xy)

est un polynome généralisé de la forme (1). X
Montrons que ce polynome satisfait aux propriétés (2). A cet effet

notts partirons de 1'égalité suivante
Pn(xi) = F(xl) + [%, % ; F] (:\5,; = %1) o v e S
(7) + [0 %oy o X Fl (% — %) oo (55— 3y)

pour ¢ =1, 2, ..., n. Cette égalité résulte du fait que les différences
divisées sont des opérateurs multilinéaires et les termes qui vont suivre
dans la somme antérieure sont nuls, par ce qu’ils contiennent comme fac-
teurs x; — x; = 0. Si on part maintenant du dernier terme de la somme
(6) et si I'on tient compte du fait que 'élément [x;,%,,...,%;; F](x;—x;_)
du fait que la différence divisée [x.%,,...,%;;F] est symétrique peut
&tre ecrit aussi sous la forme [x; ,%,...,%; g% F](x,—x,_;), alors on a
1'égalité

(% oy oo oy X3 F (% — %—y) = [%1, Zgy oo o0 Xin, % F] —
— [ Biege By o - ey Hng5 | = [ B0 ®as. « o+ oy Ky &5 B — [ By covnn Tt L1,
Substituant cette expression en (7) on obtient:

P(x;) = F(xy) + [%1, %o Fl(%: — %) + ... +

+ (%, % ooy Hpg % F1 (%5 — %) - (% — 2).



INTERPOLATION DANS DES ESPACES LINEAIRES NORMES 153

]

Avec I'égalité obtenue on procede de la méme maniére et A la fin on obtient
le résultat désiré.

En ce qui concerne l'unicité du polynome généralisé d’interpolation
on se bornera a dire qu'il existe de nombreux exemples des quels il résulte
qu'il n’existe pas pour tout systéme de noeuds et pour tout opérateur,
un polynome d'interpolation unique.

L'expression R(x) = [%, %y, %5, ..., %,; F](x — %,) ... (¥ — x;) qui
figure dans 1'égalité (5) sera nommée le reste du polynome d’interpolation
généralisé,

4. Polynomes &intérpolation inverse généralisés. ILe probléme de
I'interpolation inverse, dans le cas des fonctions d'une variable réelle a
€té posé a propos de la résolution numérique des équations algébriques
et transcendentes.

Dans le travail [5] Tauteur utilise cette méthode a la résolution
numérique des équations a l'aide des procédés itératifs i plusieurs pas.
Les erreurs évaluées a son aide, ne sont pas toujours les meilleures, ainsi
qu’il a été montré dans le travail [6]. Cela ne nous empéche pas d’utili-
ser cette méthode pour trouver des procédés itératifs a plusieurs pas qui
puissent étre appliqués ensuite & la résolution des équations opérationnelles.
De ce point de vue, la méthode parait étre assez générale. Par la suite
on va essayer de généraliser le probléme de l'interpolation inverse pour
le cas des opérateurs dans des espaces linéaires normés.

Seit v, =Flx), i=12..., %

Détinition 4. S existe un opérateur [u, v; x] défini sur les-
pace Y* el a valeurs dans Pespace (YO — X) gui pour uw = v, v = Vi
satisfait a la propriéié

(Vi Yign sENEF(xigy) — Fx)) = 25y, — %,

alors Uélément [v;, v, ,; x] & (YW > X) est nommé différence divisée inverse

de Vordre 1 de Uopérateur F sur les noeuds Yo Vign &Y.

Les différencesdivisées de'ordre 2, 3, ..., se définissent d’une maniere
analogue comme au point 2.

En ce qui concerne la différence divisée inverse du premier ordre on

démontre le résultat suivant:

=

Lemme 2 Si Popérateur [x,, x,,,; F] admet un inverse alors, la
différence divisée inverse [y, v;.1; x], exisle et peut étre fournie par la relation:

; p 7S R S R e TS |
[,"n Yigrs "J = ¥ Xy rJ

Démonstration En effet l'opérateur [x, x,,,; F] ' & (Y — X] peut
étre considéré lui aussi par I'interméde de I comme défini sur lespace
Y2 Mais en tenant compte de I'égalité :

Tl — Flg) = %, % Fll#; — £)



154 I. PAVALOIU . 6
et en appliquant a cette égalité 1'opérateur [x;, v, ,; F]~' on déduit:
(8) [%, %pprs FIUF(%,0) — F()] = [% % F17 % %05 F1 (%0 — %) =
= Mgy — K

D’ou, il résulte que l'opérateur [x,x,,,; ]! satisfait a 1'égalité (8)
qui intervient dans la définition de la différence divisée inverse. Alors,
évidemment, on peut prendre comme différence divisée inverse, I'opéra-
teur [#', %;.; F]~! lui-méme ce qu’il fallait démontrer.

Lemme 3. Si les diffévences divisées de ordre 1 el 2 de l'opérateunr
F sur les noeuds x;, %y, %o existent el si les différences divisées de I'ordre
1 sont des opérateurs admettant des inverses, alors, il existe aussi la différence
divisée inverse de Uovdre 2 et elle a la forme:

(Vi Yirrs Vipos ¥] =
(9)

= — (%410 Figes Fl1[x, %01, %10, Fll#%s %05 F17L (%) %opqs =t
Démonstration. On a
— [Xopr i T (%0 %1, Xigas Fll, 20, F17HF (%40 —
— F(%)) (%, %y F11 =

= — [y Fipas F17 [%0 Xipr, Figas F] (%00 — %) [, 2,44 F171 =
= — [#p Fogas F17 {[Hipr Biga s Fl — [% %15 Fl} [%u% 4 F]17 =
= [Fip1 Bigqs F1I70— [% Zigg s F17 = [Wigr Yivas %] — Yo Yivo x]=

=[¥i Yivr Vivrs ¥] (F(Figs) — F()))

Ce qu'il fallait démontrer.

Evidemment, la forme générale des différences divisées inverses, de

I'opérateur F se complique quand leur ordre croit. Pour les besoins prati-
ques on peut se borner seulement aux différences divisées des deux pre-
miers ordres.
De la méme maniére dont on a procédé au point 3, on écrira a 1'aide
des différences divisées inverses le polynome d'interpolation inverse
généralisé. Pour cela, il va falloir supposer que les différences divisées
inverses, existent et qu'elles sont des opérateurs symétriques (dans le sens
de la définition 3).
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Dans ce cas, tenant compte du théoréme 1 on peut écrire le polynome-
d’'interpolation inverse suivant:

P(y) =+ [puyai 2] (y—21) + -« +
{10)
T [%5. Y55 vooms Yz WY — Pot) v (¥ = 3)

olt %, est le noeud pour lequel F(x,) = y; et [¥5,¥9:%], -« . [V.V2r- - -, Y0 ; &)
sont les différences divisées inverses de l'opérateur F d’ordres respective-

ment 1, 2, ..., n — 1.

5. Application des polynomes d’interpelation inverse a la résolution
approchée des équations opérationnelles, Soit donnée léquation opéra-

tionnelle ;

(11) F(x) =0

oit I’ est un opérateur défini sur l'espace linéaire normé X et 24 valetrs
dawvs l'espace linéaire normé Y ; 0 sera 1'dlément zéro de 1'espace Y. On
va supposer que l'opérateur F admet pour ¥ & D ot D est un domaine
de I'espace X — un opérateur inverse x = §(y). Si, 'équation (11) admet
une solution dans le domaine D, alors, évidemment cette solution se cal-
cule en remplacant dans l'opérateur inverse &, y par 6, c’est-d-dire que:

Un choeisira dans le domaine D un systéme de n noeuds x,, %y, ¥y
o Xy & D et on désignera par yq, Ay, ..., ¥, = F(D) les valeurs de
Topératenr F sur les noeuds %, %,, ..., x,, c’est-d-dire y; = F(x,), & =
=1, 2, ..., n. On va supposer que l'opérateur F, admet sur le systéme
de noeuds x, %, ..., 4, %, ¥y, i=1,2 ...0n, et v =D des diffé-
rences divisées inverses, symétriques,
Dans ce cas, le polynome d’interpolation inverse (10) est un polynome
d’'interpolation pour 'opérateur §.

Alors, on a ['égalité suivante:

F(y) = %+ vyl (y—y)+ oo F V0 Ya o V(Y —Vy) - -

(12) (¥ —3) + [0 s Va3 21y — ) << [y — )
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ol [#, 35 Mo ovonsVar SUY—5) (v—v,) est le reste du polynowme d'in-
terpolation (10). Si on néglige dans l'égalité (12) le reste, et que U'on
remplace y par 0, alors, on obtient pour la solutinn © = Véquation (11),
une valeur approched, c’est-a-dire

(13) Far P(6) = 2, — [yn 0t Ft . b
(7 1)" E [—.Jllr 3’2: R yn ;x}j"rkl,\’u*Z B

x| = M < o Uévaluation snivante !

SR

il en résulte, si [|[0, vy, v, ...

(14) l# — PO = M|yl - - [lyall-

Dans lUinégalité (14) on remarque que P(0) constitue une approxima-
tion pour £ d’autant meilleure que les nombres ||v,[[, [[va][, ..., ]|3,]] sont
plus rapprochés de zéro.

Oun utilisera maintenant la méthode (13) pour déduire quelques métho-
des itératives a plusieurs pas qui sont utilisées a la résolution des équations

opérationnelles.

Méthede de la eorde. [7], [9] Soient x®, x) = X deux approxima-
tions initiales de la solution # de l'équation (11) et y(@, v les valeurs
de I'opérateur I’ sur les €léments x(® et x() alors, on désigne par a®
I'expression :

x02) = 4l0) [J:(O)J ]-(13; -\7JJ'(U)

qui est obtente en conservant seulement les deux premiers termes de la
somme (13). En remplacant maintenant I'élément x(@ par x®) on cbtient
I'élément ) de la sorte:
23 — 40 — \;31(1), y(2) ;_1;]1;(1).
En procédant ainsi de suite, on obtiendra le procédé itératif suivant
(k) = gle—2) — [ylE=2) k1) ;\;ly(k*ﬂ, E=2 38 ..., 20 las X
oft y) = F(x), i =0, 1,2, ... . Si on tient compte de I'égalité :

[plk=2) yl=1): x] — [t glb=1) 2 F] -1,

(qui suppose que les conditions du lemme 2 sont remplies), On obtient
le procédé itératif de la corde, ¢’est-a-dire ;

A0 — y =2 [a2) xG-1 F]F(x00), R =2,3, ..., 20, 10 = X,
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I’analogue de la méthode de Tsehébyeheff. [1], (2], [3]. On va
conserver maintenant les trois premiers termes de la somme (13) et on
va cheisir comme approximations initiales trois éléments x(), 1) (2 = X,
Ln utilisant ces approximations et en procédant comme dans le cas de
la méthode de la corde, on va obtenir le procédé itératif suivant:

k) = glE—38) f)JU' 3) r\:(k 2) ]f\f(k 3) -~ I—JJ(}\'_E"} y(k 2) y(k 1) '] y(k*z) .y("73)

ou y# = F(x®), k = En tenant compte du lemme 3 on a

ah) = x#=8) _ [xh=3) yh=8) : F)]~1 F(x(—8) —
— [alb=R) =1 F]1 [l =) k1) Fx

W [;\,(k— 8) xtk-1) I IF( (k- d) . [x("‘_'-’), xt=1) ] -1 F( (b — 2))

pour £ =2, 3, 4, ... et x00, 20 5O g X,

En utilisant la méthode de Uinterpolation inverse on obtient des procé-
dés itératifs a4 un nombre arbitraire de pas. Ainsi, en conservant tous
les termes de la somme (13), on obtient un procédé itératif & » pas. On
choisit done comme approximations initiales # éléments ), x®), .. . +Mg X
et comme auparavant on considére le procédé itératif suivant:

gEtnT1) — g (h+1) b,(k-{—]), }’(k+2)j :\7] y(k-i—l) + ..
_’_(ﬁ l)ﬂfl D,(k-: 1), 2 _’,\’(’H ) : x]_’y("""'*“, . y(kJrl)

pour k=0, L,...; ol 9= T(x(“), 1= 1,2 .... On a obtenu ainsi
une classe de méthodes itératives a plusieurs pas
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