ACADEMIA R. P. R. FILIALA IASI
STUDIL SI CERCETARI STINTIFICE
Anul VI (1955), Nr. 1~2

ASUPRA UNEI GENERALIZARI A FORMULEI DE INTEGRARE
NUMERICA A LUI GAUSS

DE
TIBERIU POPOVICIU

Comunicare prezentatd la 4 mai 1955 in sedinfa Filialel Tust
a Academiel R. P. R.

§ 1, Formulele de tip Gauss.

{. In problemele practice de calcul numeric, de multe ori se cere
valoarea unei funciionale finiare') A[f], definitd pe un spatiu vectorial S
de functii f=f(x), reale, de variabila reald X, definite §i continue pe un
interval I In cele ce urmeazd vom mai presupune ¢4 elementele Iui S
sint derivabile de un numdr suficient de ori, cel putin pe punctele unde
vor interveni aceste derivate. Vom presupune de asemenea cd& S contine
toate polinoamefe in X, In cele ce urmeaza vom impune functionalei Alf]
si anumite conditii restrictive, pe care e vom specifica atunci cind ele
vor interveni.

9. Si presupunem cd se dau valorile

1) FO (% J=O0lpnti—ly i= 1,20 (LX) =1 (X)),

ale functiei f(x) si ale primelor sale derivate f'(x), f" (x),... pe punctele
distincte
(2) X1 ) x21'n;xn

ale intervalului I, Pe punctul X; sint date valorile functiei §i ale primelor
sale r;—1 derivate, astfel cd numerele: 7, { =1,2...,/1 sint intregi pozitive.
_ Pentru fiecare feS, A[f]| se poate aproxima cu o ‘combinatie liniard
dati a valorilor (1) ale functiei f(x) si ale primelor sale derivate pe
punctele (2). Obtinem astfel formula de aproximare

n opr—1

(3) A=Y Y a,,, f9x)

=1 j=0

Punctele (2) sint nodurile acestei formule iar numerele 7y, == 1,2,..,/
sint ordinele de multiplicitate ale acestor noduri. Nodul 7; are ordinul de

1) Prin o funcfionald liniard infelegem o funcflonald aditivd si omougend,
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multiplicitate r;, i= {,2,...,, 1. Numerele a,,;, j=0,1,,, 75— {, i=1,2,...,11
caracterizeazd formula de aproximare (3) de acest tip si se pot numi
coeficientii acestei formule.

Restul R{f] al formulei (3) este, prin definitie, diferenja dintre mems-
brul intii $i membrul al doilea al formulei. Dacd deci adundm restul Ia
membBrul al doilea al formulei, aceastd egalitate aproximativd devine o
egalitate obisnuitd. Restul este, evident tot o functionald liniard definitd pe S.

3. Se poate da si o altd interpretare formulei de aproximare (3). O
metodd generald pentru gdsirea unei valori aproximative pentru Al[f]
constd in a inlocui functia f(x) printrso altd functie @eS si a lua pe A [¢]
ca valoare aproximativd pentru A[f], deci A[f] =~ Alg]. e

Din punct de vedere teoretic nimic nu ne impiedicd si alegem
functia @ (x) cu totul arbitrar, doar cu singura restrictie si aparfind [ui
S. Insd din punctul de vedere al aplicatiilor practice, alegerea functiei
@ (x) trebuie si poate si fie in general restrinsd considerabil, Un caz
important este atunci cind @ (X) =B [f|x] este un operator liniar dat, cu
valorile in S. In acest caz Alp]=A|[B[f|x]] este o funciionald linjara
de f, bine determinatd si definitd pe S. Restul R[f]=A{f]— A[p] va fi
atunci de asemenea o functionald linfard bine determinatd gi definitd pe S.

O clasid importantd de functii @ (x) de forma precedent¥ este formatd
de functiile de interpolare liniard generalizate :

(@ 0 () =BIf 0= % 0,/ (x)

corespunzdtoare nodurilor (2), cu ordinele de multiplicitate indicate si
unde @;,; (x)eS, j=0,1,.,/;—1, i=1,2,...,n sint nigte functii date.
Atunci formula A[f]~ A[g] se reduce la (3), unde coeficientii sint dati
de formulele

ay;=Alon ], j=0,1,.0r—1, i=1,2,..,n,
In particular, fie

CP(X):L (xl 3 XgeesXy 5 Xo 5 XoseensXoganXy 5 Xy ey Xy 3 f|x)
Iy 72 7,

polinomul de interpolare al lui Lagrange-Hermite de gradul

(5) : p=ri+r 1, — 1,

care {a, iImpreund cu primele sale 7; —1 derivate, valorile respective (f)

pe nodurile x;, {=1,2,...,l. Aceastd functie ¢ (x) este de forma (4}, unde
Py (X) =1y ;(x) , J=0,1,.r; — 1, i=1,2,.,,12

sint polinoamele fundamentale de interpolare relative la nodurile (2) cu
ordinele lor de multiplicitate respective. Aceste polinoame sint complet
determinate, Ele au nigte expresii bine cunoscute, dintre care reamintim
formulele

() iy r—1 (%) = : Aty

(s A= N TE oo tog s ATt

J=t
Jki
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unde ' t ;

(7) l(x)=(x—x1)'1(x—x2)z...(x~x") n.,

In cazul considerat formula (3) devine

ri—1

(8) Alfl= Y & Co 9 (x))
=1 j=0
unde ' _
(9) C'i)j=A[l'i)j] s j———O,I,...,I‘»,-—-I g =il

4. Restul formulei (8):se bucurd de importanta proprietate cd se
antleazd pentru orice polinom de gradul p, p fiind dat dve formula (‘3).

In general dacs funciionala liniard A[f] este nuld pentru orice
polinom de gradul m?), dar este diferitd de zero pentru cel putin un
polinom de gradul m—-1, se zice cd ea are gr.ac‘ill’l de exactitate m. Aceastd
definifie se extinde in mod natural gi la cazuri}e m=—1 si m=-+ ooi
Mai precis, gradul de exactitate este un numér intreg > —1 sau numdru
impropriu --co atagat funciionalet A[f] si perfect caracterizat de pros

prietatga: a0
1%, m=—1, dac =0, \ ;
20, g[l]zz’-\[x]——-----=A[x”*]:0, Alxrt1]£0, dacd A[l]=0 si

cel putin unul din numerele A [xi], {=1,2,... este diferit de zero,

30, m=- oo, dacd A[x]=0, [=0,1,.. :

In fine vom zice cd functionala A[f] are gradul de exachtvate c?l
pufin m, dacd are gradul de exactitate > m, deci dacd selanuleaza pentru

i olinom' de gradul n _
iy f?érlmtru simpli%icare yom zice ¢d o formuld ,de aproximare (3) are
gradul de exactitate m resp. are gradul de exactitate cel putin m, dacd
restul acestei formule are gradul de exactitate m resp. are gradul de

i cel putin m. :
exacnéilteaceaslt)é ‘conventie putem spune cd formula (8) are gradul de
exactitate cel puiin p.L

intim urmdtoarea t ; .

If‘iﬁlﬂﬁ? 1. 5&0& formula (3) are gradul de exactitate cel putin
p, aceastda formuld coincide in mod necesar cu (8).

Demonstratia acestei proprietdfi am datso intr-o alta Iucrgre [Ol.
Demonstratia de acolo se referea la o functionald linfard A [f] particulard,
ea insa nu depinde de forma acestei Euncﬁiqnale. ) .

Teorema 1 ne spune c# formula (S} joacd un rol special printre
formulele (3) care se obtin variind coeficientii acestei .‘formule. I?Uriulai
(8) este, printre toate formulele (3) corespunzdtoare unel fqnqion‘a e [f
i unor noduri (2), date fmpreund cu ordinefe lor de m_ult[plic:tate ress
pective, aceea (unica) care are gradul de exactitate maxim. : :

5. In general gradul de exactitate al ‘formulel_(s)_ este p. ndcz{ztur1
parliculare acest grad de exactitate poate insdl sd fle‘ si mai mare deci dp}

Definitie. Vom zice cd formula (8) este de tip Gauss dacd gradu
sau de exactitate este cel pufin p-+n.

i i i linom de gradul efectiv £ m.

9) Printreun polinom de gradul 717, intelegem un po ' ’

Un polinom de gra;c)lul 0 este o constantd, iar un polinom de gradul —1, polinomui
identic nul,
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Pentru ca formula (8) si fie de tip Gauss este necesar §i suficient
ca restul sdau R[f] sd se anuleze pentru orice polinom de gradul p - n.

Un polinom P (x) de gradul p 47 este totdeauna de forma P(x) =
= [ (x) Q (x) + Qy (), unde /(x) este polinomul (7), Q(x) un polinom de
gradul 71— 1 iar @, (x) un polinom de gradul p. Reciproc, orlce_po‘lmom
de aceastd formd este de gradul p--n. Atunci R[P]=R[/Q] si din (8)
rezultd imediat R (/Q)=A[/Q]. Se deduce prin urmare ci conditia nece=
sard si suficientd ca formula (8) s fie de tip Gauss este ca sd avem

(10) AllQ]=0,

oricare ar fi polinomul Q (x) de gradul n—1, _

Doud funcfii f, & pentru care avem A[fg]l=0 se pot numi orfo-
gonale fati de functionala A[f]. Putem deci enunta: i

Teorema 2. Condifia necesard si suficientd ca formula (8) sd fie
de tip Gauss este ca polinomul (7) sa fie ortogonal cu orice polinom de
gradul n—1; | '

Ortogonalitatea pofinomului /(x) cu orice polinom de gradul n—1
este echivalents cu ortogonalitatea fui cu 7 polinoame de gradul n7—1
liniar independente. Un astfel de sistem de /2 polinoame este format din
primele 7 puteri 1, X, x%..,x"~* ale lui X. Un alt sistem de acest fel este

format din polin~amele
(11) Xg) eon (X — X5y) (X

deoarece presupunem c& nodurile sint distincte, !
Acest din urma exemplu ne aratd ci o formuld (8) de tip Gauss nu

esie altceva decit o formuld de forma (8)

(x T xl) (x s xH‘l) ] (x _xu)’ l':I,Q,,...,/l,

1 1
o

Alfl=Y, ¥, ¢’y i JO (X3,

o | [t

(12)

corespunzitoare nodurilor (2), insd de ordine de mu!tiplicitate. r;-H1 (in
loc de 7)), i=1,2,...,1n respectiv §i in care avem Cy =0, [ =1,2,0.11.
Aceasts observatie se datoreste in principiu fui A. A, Markov" [4].
Proprietatea rezultd din formulele (6), (9) corespunzitoare formufei (12).

6. In cele ce urmeazd vom presupune cd functionala A[f], numdrul

natural 7 si ordinele de multiplicitate 7y, rz,...,r,l’a‘le nodur‘ilor sint date.
Conditia de ortogonalitate, pe baza observafiei de mai sus, se poate

interpreta si altfel. Putem privi pe ) ;
G=Px;, X3, Xa) = A [.”1 (R x—,-)"i""j

(13) i
ca o functie (polinom) de Xy, XzjuXn- Atunci
0 v
— e P AU (5 = ) (1= S R (5 = i) (3 — )

=t 2N ol 2

Rezultd ¢4 nodurile unei formute (8) de tip Gauss formeaz3 totdeauna
o solutie a sistemuluf algebrie
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0P :
(14) ()—x———O, [=1,9,.,01.

L

Orice solutie a acestui sistem, in care valorile variabilelor X, X; ,..,X,
sint distincte, ne di o formuld de tip Gauss. Sistemul (14) nu are ins3
totdeauna o astfel de solutie (reald). !

Dacd mai multe numere 7; sint egale, nu considerdm ca distincte doud
formule de tip Gauss care diferd numai prin o permutare a nodurilor
avind aceasti ordine de multiplicitate. Cu alte cuvinle formulele de tip
Gauss depind, numai de valorile distincte ale ordinelor de multiplicitate.

Pe baza acestei observatii, se poate ugor transforma sistemul (14)
intrzaltul echivalent din punctul de vedere al cdutdrii formulelor de tip
Gauss. Astfel dacd 7'y, 'y, (1 <t < n) sint valorile distincte ale ordis
nelor de multiplicitate 7y, 7y,..., #,, fie 7; numdrul nodurilor de ordin de
multiplicitate r’; si 0{%, of’,..., of? functiile simetrice fundamentale ale acestor

noduri, /=1,2,...,f. Atunci, din punctul de vedere al cdutdrii formulelor
de tip Gauss, sistemul (14) este echivalent cu

dd

e S O = 2y = 132
J

Acest sistem este tot atit de simplu ca gi (14) in sensul cA functia ¢
este un polinom in raport cu 03.“, J=1.2,.,n, i=1.2,.,f, Echivalenfa
sistesnelor (14!, (15), in sensul specificat rezultd din faptul cd determinantul
functional al functiilor simetrice fundamentale X z; Z5....2;, 1=1,2,...,k al
variabilelor 2;, Z3,...,2; in raport cu aceste variabile este diferit de zero,
pentru orice sistem de valori diferife ale acestor variabile (a se vedea
de ex. [6]).

Aceleasi lucruri se pot spune si despre sistemul care se deduce din
(14), inlocuind numai in parte nodurile corespunzdtoare la ordine de multis
plicitate egale prin functiile lor simetrice fundamentale. Metoda preces
dentd se mai poate combina cu niste transformdri liniare ale unora sau
tuturor variabilelor x;.

7. Trebuie si observdm cd pentru o functionald liniard datd A[f] si
pentru un sistem dat de ordine de multiplicitate, nu existd totdeauna _ -
formule de tip Gauss.

Vom zice cd functionala A[f] este de ordin de pozitivitate k daca
A[Q? >0, pentru orice polinom Q(x) de gradul k—1 gi neidentic nul.

Putem atunci face observatia c¢& pentru o functionald de ordin de

1
pozitivitate kg; (p+n+2) si dacd cel pufin unul dintre ordinele de

multiplicitate 7, #3,..,7, este par, nu existd nici o formuly de tip Gauss.
Intr.adevir si presupunem, pentru fixarea ideilor, cd 7;, FuLfsun 7, sint

. Dumere pare, 0</ < n, ceilalti (dacd 1<) fiind impari. Atunci /(x)(x-—x,)

1
X — X,).,.(x — X;—) este patratul unui polinom de graduly (p--i) <k—1.

Avem deci ATL(x) (x = x0) (X—Xg) o (X —X;—1)] >0, (A[]] >0, dacs i=1),
- Ccea ce, pe baza teoremei 2, demonstreazd proprietatea.

Din contra, vom vedea cd dacd toate numerele 713l ety sint

. -impare,'existé cel putin o formuld de tip Gauss,

StCereStlage, VIi—3
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Formulele (14) ne sugereazi imediat examinarea extremelor relative
ale functiei (13). Un extremum relativ atins de un sistem de valori diferite
ale variabilelor X, X5,...,X,, ne demonstreaz4 existenta a cel putin unei
formule de tip Gauss. Vom vedea cd pe baza acestei observafif, aceasti
proprietate de existen{d are loc in particular dacd A[f] este de ordin de

1
pozitivitate g;(p—l-/l—I—I) si daci toate ordinele de multiplicitate sint
impare.

In § urmitor vom studia o problemi de extremum care, in partis
cular ne va da solufia problemei de mai sus. Proprietatile obfinute in
acest § trebuie considerate ca o generalizare a proprietitilor extremale
bine cunoscute ale polinoamelor ortogonale §i ale generalizirilor acestora
in sensul lui G. Polya [5] ¢i D. Jackson [2, 3]

§ 2. Asupra unei probleme de minimum.

8. S§ considerdm, in particular, o functionald liniard de forma

(16) ALf1= Mf i)

=1

unde £ este un numdr natural, Y;, Vs ,.,,Vk, kK puncte distincte ale axei
reale far A\(, \;,.,\; sint K numere pozitive date,

Vom nota cu P, multimea polinoamelor (reale) de gradul n de forma
xt--+o. deci cu coeficlentul [ul x™ egal cu 1.

Se dau ¢ numere pozitive $;,S,...,S; si { numere naturale 7, 1, ..., 11;
astfel incit fiecdrul numdr §; ii corespunde un numadr 7;. Pentru prescurtarea
limbajului vom numi numerele s; puteri iar numerele n; gradele respecs
tive corespunzdtoare acestor puteri. Aceste denumiri sint justificate prin
cele ce urmeazd.

Fie (s ) t
= 1° SZJ""St ot ” NER
(17) H P'ni,nz,...,n,; infA [i21 lTF,' ”}
unde marginea inferioard este relativd la toate polinoamele ;e P,,l.,
[=1,2,.,1.

Orice sistem particular de polinoame me Py, i=1,2,.,0 pentru care

o .
A [TT ]Tr-,-lsi}zu se va numi un sistem de polinoame minimizante sau,
=1

mai pe scurt, un Sistem minimizant,

Cazul f=1 este bine cunoscut i a fost examinat in special de D,
Jackson [3].

9. In cazul n=n; -+ n,~-+++ -+ n,> k avem u==034i pentru ca sistemul
mel,,, (=19,.,¢ si fie minimizant este necesar §i suficient ca fiecare
punct y;, j==1,2,..,k si fie rddfcind a cel pufin unui polinom m;. In
cazul nn <k rezultatele sint mai putin banale si sint date de urmé&toarea :

Teorema 3. A[f] fiind o funcfionald liniard de forma (16) cu
punctele y; distincte si cu numerele \; toate pozitive iar Sy, $y,..,S; un
sistem de puteri (pozitive) §i n, ny,..,n, un sistem de grade corespunzdi-
toare date, cu suma lor n=n,+ ny -+ 4 n, < k
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1%, Existd cel pufin un sistem minimizant. ol g
90, Dacd m;eP,,, [==1,2,...,t este un sisten minimizant, polinoamele
2 1

. au toate rdddacinile reale. e 7 . : o
* " Dacad puterile s, s ., sint toate >1, atunct orice sistem  mini
mizant meP, , i=1,2,..,t mai verificd §i urmdtoarele proprietdti :

I

3, Toate rdddcinile polinomulut t
(18) TT=TT(X)=:|J1 Ty

sint distincte.
4°, Avem?®)

(19) HEWWﬂqum

icare ar fi polinomul Q (x) de gradul n—1.
. 03 Rd{idc];'ni/e polinomului (18) sint separate de punctele Yy, Ya,eodi -

Observdm cd in cazul teoremei 3, 1> 0. = !
10, Pt. 1° al teoremei 3 se demonsireazd ardtind intii cd existd un

numdr pozitiv a astfel cd dacd cel putin unul dintre coeficientii polinoas
melor m;, i==1,2,.,¢ este > a in valoare absolutd, avem

[
(20) A [,-E ] ] S

Proprictatea aceasta rezulti din urméﬂtoarele trvei lemg‘:
Leiﬁa 1. Dacd m<k si meP,,, existd un numdr pozitiv b, astfel ca

(21) || 2 0m

pe cel putin k—m din punctele y;, (== 125
' Fie pentru aceasta
(22) E(zlx 2y )-'nzm‘H)

cea mai bund aproximatie, in sensul Iui‘ Cebigev,.a lui x{’; ;l)rln p011111;
noame de gradul m—1 pe punctele distincte 2y, Zy yeersZmta o adoat;yiea i
(22) este bine cunoscutd {¢3] dar nu estg_nf:vole si fie reprodusd aicl,
Retinem numaf c4 acest numdr este pozitiv ). B
_ Sy [udm bp=min E (Vi VipreeVigeas) unde minimu ‘
~ toate combinirile i;, Iy,waint cite m4-1 ale indicilor I,Q,...,k: Din prgprll;el}
tafile polinoamelor de cea mai bund aproximafie 3l din defir}lgia num rcu ul
~ b, rezultd cd printre primele m--1 puncte Yy exista. _unul, je y; pe ca
lﬂlgbm. Lasind la o parte punctul y;, printre primele m--1 puncte y-l,-
" Mimase, existd unul, fie y;,, pe care |m|>b,. Lisim la o parte ¢i punctu

Vi §i continudm procedeul. In felul acesta determindm punctele Y »

se referd la, -

3) Avem sgz = — 1,0 resp, { dupd cum 2z < ,=resp. > 0. Dacd S este un numdr

oA \
' = =1i=izs=l icare ar fi 2.
" intreq pozitiv st par,avem |z |s—!sgz ==2s i, | z|s—1 = zs—1 sgz, oric
4) Daca € =min |z;—zj|, avem i
ik 3

E (21, 22 yoonZm1) > et
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Observam ci numirul b, nu depinde de polinomul m.

Lema 2. Dacd neP,, si daci avem |n| <M, pe m puncte distincte
21y Zpyenimy Qtunci exista un numdr pozitiv F(zy, 25,.02,) astfel cd tofi
coeficientlt polinomului w sd fie < F (24) 22,02) M, in valoare absolutd.

Proprietatea este bine cunoscuts $i ne putem dispensa de a da demons-
strarea ei afci?®), '

Lema 3. Dacd meP,, 1=1,9,..,1, n=n~ny .+ n<k si dacd

¢
(23) M [m <N,
(=1

pe punctele y,, V,,.., y,, existd un numdr pozitiv ¢, independent de poli-
noamele m;, i =1,9,..,1, astfel ca to}i coeficientii acestor polinoame sd fie

< ¢N in valoare absolutd,
Demonstratia se poate face prin inductie completd asupra [ui ¢

Pentru =1 proprietatea este adevirati cici atunci (23) devine |1 [$1<N
1

i, pe baza lemei 2, coeficientii polinomului T, sint SRR (Vo V) N*1
in valoare absoluts. . :

S& presupunem ca proprietatea este adevédratd pentru f—1 (f> 1)
puteri si sd o demonstrdm pentru ¢ puteri. S8 presupunem deci ¢4 avem
(23). Pe baza lemei 1, fie Viys y/2""’yjk—n1’ k —n, dintre punctele y; pe

care avem |m, "éb,ll . Atunci k— n; > ny- n- - -+ 11, §i pe aceste puncte
12
avem ,-Elenilsingn‘lﬁ. Rezultd cd existd un numir ¢’ astfel ca toft coefis

cientii polinoamelfor m,, Tg ey 84 fie < c’.b;fi N, in valoare absolutd. La

fel demonstrdm cd existd un numir ¢’ astfel ca tofi coeficientii polinoas

melor m, m,, m,.,m sd fie <C"b;252N, in valoare absolutd. Daca

¢ = max (C,bn_isl ] " b;:z), vedem cd proprietatea este adevirats pentru ¢

puteri, Cu aceasta, lema 3 este demonstraty,
11. 54 revenim la pt. 1° al teoremei 3.
Avem evident

u é A H X lnl sl—l—n2 Sot-bnyg 54 ] s T'
S& presupunem acum ca
T

t
LA Ve R
= = min Ay, Ay,

§i fie ¢;, numé4rul ¢ corespunzdtor lui N=N, din lema 3.

Daca atunci a=c¢, N, si dacd cel putin unul din coeficientii polis
t

noamelor m , m .., este = a in valoare absolutd, avem TT|m[% > N, pe
=1

5) Dacs d=max |2;|, avem
12

M
Flz1, z2,0,2im) <

E (zl ) 22 00y z"“) +(b+1)”L ;
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t

cel putin unul din punctele y;. Avem atunci A[I{ [ 5] >T>p s ines
galitatea (20) este verificats. =

Printr-un rationament bine cunoscut
tenta a cel pufin unui sistem minimi_z_ant: )

Din definitia lui p gi din proprietatile precedente, rezultd cd putem
gdsi un gir infinit de sisteme de polinoame m(™eP,,, i=1,2,..,,, m=1,9,..
astfel ca, pe de o parte, to{i coeficientii acestor polinoame si fie < a in
valoarea absoluty §i, pe de altd parte, dacd pentru prescurtare punem

¢

putem acum demonstra exis:

M) =TT |7 [% si avem
i=1 lim A [MT0W] =y,

m —>w
Putem atunci extrage din sirul (1), un sir partial (TT0) % astfel ca

[im Ym) — *
ne —» 00 Trb' —TTL.EP”L-,

l.: I,Q)u-)t

‘uniform in orice interval finit, T .
Rezultd atunci cd polinoamele T, {=1,2,..,f formeazi un sistem

minimijzant,

Cu aceasta pt. 1° al teoremei 3 este demonstrat.

12. Fie my, {=1,2,...,f un sistem de polincame minimizante.'Sa pres=
supunem cd 1 <u < {f, unde & este un num&r natiral §i ci polinoamele
Ty, Moy, Se descompun in produsul a doi factori reali =T, T,

: i=1,2,..,U astfel ci Tr;eP,,fiTr;.'eP,,n', deci st 7, +n; = . Putem presus
pune H:.>0, {=1,2,...,u §i c¥, in particular, factorul m, se poate reduce
§i la { (atunci n; =0, n;=n,).
~ S4 consideram functionala liniard

(24 Adsl=a| ([ fimpos].

i=ut

I
Aceasti functionald este de forma A;[f] "——j;)\jf(yj), unde

142 n 4
N=N T Gl T w015, = 20k

Se vede cd cel mult 7/~ n,-f« 1 + nyq o+ i) -+ g coefis

1 / . \ 199
cienti N se anuleazq i cel pufin k'=k — (24 14+ -, '|'”|+1”2 +f A
i -+ : g i 3 se aplicd funcs

=1, > n+ 0,4 40, sint pozitivi, Pt. 1° al teoremef ; pd

. tlonalei (24) si sistemul de polinoame m;,m,,..,m, coincide in mod necesar
.~ CU un sistem minimizant pentru func’;ionpla (%4), pentru puterile Sy, S, ,0nSy
 Gdrora corespund respectiy gradele 71, 7,..,/7, . Pentru a ar&ta acest lucru

v ’ . 4 s * * : P L
Sd presupunem contrariul §i fie atunci m}, m*,..,m; un sistem minimizant

Corespunzitor funcfionalei A[f]. Avem

" 4 w iy ¥ ¢ s"
A [ﬁln’fn'.llsi ]-tr |TTIIS£J:A1[”ITTHSL.]<A1['ﬂ||ni|si]=A[H1lmlLJ
LT =\ L't 3 (=1 = MTh

=u+t1
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deci
i iz [2 t 7
A [.rr EEATE I'n'-[-|3»]<A[T]' ;ni[s;J
=l r=u~1 =l

ceea ce contrazice ipoteza cd m;, i=1,2,.,/ este un sistem minimizant.

13. Pe baza observaffilor de mai sus, pentru a demonstra pt. 2° af
teoremei 3 este destul si presupunem f==1, ceea ce simplificd rationa-
mentul. Fie atunci me P, un polinom minimizant. S¥ presupunem cd m nu
ar avea toate rdddcinile reale. Atunci acest polinom are un factor real
de forma (X — @) b% unde b£0, S4 punem 7 (x) = [(x — @)2 - b2] Q (x)
3 ('x}-——(x—a}zQ(x}. Atunci m e Py si [m | <|m| pentru orice X, InsX inea
galitatea |m | <|m| este verificatd pe cel pufin unul din punctele y;, prin
urmare A[|m [ < A[|r[*], ceea ce contrazice ipoteza ci este un
polinom minimizant,

Cu aceasta, pt, 2° al teoremei 3 este demonstrat,

14. Penfru a demonstra pt. 3° al teoremei 3, pe baza cefor stabilite
la nr.. 12, %3, este destul a considera numai cazul =2, n=n=1,
Dacd atunci m;, m, este un sistem minimizant, trebuie si ardtdim ¢4
m Fm,. Sd presupunem contrariul, deci cd am avea m=m,=1 §i fie
tp(e)=‘A[|Tr—[—-§‘2€[51|1'r——81€,32]. Atunci y(€) este o funcfie continud gi are
0 derivatd continui in € (s;, s, > 1).

Avem
03) %Y= —si(st s € A [|n s, el o

e 1528171 S TSy €=t — 5, €[ sg (55 €) (m — 5, €)]

[nsa
A”Tf'|‘Sz€131_”ll"‘“31€|52m1SQ(TT"|‘32€)(1T“'31€)]>0»

pentru |e| destul de mic, desarece membrul intii este o functie continui
de € care pentru €¢=0 se reduce la A [|r|1T5~2] > 0. Din (25) rezults

f Wy
deci sg Pt pentru |€| destul de mic, ceea ce ne aratd ci (€)

are un maximum relativ strict pentru e=0. Pentru |e| destu :
dar 20 avem deci el I de mic

Allntselos|m —s €[] < Al x|t

ceea ce contrazice ipoteza cd m =m,=m este un sistem minimizant. Cu
aceasta am demonstrat cd m =2, si deci pt. 3° al teoremei 3,
15. Fie X, xj,..,X, rddicinile polinomului T M., atunci

3 I3
(26) zax[.”‘1 lﬁilsi]'—_—A['ﬂ' Ix _xl_ls’i
F=3 =i

iaste 0 functie continud de x,, X,,..,%,. Pe baza rezultatelor precedente
in orice punct unde marginea inferioara (17) este atinsd, avem un minimun;
rglatlv_ al functei, Dacd puterile s;, S,,...,5; sint toate > 1, aceste minime
sint atinse numai pentru valori diferite ale variabilelor x;. In acest caz
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insi functia (26) este derivabild gi deci, in aceste puncte, derivatele par=
tiale de ordinul intii ale funciiei (26) sint nule. Avem %)

a t ’
—A[mmm]:si,«
0x; L=t

n d

TT | X — X [5 o [oe— 2[5 L sg (% — xi)} =
o

=

=

’ .
=5; A Lz | [5i=" sg (iT:T1 “’i) ) —X—y) (X — x'i+1)"'(x—“xn)] )

de unde rezult§ pt, 4° al teoremei 3, observind ¢ in condifiife de aici
polinoamelfe (i1) sint linfar independente.

16, Enuntul pt. 5° al teoremei 3 constituie, sub o formd mai coms
pletd, o reciprocd a proprietitii precedente in sensul cd pt. 3° rezultd din
pt. 4% De altfel proprietatea este ceva mai generald §i se poate enunta
astfel :

Teorema 4. A[f] fiind o functionald liniard de forma (16) cu
punctele y; distincte si cu numerele \; toate pozitive, iar Sy, S;,..S; Un
sistem de puteri toate >>1 si ny, ny,..,n, un sistem de grade corespun-
zdtoare, cu suma lor n<_k, .dacd polinoamele m;e P,,, i=1,2,..,t verificd
egalitatea (19) pentru orice polinom Q (x) de gradul n—1, atunci toate
radacinile polinomului (18) sint reale, distincte si separate de punctele y;,
[ =120,k

Proprietatea de separare din enunt insemneazd cd dacd presupunem
punctele p; aranjate in crdine crescdtoare, deci y; <y, <l:++<J;, avem

m(yy) 0, m(yy) 0 lar sirul
(27) (V1) T (Va)eeeyT (Vi)

prezintd (dupd suprimarea eventualilor termeni nuli) exact 72 variatii de
semn.
Observdm intii cd, polinomul w fiind de gradul n, girul (27) pre:
zintd cel mult 7 varia ii de semn. In plus, dacd w(y;)==0, m(¥,) 70 sau
dacd m(y,) 520, m(y,) =0 cel mult n—1, iar dacd m(y;)=m(y) =0 cel
mult 7 — 2 varfafii de semn, In fine observdm cd din n <k rezults cd
cel putin un termen al girului (27) este diferit de zero.

S4 presupunem acum ci girul ar prezenta numai 7' < 7 variafii de
semn §i fie . ‘ :

TT(J’jﬂ: Tr(ng)»"-aﬁ(yj,l'+1): jl <./2 <'”<jn'+1

un subsir al lui (27) care prezintd exact n' varfatii de semn. Fie 7y cel
mai mic numdr natural astfel ca () m(¥;,14)<O. Astfel (<HS fvp1—Jv,
v==1,2,.,/1". S4 ludm punctele &, Z;,.,5, astfel ca Y, <& <Vjp+iy,
v=1,2,...,7" §i s4 considerdm polinomul Q (x)==1r (V1) (X — ;) X—&)...(Xx —£,)
care este de gradul ”’<m—1 si care nu se anuleazd pe nici unul din
punctele ¥;. Din felul cum au fost alese punctele £y, rezultd cd avem i

- (y,)Qly) >0, [:I.Q,...,k,lsi avem atunci

6) Avem
dlx|s

az|x|s
i =8 |x|s—1 sgx pentru s > 1 si

dx2

=$ (s—1)| X [s==2 pentru s 2 2.
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t t
Al 1 mfei=gm Q=a [ 1 mbiQ1| > 0
= 1=

in contradictie cu egalitatea (19).

Cu aceasta, teorema 4 este demonstratd, Fa generalizeazd o propries
tate stabilitd mai de mult pentru =1, st==2ul7l; .
17, Teorema 3 si rezultatele precedente ne aratd ci problema de
minimum tratat§ revine totdeauna la cazul particular cind gradele coress
punzdtoare puterilor sint toate egale cu 1. '

Dacd pentru prescurtare notim cu ust, S20-0% numdrul (17) cind toate

gradele 71y, Ipn.,7y sint egale cu 1, avem
US1, SzpeSt < pSatsz, S5y Sanef (t > 3)

si in particular pst, Sz, < szt g,

In particular cazurile f=1 st §; = §;=+=S§; sint echivalente in
sensul precedent.

Pentru a preciza unicitateq sistemului minimizant trebule sd spunem
¢s nu se considerd ca distincte doud sisteme de polinoame minimjzante in
car? pentru fiecare grup de puteri egale, produsul polinoamelor m; este
acelag.

Se stie ¢4 sistemul minimizant este unic dacd puterile sint egale
si > 1[3].

Dac¥ puterile s; nu sint toate egale, unicitatea nu_mai are loc in
general dupa cum va rezulta din exemplele de la § 4. Tot aceste exemple
ne aratd cd proprietatea exprimatd de pt. 4° al teoremei 3 nu caracteris
zeazd sistemele minimizante, cu alte cuvinte, existd si polinoame (18) pentru
care proprietatea de ortogonalitate 49 a teoremei 3 este verificatd dar
care nu sint formate c¢u un sistem minimizant. |

" Dacd puterile Sy, Sa,..,S¢ sint toate >9, deci i §;>9, I=1,2,.,0
putem ugor demonstra cad orice sistem de polinoame m;, = 12,.,t care
verifici proprietatea 4° a teoremei 3, deci in particutar polinoamele mini
mizante, corespund la minime relative stricte ale functiei (26), Intrsadevar,
in acest caz, functia (26) are §i derivate partiale de ordinul al doilea §i

avem

,()E_A ¢ l _\si Sy 1A-('|,}T s'j\ §7;—2

axiz ‘_i:l it }— 5(86— ) ‘ j=1lx—x/‘ }\x—xi\ 1>0

= i ;
= 1,205,
(28) ® _&[ 1|
28 LN 180 | —
ax,t)xj i:llﬁll ]
Vi, Vet j

= S}A{(iﬁ el ) og r:r ) (3 = Xg) o (20— Xgt) (X — K)o (= X t) ¢

] (x—xj-l‘l)"'(x = %,) {==1,9 il ) j=2J3’.' RN
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; Pe baza proprietdtii de ortogonalitate (19) in punctele considerate,
" \{oale derivatele (28) sint nule si proprietatea enuntatd rezultd.
~ In cazul cind 1>k, este evident cd, in sensul de mai sus, existd o
pfinitate de sisteme minimizante. Dacd n=k unicitatea nu are loc, in
ensul de mai sus, decit dacg puterile sint egale. Fste de ofservat cd pt.
B0 a] teoremei 3 subsista i in cazul n=k, chiar cu reciproca sa, in sensul,
& 4 daca (19) are loc pentru orice polinom Q(x) de gradul n—1, sistemul
W, (= 1.25,1 este minimizant. Intreadevdr sd presupunem cd sistemul nu
ar fi minimizant deci cd polinomul ({8) nu s-ar anula pe toate punctele
¥y . Fie, pentru fixarea ideifor, m (yx) 72 0. Avem atunct

I :
A[Q'“tlsi". (sg70) (X — Y1) (% = o)l == Yt} | =
= ¢ 5 i
:)‘kig1|ni(yk) i~ sg () Ve 1) (Ve—V2) VY1) 70,
ceca ce contrazice egalitatea (19).

§ 3, Existenta unor formule de tip Gauss.

18. Avem intii urmdtoarea : ;

Teorema 5. Pentru orice functionala liniara Alf] de forma (16),

cu punctele y; distincte §i cu numerele \; toate pozitive, relativ la orice

- aumar natural n < k si la orice sistem de ordine de multiplicitate 1y, I's,..:Ty
" format din numere impare, existd cel pufin o formuld (8) de tip Gauss.

Ipoteza ca numerele 7y, Iyynly 54 fle toate impare este esentiald

dupd cum rezultd usor pe baza unor considerafii analoage cu cele facute
la nr. 7.
Teorema 5 rezultd din teorema 3. Pentru a vedea acest lucru este
destul si fudm t==n, puterile S8, S3,.45 (>2) respectiv egale cu
AV TR O T PR S o G gradele corespunzdtoare toate egale cu 1. Dacd
(2) sint rad4cinile polinomului (18) corespunzitor unui sistemn minimizant,
avem ' 2
(=TT | x — x i~ sg e — 1) fx == o) s (X — )
si conditia (19) se reduce la ortogonalitatea pofinomului [{x) cu orice .
polinom de gradul n—1. 7l
In felul acesta, fiecdrui sistem minimizant 1i corespunde o formuld
(8) de tip Gauss. ]
19. S4 revenim fa o funcfionald linfard A[f] de ordin de pozitivitate
k, asa cum a fost aceasta definitd la nr. 7. Fvident cd dacd Alf] are
. Zrldinul--de pozitivitate k, el are s ordinul de pozitivitate k' pentru orice
< K, '
. Dac4 introducem momentefe
- (29) o= A%, { =01,

- ¥ determinanfif lui Hankel A;== | oap || A, =0, ° J=0,1,. 4
zdtori, condifia necesard §i suficientd ca functionala A[f] sd aibd ordinul
d_e pozitivitate k este ca sd avem

corespuns
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(30) Aj> (0} jZO,I,...,/{— 1,
k=1
sau, ceea ce este echivalent, ca forma patraticd S B sd fie
P t,j=0

definitd §i pozitiva,

Este clar cd in general determinarea formulelor de tip Gauss nu des
pinde decit de rapoartele mutuale ale primilor p 4 72-f-1 momente o;,
[=0,1,u.,p 11 ale [ui A[f]). Mai precis in determinarea formulelor de
tip Gauss se poate face abstractie de o transformare liniard a variabilei
x si de un factor constant diferit de zero al functionalei A [f]. De altfei

aceastd observatie este valabild in general pentru formulele de forma (3) |

care prin transformArile indicate igi pdstreazd forma i gradul de exactitate.

Dacd A [f] este o functionald linfard de ordin de pozitivitate k, existd
un polinom pg€ Py ¢i unul singur care este ortogonal cu orice polinom de
gradul k—1, Acesta este polinomul ortogonal de gradul k atasat functios
nalei A [f]9.

Polinomul p, are toate rdd&cinile reale si distincte. Intrradevdr, in
cazul contrar, acest polinom ar trebui s1 aibd un divizor de forma (x-a)® - b?
(a, b reali), Dacd atunci p, = [(x — a)2+ 6?] Q, Q este un polinom de gradul
k—2 si avem A[p,Q]=A[{(x — a) Q?]+ 62 A [Q? >0, ceea ce contras
zice proprietatea de ortogonalitate,

E clar ¢d polinomul p, nu depinde decit de primele 2k momente
o; y i=0,1,...,2k—1 ale lui A[f].

In particular o functionald de forma (16), in care y; sint distincti si
\; pozitivi, are gradul de pozitivitate k. In acest caz pg(x)=(x—y)
(X —Ya). (X =y

Dar avem §f un fel de reciprocd a. acestei proprietdti in sensul ura
maétor. Dacd y; , i=1,2,..., k sint rdddcinile polinomului p, iar momentele
(29) verificd inegalitdtile (30), existd o functionald tiniard A®[f] de forma
(16), cu toti coeficientii A, pozitivi si astfel ca sd avem

(31) o, =AM (x|, i=0,1,,..,2k— 1.
Intr-adevir, orice polinom Q(x) de gradul k este de forma
" k t
P (%)
X)=ap,(x S R TR A -
Q=X+ X s Q)
unde constanta @ este egald cu zero dacd gi numai dacd Q (x) este de
gradul k — 1., Dacd P (x) este un polinom de gradul 2 k—1, el este totdea-
una produsul a doud polinoame (reafe) Q (x), Q((x), primul de gradul k
si al doilea de gradul k— 1. Avem deci

k
PW=QWQ () =en b+ ¥ o250 -
b pel?) e e (%)
Y E1 (x __yl\ p'k (yz) Ql (yl) ] Gaanll El Pr (X) (x _yt) p’k (yz) Ql (J’z) +

7) Existenta si unicitatea poiinomului py rezultd numai din Ag—10, Dacd Ak — 1 =0
un astfei de polinom sau nu existd sau el nu este determinat in mod unic,
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b, i (X) ) 5
P | BN
7 ij‘l((x — ¥ 0"k Vi )
L. g (X)
. [} ’ i) (J’ )
D R e PP

%
Dacd tinem seamd de ortogonalitate, deducem

APl = A® [Pl= %I M P ()

De aici rezultd, in particular, formulele (31).

Din analiza precedentd refinem: . i
Lema 4. — Dacd functionala liniard A[f] are ordinul de poziti-

tate k, se poate gdsi o functionald liniard AW |f] de forma (16) cu tofi
E(I)efic[elz;‘it' ){7, pozizz?[vi st ]:zstfel ca sa avem Alf]=AW]f], pentru "orice
polinom de gradul 2k — 1. _

Fste usor de vazut c& functionala liniard
tocmai cea determinatd maf sus. i
90, — Presupunem bineintefes cd dacd A f] are ordinul de pozitis
vitate k, intervalul I contine rdddcinile polinomului ortogonal de gradul k

atagat acestei functionale.
Putem face observatiac

entru orice polinom Q de gradul & — 1, '
Foat'e > a. Intrsadevar dacd p; ar avea o rdddcind X, = @, atunci dacd

punem py (X) = (x — x) Q (x), am avea AlppQl=Al(x —a) Q]+
“+ (@— ¥,) A|Q?] >0, care contrazice ortogonalitatea, La fel se vede cd
dacs A[(x— b) Q*] < 0, pentru orice polinom Q de gradul k— 1, rdddcis

nile ful pg sint toate < b. ‘ / '
b l}\s&i&l, de ex., functionalele clasice ale luf Jacobi, Laguerre §i Hermite

AR f] este unicd si este

i dacd @ este un numdr astfel ca Al(x—a)Q*]>0,
rdddcinile polinomului pg sint

e [l [ (1= 250 XS (9 dx (wB > 1)

(53 L@ [fl= [esxfdr  (@>—1)
: 0 X
L sy A= [ e dx

B ordinul de pozitivitate k, pentru orice k. In primul caz réc}aci_nile poli=
. noamelor ortogonale sint in intervalul (—1,1), in al doilea in mteryalul
. (0, @) jar in al treilea caz in intervalul (— o, + o). In aceste cazuri este
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deci destul sd presupunem c4 I coincide respectiv cu aceste intervale,
In cazul functionalelor linfare pozitive rezultd in particular cd raddis:
cinile polinoamelor ortogonale sint in interiorul intervalului I,

21. — Revenind la problema noastr®, putem acum demonstra

Teorema 6., — Pentru orice functionald liniard A[f)] care are or-
dinul de pozitivitate k, relativ la orice numdr natural sI la orice sistem
de ordine de multiplicitate ry,t,,..,r, format numai din numere impare

1
astfel ca k> ;(p—f— n+ 1), existd cel putin o formuld (8) de tip Gauss.

Pentru a demonstra aceastd teoremd este destul si considerdm funcs
fionala A® [ f] determinatd de lema 4. Fie atunci(2) nodurife unei formule
a lul Gauss relativd la functionala A™[f] O astfel de formuld existy cici
k> n, Polinomul /(x) este ortogonal cu orice polinom Q (x) de gradul 7—1
fatd de funcfionala AW[f]. Ins® produsul /(x)Q(X) este de gradul
P+ ns2 k—1, dect Al Q=A% Q] =0. Polinomul /(x) este deci ortogos
nal cu orice polinom de gradul n — 1 fatd de functionala ‘A [ f)], ceea ce,
pe baza teoremei 2, demonstreazd proprietatea.

Se vede de asemenea cd toate formulele de tip Gauss relative la funce
fionala A[f] se obtin in acest fel.

Egalitatea k=1 nu este posibild decit dacd ry=r,=++»—r, =1,
Atunci formula de tip Gauss este unicd si are ca noduri tocmai rad&cinile
polinomului p; ortogonal atagat functionalei A[f]. In afara de acest caz
particular, in ipotezele indicate, nodurile oricdrei formule de tip (Gauss sint
separate de rdddeinile polinomului ortogonal p, atagat functionalei A [f].

Observdm cd, in conditiile teoremei 6, avem

A [ﬁ‘(w — X)) *‘H—*]:
(35) =

=AWl Li (X —x,) rit I]-|-A [o02 + 1 E 1 ] AR [+ 10k 1]

Se vede cd asupra expresiei (35) se poate pune §i rezolva problema
de minimum de la §2, ca si in cazul functionalelor. de forma (16), Este
vorba bineinfeles de problema de minimum care corespunde puterilor
ri+1, i=1,2,., 1 §i gradelor respective toate egale cu 1.5 Problema se
reduce de altfel, pe baza egalitatii (35), la o problem# corespunzitoare
pentru o functionald de formd (16)s Existd deci, in particular, formule de
tip Gauss corespunzdtoare sistemului minimizant al acestei probleme,

g
Dacd A [f] are ordinul de pozitivitate k > 5 (p +n--1), formula
«(35) se poate inlocui cu

A [ﬁ (0 — x,)"’;+1J=A“‘>[Fr (e e

=1 =1

In particular, o functional4 liniard pozitiva are un ordin de pozitivitate
k pentru orice k gi deducem deci

8) Marginea inferioard a acestel expresil nu mai este neapdrat 0,
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Consecinta 1. — Penfru orice funcfionald liniard pozz’z‘ivd_, relativ
" i orice numdr natural n si la orice sistem de ordine de multiplicitate
Fir T2oe T format numai din numere impare, existd cel pufin o formuld
RS

" de tip Gauss. : _

[{n acest caz nodurile unei formule de tip Gaugs sint in interiorul
. intervalului I si sint separate de radddcinile oricdrui polinom ortogonal

de gradul k >—; (p + n -} 1) atasat functionalei.

In particular (32), (33), (34) sint functionale de acest fel. )
Existenta formulelor de tip Gauss pentru cazul 7=/, =..== 7,,==Im=«
a fost demonstratd de P. Turéan [12]. _

99,— Pentru restul R[f] al formulelor /8) de tip Gauss, avem

n o
m(x—x)" " J

=1

par

R [xptrH!] =R [/ (x) T (x—x)] = A

=1

(36)

Rezultd c& in conditiile teoremei 6, R [x2+n+1] este gel n}ai mic, pens
tru $i numai pentru formulele de tip Gauss care provin din sistemele

minimizante. ! |
Dacd functionala A [f] are ordinul de pozitivitate k > 5 (p-+71+ 1),

toate formulele detip Gauss au gradul de exactitate egal cu p-t71, deoarece,
 in acest caz din (36) rezultd cd R [x¢t»t1] >0, et

! Pe baza unei observatii ficute la nr, 5 si pe baza expresief bine
 cunoscute a restului formulei de interpolare a lui LagrangesHermite, restul
R[f] al unei formule (8) de tip Gauss se poate scrie

- (37) R({f]=

n r;-1
1T (x — x3)

=1

.' =A [x'l) xl) LK) xl) x2’ xz» "-sz»"') xu’xu:'n’xn:xif]]

7‘1—{—1 I’g"‘l r,z_|—1

folosind o notatie convenabild a diferentelor divizate, care se pot defini
astfel .

. Fie
(33)

V(fl! f2""lfm+l

Zyy Ry ey @41

) = || f;(z) |l i j= 1.20,m+1

~ determinantul valorilor functiilor f; = fi (gc), i=1,2,..,m+1 pe pt}qctele
24y %5 0Zmiq ([ este indicele [iniilor ifar j al coloanefor), cu (.ZO'r‘ldItla cd

. dacd un grup de v puncte 2; sint confundate, cele v (> 1) linii coress

. punzitoare contin valorile functiifor gt ale primelor for v—1 derivate pe
- acest punct, In particular

\% (21 y 24000 Emt ) —A

Tt ooat )
21y ZayeenyZmt
b e&ste determinantul lui Vandermonde al numerelor 2, Z; yoe Zm41 lar

(1’ x)';"’xln—-1’ f)

21 > Zz yruss zln—i—l
(2'1 ) zz yeury znz+1)

<

[2'1; 2 yeee it §f] — \‘7
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este diferenta divizatd (de ordinul m) a functiei f (x) pe nodurile 2y, 2,,...,
R+

In cazul important pentru aplicafii, cind A [f] este o functionald lis
niard pozitivd, din (37) rezultd cd avem R [f] > 0 daci f(x) este o functie
convexd de ordinul p+-n. Se stie atunci c& avem [8]

(39) R{F]=R [x2+"+]) Dy [f]

unde, pentru prescurtare, notdm cu D, [f] o diferentd divizatd de ordinul
m al functiei” f(x) pe m -1 noduri distincte convenabile (depinzind de

fx,

functia f) din interiorul intervalului I Aceste noduri pot fi alese oricit -

de aproape unul de altul [1,10].

Dacs, in particular, functia 7 (x) admite o derivats de ordinul pn+1,
avem

(40) R[S

:M (p+n-t-1) 2
(p+/z+1)!f g

unde £ este un punct convenabil al interiorului intervalalui L. De asemenea

dacd f(x) are o derivati de ordinul P+ n care verifici o condifie
Lipschitz ordinard cu constanta M, avem

'R [xp+n+1]_|
(p+n+1)!

In formulele (39), (40), "(41), coeficientul R[x?+2+1] se poate inlocui
cu valoarea lui scoasi din (36),

In fine in acest caz mai observdm cd in sensul delimitdrii restului,

cele mai precise formule de tip Gauss sint acelea care corespund sistes
melor minimizante.

In cazul particular cind k=n gi functionala este de forma (16), fors
mula de tip Gauss (unicd) se reduce la formula banali ’

Alfl ~ 3 M f)

=1

cu restul identic nul. Gradul de exactitate al acestei formule este -+ oo,

(41) IRIA1I<

§ 4. — Determinarea citorva formule de tip Gauss

'23. — Pentru a uniformiza notatiile, cind este vorba de o funcfios
nald linjard F[f], not¥m cu litera greacd mic4 corespunzdloare, afectatd
de indici, momentele ¢;= F[a%], i=0,1,..., cu litera greacd mare coress
punzdtoare, afectatd de indici, determinantii lui Hankel Piy= || Prrrt |
Mb=0,1,.,7y 6/ =0,1,... i, in particular, D=, i =01, G5

De asemenea introducem momentele transformate @y, (8) =F [(E— x)ix/],
l,j =0,1,..,, unde & este un parametru independent de x. Avem atunci

Py () = Z (—1)Y (f,) E=Vpyy;

Y=o

1
’f

- 42) Pl =lom W@
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olia
eterminantul fui Hankel ¢y () =] pm0 G lxpeo4.. care este un1 prle
@ in % se poate aduce, prin transformdri ?lemgntare de linii si coloane,
| alte forme remarcabile. Astfel, avem (o=lr<i)
PiZpro (E) Pimpot € . Piep f+j( g)
Pi—rs1 (E) Pi—rra (E) o o Qi—prptst1 (E)

P R T TR R I | PO R R TR R R

Pi—ryj (E) Pi—prjt1 (E)' o o Qi—pardaj (E)

() B .. .. . bi ()

D T T TR R ) LI T T S |

o5 (6 () ... i (B

" unde punem

oY (2) = (\L/) 2=V, v,i =0,1,., (b: (&= 0, pentru £ < v)

In particular, pentru 7=/ formula (42) devine

Do Ppooeoevvs o Pits
@p Pz oo o0 0onaie e Pi+j+1
| 1y Pj+1 Pitoj

o (E)=
q)z,.l( bg (®) b? (B)i s s b?+j(2l
o) (5)  0y(E) - dit;(E)
o5t (8) O (B4 L . DiTH(E)

De asemenea formuia este valabild pentru #=0 sub forma urmd-

oare :

I Do (&) CP'M(E)- c o0 Opj 3]

P, (5= Dpg (E) @pal(8) v oo Oj+4(E)
{7 Y

1 .o
’ PO L L B S Silkos fub 218

q’z‘)j(z) Q41 (E) DO cPi»zj(E)

Daci acestui din urma determinant ii aplicim o formuld de transfor.
‘Mmare cunoscutd (a se vedea de ex, [11]), deducem :

1 i N Y2 S .]
¢1,j(5)=(j—+m Fi tyer ti44 911 (8 — &v)9) VE(£y, Lyyeuny Lpte)
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unde notdm cu Fl‘x’l‘z""’ it aplicarea succesivd a operatorului F la varias.

bi[ele l‘p tz,..., tj"""

24, — Pentru a determina efectiv toate formulele de tip Gauss,

este suficient.si rezolvdm sistemul care se obtine din (10} dacd inlocuim

pe Q cu n polinoame de gradul /7—1 liniar independente. Aceasta revine

la rezolvarea sistemului (14) sau al unui sistem echivalent in sensul de

la nr. 6.

Ne vom ocupa in special de cazul cind 2> 1,1< u<<n §i Ty = Fysy= |

=..=71,=1. Celelalte ordine de multiplicitate 7,,rs.... 7, sint numere
impare (unele sau toate pot fi egale gi cu 1},

Presupunind ¢& am obtinut nodurile Xy, X,,..., X,, celelalte noduri sint
determinate in mod unic ca rdddcinile polinomului ortogonal p,—u de gras
dul 7 — u atagat functionalei 9

Clfl=A[(J1 = x it

1
a

Polinomul p,—, se poate obtine prin rezolvarea unui sistem liniar.
Dacd punem

=1

ron= (= 1)" 3 dy (&) (£ = 07 (dus () =1)

aveim

n—tt

(43) vgo dv (2) Yirv,0 (8) =0, [=0,1..,, 1—U—1

{
Functionala A (f], avind ordinul de pozitivitate k>3 (p-+ n+ 1),
functionala C[f] va avea ordinul de pozitivitate k — ;~ (ra4rt o tr,-Fu

> n~-u si deci sistemul (43) are o soluffe unicd bine determinatd, Determis
nantul acesfui sistem este independent de & §i este egal cu I,_,.

25.— Sistemul (43) este echivalent cu ultimele 7—u ecuatii (14), Tinind:
seamd de acest sistem, primele # ecuatii (14) le vom inlocui cu altele
care vor confine numai variabilele X, X ,..., X,

Pentru aceasta considerdm functionala

(44) CO [fl=A {1 (=51 f
oy
Atunci a j* ecuatie (14) se poate scrie
(45) CO(x;—x)mipt_1=0,

Observdm acum cd C[f|=C W [(x;—x)"i+'f] deci vy (x;)=, ﬂ-’LH o (%),
{=0,1..., asa cd pentru £ =X;, sistemul (43) devine

9) Putem inlocui pe (x—x;)" it cu(x; —x)"i! cdci numerele ri+ 1 sint pare,

< L(4‘0) VE) dv (‘TJ)T’.(IJ‘?"-I-L—I-V, ; (xj) — O,

) 3, ) il
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n—u

i=1, ,n—u—1

Dacd acum tinem seamd de acest sistem, ecuatia (45) devine

n—i

v=0

Fliminind pe dy(x,),» = O,1,..., 1—t—1 din cele n —u 41 ecuatii (56
(47), gdsim

i - 2
rl"(i{)n - u(xf) =0.

Dacd aici facem j=1,2,..,1 gdsim un sistem care ne determing

nodurile X, Xayee ¥ye e [
Pe baza celor spuse la nr. 23, se mai poate scrie

(48)

: 1 () n—u-+1 "

o) i = o (x; — 1) )

kit xj) e (n—u + I)! ¢ by, bares Tp—u 4 4 [( V=1 o
~v2(t1) Lopieeny Lot 1)]
si dacd tinem seamd de (44),
P9 @)=
1o n—uw 3
- 2~

1 w n—utl "i+1’ ﬁ Py
= ['—n _-'u —l'_l)l Atl; ts, ~-o)tll—u+1 [( i]';[1 VE‘I (X'i_tv) ) ( i) ( f V) )

i

Ve (ti; fo) e tn-u-l-i)]
i

Odati nodurile X, Xs,.., X, determinate din sistemul_indicat, se poate
gdsi polinomul p, -, calculind din sistemul (47) cge‘flciengu'a'v (xp, v=0,1,...
wnlt — 11— 1, Se podte scrie acest polinom explicit cu ajutorul momens
tefor funcfionalei C[f]. Avem

rlyn——u—1(x)

{49) pﬂ-“'ﬁ ('xJ = = rn_u—l
Dacd A[f] are unordin de pozitivitate = 7, + rz+...+r,l+/{, pctilte_m
obtine polinomul p,—, §i cu ajutorul unei cunoscute formule a lui Chriss
toffel (vezi de ex, [11]). Pentru aceasta sd notdm cu P, (x) 'polmomul og_to:
gonal de gradul m atasat func ionalei A[f]. Acest polinom este bine

determinat pentru m < n-bry+ Fp ek T
122

Atunci polinomul p, — (X) .T_T1(

x - x) "+t diferd numai printrsun facs

tor constant de
StCercStlagi, VI—4
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V( Pn—m Pn-—u—l—i)---"s Pn+l'1+l'2+---+l'u )
X1y X4y e0nny Xy, Xy, Xy ouee X2y veva s Xipy Xppy onas s X, X
EaLd LAY

r1 71 r-

. Bineintel d trebuie sd inlocuim nodurile x,, X,,...,
i = i (N B . Bineinteles, in aceasts formul :
§i se %Z-diréepigtlgglggi i?cjstg o} i&jgﬂéoga&;go&]ﬁ S A[f]- W, cu valorile [or calculate din sistemul care se deduce din (48) dacs fa
ey .
- em j = 1,2;---, u,
: In particular dacd u =1, avem

rz‘"‘;‘-)-l- 1,n—u (xJ)

rl("‘,].-)+ Ln—u -~ 1(xj)

.’3 ] R[xp +n 4 1] =t

O 1o (.’E) O(r1;1 (.’L‘) o Oy n—q (.’L‘)

R[xp—l—n+1(]=é.1i‘_”__1.@
Ary g1, p —2(x1)

In general calculul lui(51) este complicat. Numai dacé =0 ek Al

‘=1 (formula de tip Gauss este atunci unicd) avem valoarea binecunoss
Al

. cutd (in acest caz p=n—1)

A () = | Ot (B) Oz (@) o e ()

* L]
al'i’ﬂ—‘1 (x) ar1|n (x) tae arly?.n—Z (x)

1 n ' ‘
S Atl’fzv tees tn[ (mm (.7(.‘ e tV)) ! 1V2(f1:1‘2 yeeey t;_z)]
n I V=1

‘ A
R[] ===
| n -
care, dacs =1, diferd numai printrsun factor constant de polinomul ors
togonal de gradul n atagat functionalei A[f].
In ce priveste calculul polinomului p,—4, in acest caz, putem ' aplica

formula (49). Daca Alf] are un ordin de pozitivitate = n - r, avem

- 28, S& considerdm cazul particular =29, r,=3, r,=1 si s4 pres
- supunem cd A[f] are un ordin de pozitivitate = 3. Nodul X, este o rd-
* ddcind a ecuatief '

| —0g2) 3t ik
(50) \V4 (Pn—h Py iy P o ry—=1 , 0 () (2 — z)ri+1—= . (53) (0,0 — o) %0+ 3oy, — r,01) 0+ 3(0y 005+ 01,1, 205) x* (81,0,
n—1 1 =3 3 \ -
Zgy Lyyuney Ly, ! L — 7040, 0, 05) 3+ 3(0p0, + 000 — 202) X2+ 3(0g0,, — 0,0,5) X+ og05—02 =0
Y= o 1
Iy +1

Nodul x, este dat de formula
0 X5 —Bop X8 - 30, X, — oy
_&_,.X?—-Salx?-l—Sale — O4

Ly

=V (Pn—-1; Pm sery Pn+ 1'1) |
w], XI,c-., xi,x

e

ri+1

Din determinantul din membrul al doilea al formulei (50) se poate
usor scoate factorul (x — x;)"++ cici, in prima linje elementul P,.; (x)

Tf-iar numdrul R[x%] de

R{x%] = a,x} — 40, X360 X2 — dogsxy o —

(026} — 40,7+ 60, %2 — 4o, x, - 05)2
S¢ poate inlocui, pe baza celorfalte +1 linii cu (i =— 1,0,1,2,...,, 74) 5 a,xt — 4001 X460, X% — dosX,+a,
-+ A7 Wity ) ;i
Y et W : B AR LA P Ecuatta (53) are cel putin dous rddicini reale, deoarece, pe baza
Lok ) n i (X1) = (& — x;)"141 A 1 nt i (x1)
V=r, 41 W V=r11 v!

Ipotezelor fAcute, ea este de grad par si are cel puin o rddicing reals 19),
Avem deci cel putin doud formule de tip Gauss, dintre care insi in ges
Neral numai una corespunde sistemului minimizant, Pentru a ardta acest
" lucru, este suficient s particularizim in mod convenabil momentele
Oy 0y (g, 05, 0, o,
T 0y = 200, o5 = — 408,
aunci ecuafia (53) se reduce la (x2+2x — 8) (x* — 20x3—l—-174.ac2 -~ 914x4-
" [556) = 0 care are numail doud radicini reale, pe 2 §i — 4, Acestea
S 8int valorile nodului Xi in cele doud formule de tip Gauss corespunzy-
“toare, Valorile nodului X, sint—13, 5, far valorile lui R[x] sint —12920—_1—
- T, — 107600, respectiv. Cele dous formule de tip Gauss se pot scrie

27. Putem calcufa pe R{x?+n+1] refativ fa restul formulelor de tip
Gauss astfel obfinute. Din formulele (36), (44) deducem ;
R [xptnt]=CWO[(x; — g)rj+1 p2

n—u]
s dacd tinem seama de (46) obtinem

n—1u

(51) R]op +n + 1] — s EO dv(x\j)yl(';')'l'1 )

imi ih V=01,.., n —u—1 di if ' ' )
(51) Egrfnmind he dV(xJ), i S g it ecua;ule (46), 3 10) Ar fi interesant de ardtat cd, in condifille problemei, aceastd ecuafle nu are
(AR ddectt dous radicini reale,
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1 ; "
Alf] = ST [(3367f(2) — 6630f"(2)-+12600f"(2)+8&f( - 13)]

Alf] ~ 715[593]”(—4) 4 1696f"(— 4) + 1782f"(—4) -+ 136£(5)]

Prima formuld singurd corespunde unui sistem minimizant.
99. Vom zice ci functionala A[f] este simetricd de ordinul k daci
prin o transformare liniard a variabilei x putem face ca momentele cu

indici impari a2 -1, { =1 2,0, k sd devind nule. Astfel de functionale

b
sint, de ex., acelea de forma [ p (x)f(x)dx, unde a, b sint finiti far func-
! a
tia p(x) verifici proprietatea p (x) = p(0 + a — x). De asemenea funcs
(0. 0]
tionalefe de forma f p (x)f(x)dx, unde p(x) este o functie pard.
—

 Revenind la cazul n=29. r; =3, 1, = 1 studiat mai sus, sd presu:
punem cd functionala A[f] are un ordin de pozitivitate >3 gi0g=0 g
un ordin de simetrie > 3, Putem si presupunem atunci @ == 03==05= 0
si ecuatia (53) devine

(54) o, 0X8 - 3(0,0, — 202)X* F- 30,0,X2 — ga=0
In conditiile in care sintem (g > 0, 05 > 0, age, — 05> 0) se veri:
ficd imediat ¢4 aceastd ecuatie nu are decit doud rdddcini reale inegale

si egale in valoare absolutd ''), Avem deci doud formule de tip Gauss cu
acelasi R [x%].

In particular, pentru functionala JOO[f], avem oy =2, ="

04 ———% si rddacinile ecuatiei (54) sint é,— V% . Fdcind calculele, obfi

V5

nem formula de tip Gauss

i ettt Ol AEH e 0 15
poots] = | 57 () = 21 () + 27 () )]+
128
+ 22 0,11

i 0 a doua formuld de tip Gauss, cu acelagi rest, care se deduce din
aceasta inlocuind pe VS cu — V5-

20. Vom considera §i cazul cind n=3, r; =3, r; =1, =1, presus
punind cd A[f] are un ordin de pozitivitate >4 si un ordin de simetrie
> 4. Atunci putem presupune 04 = 0y== 05 = 7= 0 ¢f nodul x, este O
rdddcing a ecuatiei 3

11) Pentru discutie este destul sd presupunem g, == q, i {. Atunci dacd o, 29,

proprietatea rezultd din reguja semnelor lui Descartes far dacd { < oy < 9 din faptul

ci derivata ecdatiei in x2 nu are raddcinile reale,
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) (55) ag(coty — 02)x? - 3(a a, — 20, aZ+4-ag0e0s) X7 - 3(30,0% — 4afos -

. + g, 06) X° —|—2 (1\1 a0 — 1008 — 0,402)x* - 3o(0f — op06) X =0,
eoarece (00— 0Z) > 0, og(0f — a,06) << O, aceastd ecuatie are cel

[\ _\_pu;in 3 rdddcini reale gi anume rdddcina O si alte doud diferite i egale
. in valoare absolutd '), Avem deci cel putin trei formule de tip Gauss.

Celelalte doua_noduri sint rddacinile polinomului ortogonal degradul
2 atasat funcfionafei C[f] corespunzitoare. Afar§ de un factor constant
_}:Irferlt de zero, acest polinom, pe baza formulei (49), se poate scrie sub
orma

flrg! + 60,22 0,) -+ 4loyad - o,2,)] (et + 60,27 - ol + o -+
+ agx))] = [4ayad 4 ayop)x 1 opxd 4= 6a,x% - og)?

Numdrul R[x?] relativ la restul formulei este egal cu
0gX} 1= 60y xf 4= 0, 40,2} 4 o2y ozt + 60,x% - o
do,x -+ 4oy, mxt - 60,22 + o 40,23 4 4age,
o, %} - 60,22 - g 40,27 + 4040, gt + 6agx? + og
o] 1 G0y - oy | 4oy x® -+ 4oy
4-0(25C? + da,x, azx‘;' + 60(43:% 4 ag

Dacd nodul z, este egal cu O, celelalte doud noduri sint

— = 2
w _ 1o . e )
V% , V% , far Rz ]-—T si gdsim formula de tip Gauss

{ mid
A L] = g 0loned = o10) oty — afeas"0) + il )+ A1~ [ 2011
In particular avem formulele 3 it

vyt 24204 O+ 3) -
Joo [l =P S (e o 1,2ack 521(0) 200+ 1701+

+ 3(20 +7)? (f(V;a;f;)Jrf(— V&%—‘H)JJF

9%+ 11 (g + 1) (ot - 5) Y
| T S B TR To o D
0 — 1 i ] 5 5
J00[f]= = 1456£(0) + 20f7(0) + 147 (f(]/gwrf(—. VgJ)]Jr
8
+ 2 Dl

12) Ar fi s aici interésant de demonstrat céd, | it
N 2 An fiel dicl intess r , in condigtile problemei, ecuatia (55)

13) In aceasta formuld l'(x) este functla euleriand de speta a doua.
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5. B

r-—-1 P -

T2l o 2
+ % v[(@-mQ ]

Vy=1

HIf] = ‘57_;[ 44f(0) + 57'0)+ 5 (1 \/g M+ fl— ]/g })] +18V% pypy)

i - nd unui sise
4ta cd nu toate cele trei formule corespu sise
tem rr:iiininl?l?;at;? iErll 11;en:ul de la §2, s& considerdm cazul particular cind =

288 » el
o, =1, 03=2, 0,=8, a.;=—5— . Ecuatia (55) devine atunc

finind seamd de ortogonalitate, de faptul c§ Q — m este un polinom de
adul n — 1, far

7

1 r—1
L e AT Y —1

) (QF—m3)Q * e == (e

N|

Q—m)
x{a? — 4) (25%9-+100x*+400x?+6912) =0

i rile posibile afe

0,2 si — 2. Acestea fiind wvalorile o

e T e O e ety rogginc e
5]

i ; — 0. Valorile corespun:
5x2 — 36=0, 5x*+202+16=0, '?I 5x2 — 205+16 =0 alog e corespun

281 = 0 8 oy — 2 pentru
zdtoare ale lui R[x®] sint ag — 52 pentru X =0 §l 05 = = _.

~sint polinoame de gradul é/z (r 4+ 1) — 1<k — 1, deducem

AQ+— Alm+~ ZEEA [(Q — w70+
= = —92. |
i k%uE:nﬁliele de tip Gauss astfel obfinute sint

i
Alfl g [27410) + 144£70) 25 (r 1= )|

L2l — 3686f'(2) -1444f"(2) +
Alfl~ —5 [6443]‘(2)

:'i'deci AlQ '] >Aln"+!], ceea ce demonstreazi teorema. Se vede ci des
monstratia rdmine valabild §i pentru 7 = 1,

. ol — .—10—2)5

BT
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SUUR UNE GENERALISATION DE LA FORMULE D’(NTEGRATION
NUMERIQUE DU TYPE GAUSS

Reéesume

Dans ce travail on examine quelques formules d’approximation de
fa forme (3) ot1: 1° A[f] est une fonctionnelle linéaire (additive et homos=
gene), définie sur un ensemble vectoriel de fonctions réelles et continues
f(x), de la variable réelle x, définies sur un intervalle 1; On suppose que
fix) a des dérivées jusqu’a un certain ordre, tout au moins sur les points
ol ces dérivées interviennent effectivement et que, en particulier, A[f] est
défini sur tout polynome ; 2° (2) sont n points distincts de I; 3° les vas
leurs (1) de f(x) et de ses dérivées succesives sur les points (2) sont done
nées; 4° les a;,; sont des constantes données. La formule (3) est du type
Gauss st elle est exacte, donc a un reste identiquement nul, sur tout pos
lynome du degrée p-+n, ol p=t,+ rp+..1r.—1, les r; étant les
ordres de multiplicité des noeuds (2). Toute formule du type Gauss est
necessairement de la forme (8) qui s'obtient en remplagant f(x) par lepos
{ynome de LagrangesHermite correspondant, ayant les noeuds (2) avec
leurs ordres de multiplicité respectifs.

la condition nécessaire et suffisante pour que la formule (&) soit du
type Gauss est que la condition d’orthogonalité (10) du polynome (7) avec
tout polynome Q du degré n — 1 soit vérifice.

Au § 3 on déemontre que relativement & toute fonctionnelle linéaire
A[f] de lordre de positivité k et pour fout systeme d’ordres de multiplis
cité 7y, Tz I, données et formes seulement par des nombres impaires, il

existe au moins une formule du type Gauss si kgL (p-+n--1). La foncs
Yp =

tionnelle a Pordre de positivite k si elle est > O pour le carré d'un pos
lynome guelconque, non identiguement nul, et du degré k—1. En partis
culier une fonctionnelle positive, par ex., les fonctionnelles classiques (32),
(33), (34), a un ordre de positivité k pour tout k. Ce résultat s'obtient en
réduisant le probléme a la recherche des formules du type Gauss, pour
une fonctionnelle linéaire de la forme (16), ou les points J; sont distincts
et les coefficients \; tous positifs. Pour une fonctionnelle de la forme (16),
la propri¢té résulte de la généralisation d’un probléme de minimum bien
connu de la théorie des polynomes orthogonaux.

Dans le § 2 on examine ce probféme sous une forme un peu plus
génétrale. On -démontre que la borne inférieure de [’expression

S.
A[_Tf1 | m| '] ot s; sont des nombres positifs donnés et m; parcourt I'ens
=
semble des polynomes du degré donné n;, et de la forme @™ - .., est
atteinte.

Dans le § 4 on donne des indications sur la détermination effective
des formules du type Gauss. Les exemples donnés montrent gue pour un
systéme d’ordres de multiplicit¢ donnés ils peuvent exister plusieurs fors
mules du type Gauss et qu'une formule du type Gauss ne correspond
pas nécessairement a une solution du probléme de minimum qui a servi
a la demonstration de I'existence d'une telle formule, Ce résultat coms
plete ce de P. Turan, qui a démontre [{2] que si tous les ordres de
multiplicité sont égaux, la formule du type Gauss est unique.



