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ASuPRAuNEiGENERALIZARIAFORMULEIDEINTEGRARE.
NUMERICÃ E TUT GAUSS

DE

TIBERIU POPOVICIU

Contutticare prezentatd Ia 4 mai 1955 în $edinta Filialet I'tçi

a Academtet R. P' R'

ó l. Formulele de tlP Gauss'

vor lntervení.
2. Sã presupunem cä se datt valoríle

(1) ¡tit(xil, j:O,1,,,,,t¡-1, i:1,2,',',n (,f(o'(x)-"f(x))'

are func_tier /(x) çr are prrmeror safe derívate l'(x),1" (x),... pe punctefe

dístincte
(z) x1 ¡ xzt"'2x,

ale Íntervaluluí I. Pe punctul x¡ sint ale primelor

sale r¿-1 derlvatu, uitful cä numere regi pozltive'

Pentru liecare ¡ïS, Áifi se^gg fnafíe líníarä

,r"tä ;;;j;.ä'. irl äi" i'r''Ëíiå{ ¡ tfl derrvate pe

purrctele (Z). Obçinem astÍel f ormula

n ri-l
(s) A I/l = ,ä ,E 

a,, , Í{i) (xi)'

punctele (z) sint nodurile acestel formule lar numerel Ø l¡, i:1,2,'",t1
sint ordittel, ae miiifpti'ttot, ulu u"uriãt nodurí. Nodul r¡ ate ordínul de

1) Prin o functionalä 1Íniarã lnfelegem o funcftonalã aditivà çi omogenã
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multíplícítate t¡ , i: 1,2,,,.,1¿. NumerelI a¿,j , "/: O, 1,,.,, ti- l, i: lrQ,"..,tt
caracterizeazä formula de aproximtre (3) de acest tip $f se pot numi
coef ícienlií acesteí formule.

Restul R [/] al formuleí (3) est ', pnn defínl{ie, diferenia díntre mem,
brul întîí çÍ membrul a[ doílea af formuleí. Dacit' deci adunðm restul Ia
membrul al dollea al formulel, aceastä egalÍtate aproxfmatfvà devlne o
egalítate obíçnuítð. Restul este, evídent tot o funcfíonalä llníarä defínltä pe S,

3. Se poate da çí o altä fnterpretare formulel de aproxÍmare (3). O
rnetodä generalä pentru gtlsírea unei valorÍ aproxÍmative pentru A t/l
constä în a lnfocuí funcfla /(x) prÍntr"o af tä func{ie qeS çí a lua pe A [q]
ca valoare aproxímatÍvå pentlu l\ [/1, decÍ Ä [/] = l\ [q].

DÍn punct de vedere teoretlc nímÍc nu ne lmpledÍcå sä alegem
f_unc!ía q (x¡ cu totul arbÍtrar, doar cu síngura restrfcjie sä aparfinä luÍ
ó'. Insä dln punctul de vedere al aplÍca{ÍÍlor practice, alegerea func{iei
q (x) trebuíe çÍ poate sä fie în general' restrînsä considerabil. Un caz
ímportant este atuncf cînd q (x) : B [/ | x] este un operator liniar dat, cu
valorile în .S. In acest caz A [q] : A tB I/ | x]] este o func!íonalii líníarä
de f ,61ne determinatä çi defínitã pe ,S. Restul Rt/l:A[/]-A[q] va fl
atuncf de asemenea o f unc(lonaf ä liníarä bine determínatä çi defÍnítä pe S.

O clasä ímportantã de funcfÍi q (x) de forma precedentä este formatà
de func!Ííle de interpolare lfnÍarä generallzate

(4) q(x):Bt/lxl:É ''l' e,,¡(x)ftit(x,)

corespunzätoore nodurilor (2), cu ;;i"ì" de multÍplícitate lndlcate ñi
unde ai,;(x) €,S,/:O,1,.,,,r¡-l ,í-1,2,.,,,/z sînt ní$te func{íí date.
Atuncl formula A [/l - A [q] se reduce Ia (3), unde coefÍcicnffi 'sînt 

dafi
de formulele

aí, j: A[q¿'.¡] , j:Q,l,,,rl¡-l , t:1,2,,,,,1t,
In partícufar, fle

q (x):r (tfrd, , U?9r,,xs!!É,,1 Ílx)
rr 12 Í,,

polÍnomul de interpolare al lqi Lagrange-HermÍte de gradul

(5) þ:rt|rr|_"'tvro--1,
care la, lmpreunä cu primele sale r¡ -L derlvate, valorlle respectÍve (l)
pe nodurÍle xi, i:1,2,,,,,t1, Ã,ceastä funcfie ç(x) este de forma (4), unde

q¡¡(x) :lt, j@) , i:o,l ,,.,,r'¡- I , í:1,2,,,,,tt
sînt polínoamele fundamentale de fnterpolare relative la nodurÍle (¿) cu
ordínele lor de multÍplícÍtate respectíve. Aceste polÍnoame sînt complet
determínate. Ele au nlçte expresÍÍ bfne cunoscute, díntre care reamfntim
formulele

(ó) l¡, ,.-t (x) =:
L

1 . I lx\ t i: t,g,,..,tl

unde
(7) I(xl:(x-xr)''t (x- xri)''2... (x - x,,)I''t,

In cazul consíderat formula (3) devíne

,, '' i-t
A [/] = E rE- 

c¡ ¡ f(i) (xi)

cí,j:AU¡,¡l , i:O,lr,,.,fi-l , i-1,2,,"'rtt

(s)

unde
(e)

4. Restul formuleí (8) se bucurä de ímportanta propríetate cð' se

tdttl p, p fünd' dat de formufa (5)'

ríarä' A[/l este nulä pentru - oríce
erifä de zero Pentru cel Pulln un

are gradul de exactitate m' Aceastö'

li "cazurlle n= - | íi m:+ co'

n numär lntreg > - 1 sau numärul
fl çí Perfect caracterÍzat de Pror

o, Alx''u+11+o, dacä A[t]:9 ui

1r2,,,, este dilerit de zero,
:0,1r...
A [/] 

'are gradul de exactitate cel

u ) m, decí dacä se anule¿zä Pentru

,ï åîHlLåî" ååi"ã1î,ï",1') oååå
exactitate m res1' arê graduf de

exactltate cel Pr\in m.

Cu aceastä convenlie putem spune cä formula (a) are graduf de

exactítate cel Pu\it P.

ut de exactitute mqxim'
al formulel (8) este P. In cazuti
te lnsð sä fíe çf mai mare declt P'
(a) esr¿ de tlp'Gauss dacd grødul

n.

rl

I

¿

I
l
I

j

I

l

.l

!

't

n
2) Príntr,un polinom de grad'ul m, ìn¡elegem un polinom. de gradul eÍectiv I m'

Un polinom cle gradul O;rt" 3- 
"ãrrrtunta,' 

íai un poÍinottt de gradul -f , polinomul

identic nu1,

(ri -r) ! TT. (xr -x) r¡
.l=t
i+r'



òo(tL) ü:0, i-1,2,,,,,rt.

OrÍce solu!íe a acestui sistem, în care valorfle varlabllelor x1¡ x2 1.,,¡x¡,
sînt distincte, ne dä o formulä de tÍp Gauss. Sfstemuf (14) nu are lnsð
totdeauna o astfel de solufÍe (realã).

Dacä mal multe numere r¿ sînt egale, nu conslderäm ca distfncte douä
formule de tip Gauss care diferä numaÍ prln o permutare a nodurflor
avlnd aceastä ordlne de multíplicítate. Cu alte cuvínte formulele de típ
Gauss depfnd. numal de vaforÍle dlstfncte ale ordinelor de muftÍpllcítate.

Pe baza acesteÍ observafif, se poate usor transforma sÍstemul (t+)
lntr'altul echívalent dín punctul de vedere al cäutärlí formufelor de típ
Gauss. Astfel dacä r'n, t'2,,,,,t'¡ (1<f <n) slnt valorlle dlstíncte ale ordi,
nelor de multípIícltate rt, ï2,,,,,rn, î.ie n¡ numärul nodurÍlor de ordín de
multíplÍcltate t'¡ gi o\¿1, o!!,,.., o!!l func¡lile sfmetrlce fundamentale ale acestor

nodurl, í:f ,2,,,,,f. Atunci, dÍn punctul de vedere al cäutärÍÍ formulelor
de tlp Gauss, sfstemul (f 4) este echivalent cu

(15) òo
#rt 

: o, i : 7,2,,,',n¡, i : l,),,,,¡t

Acest slstem este tot atît de símplu ca çí (14) în sensul cä func{ia Q
este un poffnom în raport at orQl , j:1,2,,,,rtt¡, i:1,2,,,,,t. Echívalenla
sÍsternelor (f 4r, (15), în sensul speciffcat rezultä. din faptul cä determlnantul
func+Íonal al func!Íífor simetrÍce fundamentale f 2122,,,,,2¡, i:1,2,,,,,k al
variabÍlelor zt, 22,,,,,2¡ în raport cu aceste varlablle este dfferft de zeto,
pentru orfce sistem de valorÍ dif erite afe acestor varfabíle (a se vedea
de ex. [6]).

Aceleaçí lucrurl se pot spune çí despre sÍstemul care se deduce dÍn
(f 4), lnlocuÍnd numal În parte nodurÍfe corespunzãtoare la ordíne de multi,
plfcftate egale prÍn funcfiÍle lor símetríce fundamentale. Metoda precee
dentä se maf poate combína eu niSte transforrnärf lÍnÍare ale unora sau
tuturor varfabflefor x¡,

7. Tre6,tle sI observäm cä pentru o funeffonalä lfnÍarä datä A[/] çi
pentru un sÍstem dat de ordíne de multfpllcitate, nu existä totdeauna -
formule de tfp Gauss.

Vom zlce cä func[Íonala A[/] este de ordin de pozitivitøte k dacä
A[Q'l)0, pentru orÍcé polínorn Q(x) de gradú k-1, çi neldentlc nul.

Putem atuncl face observalfa cä pentru o func{lonalä de ordln de
IpozltivÍtate k2; (p*n-l2) çi dacä cel pufÍn unul díntre ordÍnele de

multíplícítate rt, t2,,,,trrt este par, nu exlstä nicl o formulä de tip Gauss.
lntr"adevär sä presupunem, pentru fÍxarea \de1|or, cä Íi, I.t+t,..., /, sint
numere pare,0(¿':i n, ceilal¡| (dacä 1(i) fífnd imparf. AtuncÍ I(x)(x--xr)
tJ 

- "rl 
,,. (x - x¡-1) este patratut unuí polínom de gradu f W +,1Sk-t,

Avem decí A[/(x)(x - xn)ft-xr).,,(x-x¡-r)] >0, (AUl>0, dacä i:t),
ceea ce, pe baza teoremel 2, demonstreazä proprletatea.
. l)Ín contra, vom vedea cä. dacä toate numerele lt ,Í2,,,,,t,u sint
rmpare, existä cel pufln o formulä de tip Gauss.
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532

Pentru ca formula (S) sä fle de tfp Gauss este necesar $l suficlent
ca restul säu R [/] sa se 

'anuleze pentru orfce polinom de gradul 
^P,+ 

n'
Un polÍnom tt este totdeauna de forma P (x) :

: t (x)e (x) * e, linomul (7)r_ Q (x) un polfnom de

g.uauí ¡ì- t iui- 91adu1 P. fe-cfproc,.-oljce.po.linom
äe aceastä formä Atuncí RtPl:Rt/Ql çf dín (8)

rezultä imedÍat R (/Q):AUQl. Se deduce prin urmare cä condílla nece'
sarä çí sufícÍentä ca formula (8) sä fíe de tip Gauss este ca sä avem

(10) A [/Q]: e,

orícare ar fi polínomul Q(x) de gtadtl n-|.
D vem Ä [,fg]: o se Pot numl orto'

gonale decÍ enunta r

T suficientd'ca fornula (s\,.sd Í¡e
de ilf ie'ortogonøl cu orice polinom de

gradLLl n- l.:- 
Ortogonalítatea polinomului / (x) cu oríce polínom de. gradul .n - |

este echívälentä cu oitogonalltatea lul cu n polínoame de gradul tt-.|
iiniu. iÁdependente. Un "astfel de sÍstem de /r pofÍnoame este format din
pìi.*f" i iuteri l, x, xl,,,,,x'-t ale lul x. Un alt sístem de acest fel este

format dÍn poffn':amele

(11) (x - x,) (x- xt)...(x-xi-r) (x - r¡+r)..'(x-xu), i-1,),"',tt¡

deoarece presupuneln cä noduríle sint dístíncte.
Acest dln urmä exernplu ne aratä cä o formulä (S) de típ Gauss nu

esfe aftceva decít o formulä de forma (8)

(tz¡ A[/] -E Er',,r/<"r)(x¡),
l=l j=tJ

corespunzätoare nodurifor (2), lnsä de ordlne de multíplicítate. r¡{ 1 (in
tãã ¿'u- ij, i: l,/,.,.,n respàciiv $l în care avem c' i, r¿: o, i: 1,2""lt'
Aceastã observa!íe se datoreçte în principÍu Iuí A' A' Markov.[+]'
þ;;;rt;";.ã ,ur|lt¿. ¿ir ior-llele (6i, (9)- corespunzätoare formulei (12)'

6'InceieceurmeazävompresupunecäfuncflonafaA[/]'numðruf
naturol n çÍ ordínelà de multipffcíiate ir, 

'.r,",,Ír.ãle- .nodurilor slnt date'

Conailiu de ortogonalltate, pe baza observaJlei de maí sus' se poate

ínterpreta çt atttel. Putem prívi pe 
f ,L 

I

(13) O:<Þ (xt, xr,,..,xnl: Al,L (x- x¡'',+t1

ca o, ftrnc!íe (polínom) de .Ír, x2¡.,,1xn. Atuncí

- 
t ' P:At/(x)(x- x,) (x-xr)...(x-x¡-r) (x-x¿+r)"'(x-x,)l

r¡-l L 'xi i __ f ,2,,,,, tt

Rezultä cä noduríle uneÍ formule (8) de tlp Gauss lormeazä totdeaunq

o sofulle a slstemulul algebric

T. POPOVICIU 4
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lo, Existd cel pulin utt sistem minimizant'
õ;.-oora ",rÞ;;: i:1,2,..,,t este un sistent mínimizant, polinoamele

rr¡ ott 
slnt toate ) l, alunci orice sístem ntini-

ntizat verif íca çi urmdtoarele ptoprietäli:
ontului

(1S) lr:Tt (*)-.t, t,
í=1

stnt distincte.
40. Avems\

(1e) A IT lnrl';-t (sg")Q
í=1

orícare rtr f i potinomul Q @) de grad,ul tt-l'- - 
S0. R¿í¿Ai:¡nite iot¡no-mutui (tSJslnf separate de punctele !t, !2,"',!k'
Observäm cä în cazul teoremeí J, p ) 0'
f O. pt. fo at teðreÃuì 3 sá demonstreazä arätind întîí cä exístä un

numär pozltlv o urifA"Ëa d;"ã cel putln unuf dlntre coeficienlff pollnoa'

mef or i¡, í:1,2r,,,rt este ) a 1n valoare absolutä, avem

(zo¡ 
"1" ¡",l"il 

)u'[;=r' I

Proprletatea aceasta rezult\ dín urmätoarele tref leme 
'

Lema t. naca-l1k-;lãr-e*, ex'ísta utt ttttmdr pozitil) b"' aa$el cø

(qr) l"lZb*
pe cel pulin k-m dín punctell !¡, i:f ,2,",,k'

Fíe pentru aceasta
(zz) E(21, zr,.'.,z,nit\

cea mal bunä aproximafie, în sensul luí Cebl$ev, a lui x''' prfn po'llo

;;il;-d;îr"¿uî ,;':'i"';9' p'ünãiuî" ¿istrncte zt, zz,"'¡z*..r' Valoarea luí
(22) este bine cunosc,rìa'ifå¡-Jur nu uttu nuu'oiu ïf tiã reprodusä aícf'

RetÍnem numal cä acest numär este' Sa luam b^:^in EUir, !i2,'*,
toate comblnärfle i1, i2,,,,,i,nr1 cîLe t
tätÍle oollnoamelor cle cea maÍ bunä
bn, reiultä cã prlntre prímele m+l
lnlàú,,. Lasind la o Parte Punctul
rämase, existä unul, lle Y¡r, Pe care

!¡z çi continuäm Procedeuf. In f

!¡2u,,,!¡*¡t pe care Ínegalítatea (21)este veríflcatä'

., 3) Ävem sgz: - 1,o lesp, 1 dupã cum ? < ,: resp' ) 0' f)acð s este un
iht'ug ioriiiî'ri'iur,o,ru,,.,"¡'ii{:,'t;;2ri-t,lzÈ1r : e"-t ssz, orlcare ar Íi z'

4) Dac¿ €:mín lzi-z¡1, avern
i+j , ._ €,,,

E (21 ,22,,.,'Ztt¿+l)> î,7

numår
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Formulele (1.4\ ne stgereazä, ímedÍat examlnarea extremelor relative
ale func!íei (13). Un extremum relativ atins de un sistem de valorÍ dilerite
af e va.ríabf lelor x, , x2 ¡,,,_txnt ne .demonstreazä exlstenfa a cel pufin unel
formule de típ Gáuss. vom vedea cà pe baza acestäí observafí1, aceastä
proprfetate de exísten!ä are loc în partlcular dacä A [/] este de ordln de

I
pozitivitate >; (p * n* f ) çÍ dacä toate ordinele de multíplÍcitate sînt
fmpare.

$ 2. llsupla unel probleme de mlnlmum.

8. Sä consÍderäm, 1n partícular, o func{íonalä lfniarä de forma

(1ó)

unde k este un numär natural, lt, !2,,,,,!k, ft puncte dÍstfncte ale axef
reale lar Ir , Ìrz ,.,.,Ìro sint ft numere pozítíve date.

Vom nota cu P,, muf !ímea pollnoamelor (reale) de gradul n de forma
x" +':', deci cu coeffcfentirl lui 

'x,, 
egal cu l.

Se dau f numere pozltive sr,sr,..,,s, çl f numere naturale tt1¡ tt2t,,.t nt
astfel încît fÍecäruí numðr s¿ îf corespunde un numär re¡ . Pentru prescurtarea
llmbajuluÍ vom numi numerele s, 

'puteri lar numere[e n¡ groãele respecr
tlve corespunzätoare acestor puterí. l\ceste denumírf sînt justífícate prln
cele ce urmeazä.

(17) v: pl:,,,;,::.,:,.":,:"\ -inr a 
[r1, 

In,1",

unde marginea lnferfoarä este ref atívä la toate polínoamele n¡ e P¡, t

í:1,2.,,.,,t,
OrÍce slstem partícular de polÍnoame r¡eP1,., i:1,2,.,.t/ pentru care

" |,I,1",1",]-p 
se va numÍ un sÍstem de pofínoame mfnfmÍzante sau,

mai pe scurt, un sístent ntinÌntizant,
Cazul f:l este bíne cunoscut çÍ a fost examÍnat în specÍal de D.

f ackson [3].
9. In cazul z- ttl| ttr1, ... I nr2 k avem p : O $f pentru ca sÍstemul

r¡ePr,, i:1,2,,.,,1 sä ffe rninimizant ñe necesar çí suÎfcient ca Íiecare
punct ))¡, j-1,2,,,,,k sä fíe rädlcÍnä a cel pu!ín unuf polfnom n¡, In
cazul n { k rezultatele sînt mal pufin banaf e çí 3înt date de urmätoarea ¡

Teorema 3" Alfl liind o furtclionqla liníørd de fornn (16) cu
punctele y¿ distincte çi cu numerele ''t¡ toate pozitive íar'sr¡ szt,,,tst un
s.istem de puterÌ (pozitive) Si rtr, nr,,,,,,n, un sistem de grade- coresputizd-
toare dote, cu suma lot n: nrl n2+ ... + rtr{ k r

t"

Ã [/] : X r¿/ (y,)
í=1

lle
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celpulin,unül dín punctele yi, Avem atuncí Alnltri l"rJ>Tlp $f íne,
oalitatea (20) este verifíeatä. i=l
1 PrÍntr"un rafionament bÍne cunoscut putem acum demonstra exls,
ten[a a cel pufín unuí slstem mínimÍzant.

Dín deÍinilia Iuí ¡r çf dÍn proprÍetäfíle precedente, rezuftä cã. putem
gäsl un çír lnfínit de slsteme depolfnoame nrØz)ePr,, í:1,2,,,.,t, m:1,2,,..
astfel ca, pe de o parte, to¡l coeficíenfíf acestor polÍnoame s'I lie 1a ln
valoarea, absolutä 1í, pe de aftä parte, dacä pentru prescurtare punem

¿

TIìn) :TI 
llrrnzl !s, sä avem

f Ím ,4. [ITo"lt - U,
nt ---} cn

Putem atuncí extrage dln çÍrul (II(,d),t., un gír parfial (Tl(vrr)),oo I astfel ca

,,,19- n,(vn) - nl e P,,r, i : 1,2,,,,,t

uniform în oríce ínterval fínÍt.
Rezuftä atunci cä polínoamele rl , i:Í,2,,,,,t formeazä uu sÍstem

mínímÍzant.
Cu aceasta pt. 1o al teorenleÍ 3 este demonstrat.

Sä consíderäm func!Íonala linlarã

(z+¡

Aceastl funcfionalä este de forma At [/l:r:E,À, f ry¡\, unde

^r: ^r,i 
1n',' (!)1,, , 

,:i,*,1n,(y,)1", , j :1.,2,.,,,k,

Se vede cä cel mult ni+ n;'+ ,, , * fl',',i nu+., nriz I , ,, f- n, coeflo
cientí I,. se anuleazä çí cel pufín k':k -(nI nzt'.,*nì tn',*n;+,,'+
f n',,)rtrln;+,,,in',, sint pozítlvl. Pt. 10 al teoremel 3 se aplícä funco

llonalei (Z+) çi sístemul de polínoame ri,nr,..,,T'* coTncÍde ln mod necesar
cu un sístem mínímÍzant pentru funcfíonala (?4), pentru puteríle s1 ¡ s2 ¡...1s¡
cðrora corespund respectív gradele t{,', ti,,,,.,fti,, Pentru a aräta acest lucru
sä presupunem contrarÍul çf lie atunci rr,, n*,,..,,n1, un slstem mfnfmfzant
corespunzätor funclionaleí A1[/1. Avem

^ l¡ ln*,n'i|", ,=1, |*,1",]: o, 
l,L l-ri",] 

. o'l,I t"l1",]: a 
[.ri. 

t",t",.]

fr¿
At [/] -,{ I (rI n'i P¡,

L ,=l

n
II Inr j"i )

í=¿¿fl

lt

4
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pfnde de polÍnomu! n.
vem .lr l<M, pe nt purtcte clistincte

åi:':',',.:,X\'rrí:i,';'íi)"1::{':t:,i,Iito'
strarea ef afcÍ ô). çi ne putem díspensa de a da demon,

Lema 3. Dacd. r¿epn¡ i:1,2,,,,,t, tt_ ttt*nr,,,* n<k Sí clacd

(zs¡ I ln,l",<N,
¿=t

pe pun,ctele !!, !2,,,.,y0, exista un numar^pozitÌv c, inclependetú cle poti_noatnele r¡, i- 1,2,...,i1'.astÍet ca toli iiairli,ijii ol'rit'ii'potinoame sa f ie( cN í¿ vqloare absotuta. 
¿ - '- -

Demonstratía se poate face prÍn fnductfe compretä asupra rui t,Pentru f : f pröprÍeraîea este adevärut.l 
"a"i'aruncf 

(äåi e";äJ'tirtll.ñ
çÍ' pe baza lemei 2, coefÍcÍenffÍ porfnomurui nnsint (F(yr , !2,,,,,/,r)N,rîn valoare absofutä.

Sa. presupunem cä..proprÍetatea este adeväratä pentru t _l (f > l)puteri çi sä o demonsrräm pentru t puteri. st p;;;;p,ïiåä au"i cä avem(23). Pe baza temei t, tti y¡,-,"yr,,:.,'r;.;_',',',í"_i;r'"di;tïã"'punctete y¡ pe
care avem 1", l¿ b,,r, Atunci k- nr>- olri nrl.., I nrqi pe aceste puncte
ut"-,5;lttrl"'{Ná;r. Rezultä cå exístä un numär c, astfel ca to{Í coefi"
cien[11 polÍnoamelor rr2¡ Tts¡,..¡?r¡ sä fre ( c'b-rrtN, rn varoare absorutä. Lafel demonsträm cä existä un numär c" astfel ca tofí coefícfenfiÍ porínoa,melor fir r rla 2 T4 ¡,,,¡r¡ sä fÍe ( c,, tl;rzN, în .ruíouru absof utð. Dacäc:7axlc'b-rst , c" bilù, vndcm ca prtprletatea este adevãratä pentru f
puteri,,Cu aceasta, Iema 3 este demonstratä.

11. 5ä revenÍm Ia pt. l0 al teoremef 3.
,Avem evident

p < A Il xl''rsrln2s2*."**t "tf _ T.
Sä presupunem acum cä

t
ú lr,rl,;-(N,:- T
i=t - mÍn (Àl , Àz ,.,., tr¿)

çí fíet., numärul c corespunzätor lul N:Nr dÍn IDacä atuncl a- c1ñ, çÍ ai"j "ui 
puçin unui

noamelor nt , Í2,...,1T¡ €st€ Z a |n valoare absolutä,

ema 3.
dÍn coeficíentíí oolí,

avem .il ltrrl"t ) Nr pe

5) Dacä ö:mgx lz¿1, avem
a

F (21 , 22,,,,,2¡¡) {
M

E (rr, r", *, r^) *(111¡az'
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lnsä funcçía (2ó) este derívabffä çi decÍ, în aceste puncte, derÍvatele pôrr

lale de ordÍnul întîí ale f unc!ÍeÍ (2ó) sint nule. Avem 6)

4 o ll t,,.,.t",-l :r,A I n lx- x¡1"'; . lx -x¡1"'¡-rsg(x--"Jl:ôx¿^li=' l"¡l "J ''li¡i, ''t'"'t^ ^tt" ou\- "l

: si A 
1,i,, ", 

f*, -' . ss (,ú, ",) . (x -xr),.. (¡ - xt)(x - x¡+,).,. ("- 
",) l,

de unde rezr;Jtá pt. 4o al teoremel 3, observînd cä 1n condíliíle de aÍcí
polínoamele (í1) sînt líníar índependente.' 16. Enunlul pt. 50 al teoremei 3 constítuíe, sub o formä maí corrÌ;
pfetð, o reciprôcå a propríetä!íi precedente în sensul cä pt, 30 rezultð, din
pt. 40, De aftfef propríetatea este ceva tnaí generalä çi se poate enunla
astfel :

Teorerna 4" AlÍl f iínd o funclionald liníard de fornn (f ó) clt
punctele y¿ distincte SÌ ctt numerele l',¿ toate pozitÌve,, iar s1., s2 ¡",.,s¡ IItt'sistem 

de puteri toate ) 1, çi ttr¡ It2¡,,,.tt¡ utt sistem tle grade coresputt-
zatoare, cu sunte lor n<-k, docd polinoanteler¡ePn., i--í,2,.,,,t verif ico

egolÌtatea \19) pentru orice polùtom Q @l de gradul tt-1, atunci toate
rdddcinÌte polinomului (f s) sînl reale, distírtcte çi separate de punctele y,,
¡ - 1,2,,,.,k,

ProprÍetotea de separare dín enun! însemneazã cä dacä presupuneln
punctele )) ¡ aranjafe 1n r,rdíne crescätoare, decl y 1 1 lz 1',. 1 ! r, avem

" 
(y ) + O, tr (/r) I o iar çirol

(27) n(.Yr), r(Y2)..,,Í0k)

prezintä. (dupä suprímarea eventualífor termeni nulí) exact tt varia\ü de
semn.

Observðm întîí cð, polínomul n fíínd de gradul tt, çírul (ZZ¡ pÍer
zintä, cel mult tt varÍa íí de semn. In plus, dacä n(.yr):0, 1t\yk)+0 sau
dacä n (yr\+O, rQ¡):O cel muft r¡- 1, íar dacð rQt):n(.7r)-0 cel
mult n -2 varia!íi de semn, In fíne observäm cä dín n{k rezultä cä
cel putín un termen al çirului (27) este dÍferít de zero.' Si presupunurn u"t* ca iírul ar prezenta numaf tt' ( tt varíajíí de
semn çí fle

n (y ¡r\, r (y ¡r),,.,,n (! ¡,; 4,\, i 1 1 i z 1, " <1 i r, +,

un subçfr al lui (¿7\ care prezintä exact tt varia.ü de setnn. Fíe ív cel
maí mÍc numär natural astÍel ca n(yjv) r(/¡u+¿u)(-0. Ãstfel llir/>iu+t-ir,
v:1,2,,,,,tt', Sä luäm punctefe Ê1 , 82,,,,,2,¿, astfel ca !¡v 12v 1! ju+¡u,
v:|,),,.,,t1' çí sä consíderðm polínomul Q (x):tt (!¡r'+t) (x-ãl) x-Zr\','(x-2,,'\
care este de graclul n'an -l çi care nu se anuleazä pe nÍcÍ unul dln
punctele y¡,l)in {elul cum au fost alese punctele Ev, rezultä, cä avem çi
r (.yr)Q (y,)io, ¡- 1.2,.,.,k, çi avem atuncl

6) Ävem

'#:51¡ls*r 
ssx pentru s> 1 qi i#:s(s-1)lxls*zpentlus¿2,
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deci

o 
[,I, lnî n'i l"',i*,1 ", l"'] . o l,i 1 ",1"]

ceea ce contrazice lpoteza cä r¡, i:1,2,,.,,t este un sÍstem mínÍmízant.
13. Pe de mai .sus, pentru a demonstr a pt. 20 af

teoremeí 3 upunem t - l, ceea ce simpf ÍfÍcä ' r.a{íonao
mentul. FÍe olinom mínímlzant, Sa presupunem cä n 'uar avea toa Atuncí acest polínom are un factor real

ä, pqngr¡r 1(x) : 16_ a)z * årle (x),
I nr l< ln I pentru orice X, InsT íne"

cel pu!ín rrnul dín punctele !i, prin
contrazíce Ípoteza cä 1r este un

Cu aceasta , pt, 20 al teoremei 3 este demonstrat.
14. Pentru a demonstra pt. 30 af teoremeÍ 3, pe baza celor stabÍlÍte

I_a nr..12, 13, este destul a consÍdera numaí ci,azul t-2, n^:¡¡r- 1,
Dacã atuncí nn, TÍz este un sÍstem mÍnÍmízant, trebuíe sã arãtðm cän^,1 nr, fa qresuq-ulem contrariuf , decÍ cà am'urruu ,rf: T2:rr çí fie
v(5);n,lln*.-sze i"rin-s,e 1",1. Atunci v(e) esre o funclie continua çi ar.eo derÍvatõ contínuä în e (sr, sz ) I).
Avem

(25) 
#: -sr s2 (srf sr) eA Ilr_J-s, els,-r I n - sr (l"r-1 sg(**s, e) (n - s. e)]

lnsä
A| " t sre l"r-r l r -s, e l"r-r sg(r-l sre) (n - sr e)l ) O,

pentru le I destul de mic, derarece membrul întîi este o funcfíe contínuä
de e care. pentru €-O se reduce Ia AIlnl"r*"2-2]>0. Oi"-'iZSi-r"rr[a

dw
decÍ sg *: -sg€, pentru le I destul de mlc, ceea ce ne aratä cä V (e)

are un maximum relativ stríct pentru e - o. pentru 
I e I destul de mícdar *0 avem decí

a I I "*sru l"' l,t - sr e I "4 < At I n l"r*"2]

ceea ce conftazice ipoteza cä nn- nz:.rr este u¡ sistem mÍnÍmÍzant. Cu
ace&sta am demonstrat cä nt*nz çf decÍ pt, 3o al teoremei i.

f 5. FÍe x1 ¡ x2¡.,,¡xn rädäcÍnÍle polÍnómului n1 n,,.,i,, atuncí

(zo¡ elltfn¿1";l-,Alnl" -*,1"',i[r=¡ Li-t I

este o xt , .x?,,,,,xt¿, Pe baza rezultatelor precedente,
în oríc ea inferioarä (17) este atínsä, avem un minÍmumrelatív teríle s, 1 s2,,..1s¿ sînt toate ) f , aceste minÍmesînt atÍ lorl dileritõ ale"varfabileloi x¡. In 

-u"árï -åã,
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ortogonalítate (19) în punctele conslderate'

e çl piopríetatea enunlatä rezu.ltå'

u urri¿uát cä, 1n sens''ti de maí sus' exístä o' tatea nu are loc, în
te de observat cä Pt'

a sa, în sensul,
tt - 7, sístemttl
cä sÍstemul nu
toate Punctele

rL I

Al É I,,',1"'-'. (sgn) (x-lr)(x - !z)"'\x-' yo-'\l
L ;:1

t: )r¡ TT I n', (yo) l"¿ -t sg (" þr) )' U t - y'\ \y o-y'1 "'(y t'-l *- ) I o'

í=1

ceea ce contrazíce egalítatea (f9)'

$ 3. Exlsten{a unor formule de típ Gattss'

ä'îJ'ffi i't'ïiìt' "d 
^tÍl 

cte f otnla (16)'

cu pttttctele y, rlistirrcte ozilii'e'- retativ lu orice

nuinr ttatnral tt 1. k çi ¡ tnultiplicitale 11' r2""rn

formot rlirt rumere iínp ':':.i':":! 
de tip Ga¿¿ss'

Ipoteza cu ,tu*"rél : ímpare este esenlialä

dupä cum rezurtð. ugor r analoage cu cele fäcute

tu nt'r1;.u_a 
s rezultä din teorema 3. peniru a vedea acest lucru este

destul sä luäm t - fl, puteríle ,, , t, ,"',tn \>2\ ,resp-ectiv 
egale cu

rt* t, r211,...,r,,! t si sla$e/9^5"";é;;;;i""'" 1"i1¡ 
'e¡¡afe cu f ' Dac"l

(2)sÎnträdäcínilepolínomufuí(18)corespunzätorunuí.sístemmínímízant'
avem 

l$\:,\^lr-,,1"¿-'sg(x-x,)(x-x') "'(x-x')
,udu, u la ortogonalítatea polínomului l(x) cu otice.

polínom'derflt:ÍålJj 
,"lrru, sísrem mínrmízant ií corespunde o formulä

(u) oiåiorfîii;.,- 
la o runclionalä liníarä A[/l de orclín de pozítivltate

k, a$a cum a r".;"å:¿;,i;';;i;Åìit-ì;';;:7' Eviåent cä dacä At/l are

ordlnul de oozitlvit ate k, el are çi oriiiul ð,e pozilivltate k' pentru orfce

k'<k,
Dacä íntroducem momentele

(zo¡ o¡:Alx'l' i:Q'1""
$i determínan!íl luí Hankel A¡:ll a¡.+r, ll À,tr=.,r,.,,i) i-o't" " corêSpurìr

zðtorí, condítía necesarä çi sufícíentä-:; î;;"iìð'iafa l\[/l sr aiba or<]ínul

de pozitivÍtate k este ca sä avem

12
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i - 1,2,,..,n

o 
l,!, 

I 
,,,, 1",-' t,g") a] : o 

l,i, ln,l"'-'le ll > o

nstratä. Ea generalizeazä' o propríeo

¿d:"fi2#l'u'ut' cir Problema cle

cazul particular cînd gradele col'es¡

u f .

u ¡lsr' sz'""s; numàl rul (17) clnd toate

em

¡lst, 
sz,'..,sú ( ¡"tsz*sz' 

s3 
' 

s4 
'""sú (/ > 3)

çi în partícular.p"r , s2""'st' 4 Ust*s'*." *st'
In partícular cizurlle-i:f $í st:s2:''':sr sînt echlvalente în

sensul Prececlent.-- - 
Påntru a pteciza unicitqteq slste spunern

cä nu se consícler¿'""å ãirtin"te douä lzante 1n

care pentru fíecare grup de puterf e Í¡ este

acelaçí' 
$tíe cä sÍstemul mÍnímlzant este unÍc dacä puterile slnt egale

rinímízant'
Dacä puterile s1 , s2,...1s¡ sînt toate )2' decl çí s''/'2' Ì-l'z""'tl

putem u orÍc lrt€ TT7 

' i:1'2""'t care

veríflcä teor tícular pollnoamele míní'

mízante,nímefunctiei(2ó).Intr'adevär'
în acest are de órdínul al dollea çl

avem

åaIn 1n,t"'1:si(s;-r)Alll f " -",1''')l't -x,1"'-'l t o

òx,, li=t' I 
''1*,

(zs¡ #u;,of,t,'",t"1:
:sf s, 

^ [(,r,i*,I 
x- xvi"'jt "- *,¡"''-' I x - x¡1"'-''s(x-xi) ('-"i)] :

: si s, 
^ L(,ú 

| n', l"' -') ('ø jr. "¡ (x - xr) "' (x -- x¡-1) (x- x¡+') "' (x - xi -ù'

. (x-x;a,)...f"-'tJ] i- t,2,...,i-í, i:2'3""'tt"
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Dacä fínern seatnä de ortogonalítate, deducern

A tPl : 6tr,) [P]: É ri P (YJ
í=1

uncle

À¿: A ll, n- i')- ,l'l t o, 1: t,2,,,., k" l\(x - !¡\ p't 0¡)) l'
De aíci rezultä, în partícular, formulele (31)'

Dín analiza Precedentä refÍnem:
l;^;1. ' D;;ã-f ;,ìri¡il,natu ordÌnur yte , 

poziti-.
yitate k, se poate gdti å f uiclÌona .l9l'1n (16) cu toli
't'oiiiriînt¡¡ i, poriíii¡ çi"astfbt ca t"'[l], pentru ,rice
noiinont dc gradul 2k-l,
''"""Ï;i"-;s-ot Ju "arrt cä funcfí I este unícä çi este

tocmaí cea determínatä maí sus'

20, - Presupunem bíneln{eles cä dacä A [/] are ordínul de poziti,

vítate k, Ínterva[uf î'ãä"1i"" ìlå¿"i"itu polínomuìui ortogonal de graduf /r

ste un numãr astfef ca A[(x-a)Q'?])0'

ice ale luf |acobÍ, Laguerre çí Hermíte

r*'
(32) I\a'Þ,.Íl* | {r - x)"(f * x)p/ (x) dx (q'0 ) - 1)

J-j

- i:(F+#;ñ)''''''*
k

+E p*(x)
;.,j 

=lI+J

pr (x)
Q (YJ Q,0¡)

(x - y,) (x - y¡) p'*0i) p'k0 j)

(33) L(d) [/l : e-"xof@\dx (q)*1)
ó

I
0

(34) H I/l: .f

+co

e- "' Í (x) dx

au ordínul de pozitivilale lr, pentru orice lt. In prírnuf ca.z rä,dä,cinile po.ll'

noamelor ortogonale sint ir Íntervaf ul (- 1,1),-în al doifea 1n íntervalul

ò,;'i'i;. i"ä"t*il"i "uz 
in íntervalul (--, * *). In aceste cazurj este

42 T. POPO\/ICIU t+

(30) Aj> o, j:o,7,,,,k- t,
sau, ceea ce este echívalent, ca forma patratícä þ1 c¡1¡Z¡å¡ sä lie
defÍnÍtä çÍ pozÍtivä. 

í'i:o

Ilste cfar cä in general determínarea formulelor de tlp Gauss nu deo
pínde declt de rapoartele mutuale ale prÍmílor p + n-l- 1 momente c¿ ,
i : o,1.,,.,, p I n ale luí A t/ ]. Maí precís 1n detelminarea formulelor de
típ Gauss se poate f.rce abstrac!íe de o transformare líníarä a varíabílei
x çí de un factor constant dÍferit de zero al funcfÍonalei A [/]. De altfeí
aceastä observalíe este valabílä în general pentrrr formufele de forma (3)

care prin transformãr 1le indicate îçÍ pðstreazä forma çí graduf de exactítate.
l)acä A [/]-este o func!íonalä líníarä de ordín de pozitivltate k, exístä

un pofínom pt eP* çí unul singur care este ortogonal cu orice polinom de
gradul k-_1. Acesta este polinomul ortogonal de grodul k ataçat-'funcfio,
nalel A lll').

Polínomul p/r are toate ràdäcinífe reale çí clistÍncte. Intr"adevär, în
cazul contrar, acest polinom ar trebui sl aíbä un divizor de forma (x-a)z { b'
(o, b reali). Dacä atunci pr:l@ - a)' + á']Q, Q este un polinom de gradul
k-2 ãi avem A [pr, Q] : A [((x - ¿/) Q)'] 1- bz A [Q'] > O, ceea ce contrao
zice proprietatea de ortogonafítate.

E clar cä polínomuf p¿ nu depínde decît de prímele 2/r momente
ei , í:0,1,...,2k-I ale fui AI/].

In partÍcular o funcfíonalä de forma (1ó), ln care !¡ sînt dÍstíncfí çi
\¡ pozitlvi, are gradul de pozítfvÍtate lt. In acest caz pr, (x): (x-yt)
(x-vr)..(x-yo).

Dar avem çí un fel de recÍprocä a acesteí propríetä{i în sensul ür¡
mätor. Dacã y¡ , i-1,2,,,.,k sînt rðdäcÍnÍle pofinomului p¿ Íarmomentele
(29) verÍfícä fnegalÍtðfÍle (30), existä o funcfionalä 1Íníarä A(k)[,f ] de forma
(1ó), cu to!í coeficÍen!íí À¿ pozitivi çi astfel ca sð avem

(31) c,- -[(/c)[xt] , i:O,f,,.,,2k-1.
Intr-adevär, oríce polínom Q (x) de gradul k este de forna

e (x): apr,*)+ É 6:#^ñey,)
unde constanta ¿7 este egalä. cu zero dacä çi numaí dacä Q (.r) este de
gradul k -1, Dacä P(x) éste un pofir om de gradul 2k-f, el este totdea'
una produsul a douä polfnoame (reale) Q (x), Qt (x), prímul de gradul k
çi al doÍlea de gradul k-1, Avem deci

p (x): Q(x)e, ("): [o 
pr (x) _]_ 

É ,;#i¡,¡ o u,)] "

lg pt Q\ 1 k p¡. (x)
' 

I E (;riìd-,") Q' o) 
I 
: o 

E, ao6) @åfp, ou,)Qr 
(v¿) *

7) Existenfa fli thicítatea poíínonrulul pk rezlltð. numai dln At-t+0, Dacä Ak - 1 :0
tn astfei de polinom sarl nu existä sau el nu este determinat 1n mod unie,
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Consecln{a 1* - Pentru orice la liníar iv

h orice numrir'natural n çi..la ordine te
'i, 

," rr ,,,., r n f ormat numci' ditt t existä c Iã

rie tiP Gauss.
In acest caz nodurlle uneí Gauss uf

htervaluluí I çí sint separate de rädäclníle orfcäruf polínom ortogonal
I

de gradul k )i @ * tt f 1) ataçat funclionaleÍ.

In particufar (32), (33), (3a)^sint funcflonale de acest fel.
Exlitenla formulelor dç ttg Gauss.pe-ntru cazul 11: rr:,,: t,r==imo

,",ar a fost dämonstratä de P. Turán [12].r-' 22,- Pentru restul R [/] al formulelor /¡) de tlp Gauss, avem

(36\ R [æa+rz*r1 : R U(x) ,ri (x-x,)]: A 
I

Itr

TT (x
í=1

- r,)'''* '

Rezultä cä în condí{íÍle teoremel 6, R [xp+n+1] este cel maf mfc, peno

tru çí numai pentru forniulele de tlp Gauis caré provfn dln sístemele
mÍnf mízante 

1

Dacä funcflonala ,4, [/] are ordinul de pozitlvitate k] z @1'nl tl'
toate formulele delip de exactltate egal cu p!n, deoarece,
în acest caz dln (36\ *ru*tl ) O.

Pe baza unel o a nr. 5 çÍ pe baza expresíel bíne
cunoscute a restuluí polare a' lul LagrangeoHermíte, restul
R [/] af uneÍ formule (a) de tÍp Gauss se poate scrÍe

(37\ R [/]:
11,

II (x - x¡)
í=1

r'¿*1
lxt, xtr,,,, Xl , X2, X2t .,,1X2¡,,'¡X¡rXur,.,.rxurælf))

rr-l1 12* I rr-f Í
A

folosínd o nota!íe convenabílä a dlferenlelor dlvizate, care se pot defínf
astfel :

lle
(3s) V lt, Ír,,.,,f m* |

Zt , Zz ,,,., Zil¿ + I

: ll l¡ (zJ ll ,,¡: 1,2,,..,n2!t

determínantuI valorÍlor funcliÍfor l¡: l¡(¡), i: 1,2,,,,, m! I pe punctele
27,2r,..,,2,,,¡, (l este índlcefe'lÍnfilor lar i al coloanelor), cu condí1la ca
dacä un fjidp de v puncte z¡ sìrt confundate, cele v () 1) llníi coÍ€s¡
punzätoare contln valorífe f unc!ìflor çf ale prlmelor lor v - I derlvate pe
acest punct. In'partícular

Y ( z n, 2 2 1,,, ¡ z m r ) : V (t' r,- ;;,,: ..: .i)',,,*,)
' este determinantul 1uÍ Vandermonde al numerelor z¡,22¡,,,¡2p11 iar

' (t :, i' ;t,,:,i,, "")' : l,)
lZt , Zz r,,, zrrlt I l) :

V (zn,2r,,.,, zno*t)

44 .t, POPOVICIU t6

deci destul sä presupunem cä I coÍncíde respectlv cu aceste lntervale.
cazul funcfíonalelor lÍníare pozitive rezultä în partÍcular cä rädð,

clníle polínoamelor ortogonale sint in ínterÍcrul fntervaiLrluí I.

21, - Revenind la problema noastr?1, putem acum demonstra
Teorema 6. - trentru orÌce f unclion'atd. Iíniara Alfl care are or-

dinul de pozÌtivítate k, re[ativ to orice'nuntsr natural s¡"tà or¡ce sistetn
de ordine de nruttiplicitate rprz,,.,, r, f ornrut numaÌ diit nuntere funpare

1

astf el ca k\;(p + rt j t), exista cet pulirt o f ormuta (s) cre típ Gauss.
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etermfna n tuf uf Hanke1 o t, (ã) 9i4L¡u z,) À P-0, ,,.,t1 care este un poll
,0

ele de 11 $l coloane1n ,ht se poate aduce,
remarcabí[e.

pr 1n ra sform är t mentare n

te r.orme l\stfel, avem o r II
a

e¿ ,,0 (ã) qi-r,r (ã) , , , Qi-r, r+¡( ã)

¿i-rr(Z) Q¡-r,, (ã) . . qï-r,r+i+l (ã)

(42\ o,,¡(ã):

unde punem

ô; (z) : (í) ¿'-' ,r,Ì: o,f ,..., (ð; (ã) : o, pentru i ( v)

In partÍcular, pentru r:i formula (+Z\ devlne

Ço 9t

Qr 9z

...qí+i

. QT+i+{

O¡,¡ (ã):
Q¡ 9l+r qí+zi

ð3(ã)ö?(z) .. ö9n¡{e'

õå(ã) òi(z) . '....ô1,+¡(ã)

aú¡1 (ã) ð'¡1 (ãr . . . ô',Í(ã)

De asemenea formula este valabílä pentru Jr: O sub forma urmã-
toare r

Q,,¡(2):

q¡r'(ã) q¡+r (ã),'' 9¡,2¡(Z)

Dacä acestul din urmä d.etermlnani 1í apllcäm o formulä de transfor'
mare cunoscutä (a se vedea de ex, [11]), deducem :

Q t,¡ \E): ,¡i¡ F ,, ,,*" ,u-, 
11,Í 

G' - tv)í) vz (t t' t''"" t¡+i)

46 r. PoPovtctu 18

este díferenfa divÍzatä (de ordÍnur nl a runctiel f (x) pe nodurile zr., 22,.,.,
.n¿*1,

. In cazul Ímportanr peqlLu apríca!ÍÍ,^cind A [/] este- o funclíonarä rÍ"niarä pozÍtlvå, dfn (37) rezuttä ca averh. R [r] > o'å.qga /1i) este o runcçieconvexä de ordinul ptn. Se çtíe atuncf "j 
-ur.e- 

[g], "'
(39) R[f]:R [x2+n+r] Dp+,,+tlÍl
unde, pentru prescurtare, notäm cu )^lÍ) o diÍerenfã dfvÍzatä de ordlnul,! 

_u].,f"Xlli?: f F) pe m + t nodurí ctii-tincte convehobif e 
- 

taàpi"rinJ'-a"runc!Ía i) dln Ínterlorul lntervalulul I. Aceste nodurí pot ff alese oriãitde aproape unul de altul [I¡10].
Dacð, in partfcular, funclra I (x) admÍte o derlvatä de ordínul p+n+r,

avem

(40) R t/l : AI415rl 
f e,tu+D (z),

\p-fn+t)t"
unde ã^este un punct convenabÍl al lnterloruluÍ fntervalului I. De asemeneadacã I@) are o derÍvatã de ordínur p + n care verÍficä o .onáiçìãLipschÍtz ordfnarä cu constanta M, âVem

(41) 
I R I/l l< lR l*'*"n'l-l t(p*n+f)t

In formulele (39), (10),.'(al), coefícíentul R[xz*n+r1 se poate ftllocuicu valoarea Iuí scoasä din (3ó),
In ffne În acest caz m.ai observäm cå in sensul delfmÍtärfí restulul,cele maf precíse formule de tÍp Gauss slnt acelea 

"ur" 
-"ãru.puna 

,iriä,melor mfnlmízante.

. rn cazul^particular cînd k . n çi.funcffonala este de forma (16), Íor,mula de tip Gauss (unÍcä) se recluce la formula banalä
n

AIfl - E l,/(y,)
¿=1

cu restul iclentic nul. Gradul de exactÍtate al acesteÍ formule estef co.

ç 4. - Determínarea citorva formule de típ Gauss

í
q¡,¡ (t): E (-t)u /i\ -'- u

v=o lujt" 
qv*r
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(40) ..8 d, (q)r,.j{¡a;au, o(x¡) 
: o, i:1,,,, rt-u- I

v-n

Dacä acum !ínem seamä de acest sístem, ecua!Ía (+5) devÍne

t¿-LL

(úz) E t/u rx¡) r,!/ìu, , (x;) : o'

Elimínînd pe cl,t &¡), 'tt : 0,1,.,', tt-tt-l dln cele n - u ! I ecualií (5ó

(+7), gasim 
.

¿

(48) f 

"l) 

,-,'(xr) : o'

Dacä afci facem i : 1,2,,.',u gäslm un sístem care ne determínä

nodurÍle xp x2t.,,t tu.
Pe baïa ãefor'-spuse la nr' 23, se maí poate scrie

(n- u*1\
(i)

tltt2,-,, tn_LL + I t,
(x¡ - fv) ''l).1

n-u!1
il

V=1r
(i)

t' j ' 
tL-LL

(r.r) : C

,v'(to, tr,,,,., t,,-4¡ t)

çi dacä llnem seama de (aa),

U)
1' j ' 

tl-er (nj):

o datä no duril e x q¡ x 2,',,, rc,, d'eter miÏî' 
iriiiif,fäil,ÎitTi:,, i: 3ï]:

om exPlicit cu 'ajutorul momeno

t ¡ n-'u-Áx\
f, -u-l

Dacä A[/] areunordín d'e pozitivltate ) rnI rz.*"'*ru*.n'p]teq
obqíne polÍnomul p, -; ;i ãu "iutãrul 

uneí cunosäute formule a luí Chrls'

i"li;i-(;;;i ;;;;. [ir]T. þunt'u aceasta sä notäm cu P^(x).polÍnomul o.rtoo

gonal de gradul ,i'ätåçut f urrc ionalei A t/]' Ãcest pollnom este bfne

äetermÍnat lentru m ! n4- rnl rr! ,,' * ru'

l\tuncí polínomul p,-u (x),í," - xr)r';+r diferä numaf prfntroun fac'

tor constant de 
söcct'c$ttøçí'vr-'r

T

(n- u{t¡l A, ,rr, .,,t,,-*j1 
l, ,i 

"St (x¿-tu\" *tiil{ t*,
i+i

tv).i).

,Vz (tL, t2,,,,, t,r-u¡¡\I
I

48

avem

(43)

T. PQPOVICIU 20

unde notäm 
".u 

Fr,, t2,,,,,tj+t aplÍcarea succesÍvä a operatorului F Ia varíao
bilele t 1, t2,,.,, t¡¡ t,'

24, - Pentru a determÍna efectlv toate formulele de tip Gauss,
este sufÍcÍent,s1 rezolväm slstemul care se obllne dÍn (101 dacä lnlocuim
pe Q cu re polínoame de gradul tt_ f lÍnÍar lódependente. Aceasta revÍne
f a rezolvarea sÍstemului ftA) sau al unuí sístem echlvalent în sensul de
la nr. 6.

Ne vom ocupa 1n specíal <le cazul cind ¿) I,13 uln Ei ru+t: ru*z:
:.,.: t,r:1. Celelafte ordlne de multlplÍcitate rn,f2,,.,, ru sînt numere
fmpare (unele sau toate pot fÍ egale çl cu f ).

Fresupunînd cä am oblinut nodr ríf e x7, x2t,,,t xu, celelalte nodurí sînt
determínate în mod unls ca rädäcÍníle polinomuluf ortogonal p,,-u de grao
dul n - ¿l atagat func!íonalei e1

fIL.I
C[f] :Al ( n. @¡ - x',+'l f II i=1 

-.r

_ PolÍnomul pr-u se poate obline prÍn rezolvarea unuÍ sístem llníar.
Dacä punem

pn-n: ( - Í¡,-u,$' ,, (ã) (å - x)v (d,,-," (Z) :t)

n-t.L

I rtr ie¡T¿+v,o (ã): O, i:0,1.,,, n-u-I
V=0

Funcllonala AlÍ), avind ordfnul de pozitlvitate liàIþ:f n-l-t),

func!Íonala C[/] va avea ordinul depozitlvitatek._ltr,'+ rz*,..*r,* u)

2n-u çi decf sÍstemul (+S) are o solufle unÍcä bÍne determfnatä. Determfo
nantul acesful sÍstem este Índependent de ã $i este egal cu l,r-,,.

25.-Sístemul (43) este echfvalent cu ultÍmele rt-"u ecua\ä (i4), finînd'
seamä de acest síste.m, primele tt ecua+il (14) le vom lnlócuf cu altele
care vor con!íne numaÍ variabílele xq,x2t,,,,xa,

Pentru aceasta considerãm funclionala

(++) c(Ð [/l:A

Atuncí a jø ecualle ía\ se poate scríe

(45) CU) [(xj - x), i 02,,_,,J: o,

Observäm acum cä C [/l:C Ø lixj-rq' j+rf) deei _vr,o (x¡):r, j{,+;, o 
(x¡),

¿:0,1..., aça cä pentru E-x¡, sístemul (+3) devine

9) Puten lnlocuí pe (x-xr) ''i*1 cu (xi - x) rd*l cåci numerele ¡,, + I sint pare.

IT

(TT (¡¿ - ì¡'t+r, ¡
í=l
L-I J



GENERÃ,LIZAREÄ FOIIMULEI DTì INTEGIIÀRE NUMERICÅ Ã LUI GÃUSS 51

l!!| n ,, o -,, (*i)
f:'-F," -" _ ,l*l

R[xz*n*1]-

Bfneln!e
cu valorif

fês, 1n aceast ä formulä treb u1e sä lnloc ufm n oduríle xL, ."2,
e or ca lcula te dÍn sfstemul ca re se ded uce dÍn 4s) dacä fa F

cem j : 1,2,',', u,
In partfcular dacã u - 1, avem

R [xr+ 'r+1,f-
A,, + ,, ," - 't(xn)

A'r¡t,n-z(xù
I-n general calcuj_ul luf (51) este compllcat. Numaf dacä, rn:tr:,,,ts: I (formula de tfp Gauss este atuncl unicä) avem valoarea bfntcunos,

cutä (1n acest caz P:n-l)
Rlxz'|:*

23. Sä consideräm cazul particular ,n:2, tt:J, tz: f $i sä pÍ€r
s.unyngm crä Ã.[/] are un ordin de poznlvitate'= s.Ñoáut x, este o rä,
däcfnä a ecuafieÍ

(53) (o"o, - af)x6*:(aroz - doos) æ6*i(araaf u"an_ 2al) xaf (8cra. -
- 7a^an- a"as)xs *3(a2cn -f crcu - zaïl x2ts(aaa+'_--arau)xf c.c¡- qÎ : o

Nodul æ2 este dat de formula

arxl-3urxll3urx, - o.a
ez-

0 alxl-f3arx1- a,
iar numärul R[x6] de

R[:c6] : azxî - Lurxfl1a+xf; - 4aux1¡ au-
(orxl - 4urxl i 6a rxl - 4a nxn+ au)z

- +utx3r* - 4a3xrf cn

ate ceI puffn d
de grad

ou{ rädäcÍní reale, deoarece pe bazaea este par çi are cel pu Ín o rãdäcinä realä to).
ufin douä formule de tlp Ga uss, díntre care lnsä ln ge'

lucru
corespunde sÍstemuluÍ mlnlmfzant. Pentru a arðta acestr €ste sufÍcÍent sä partfcularÍzäm 1n mod convenabil momentele0o, 0lr d2, 0,s, A4, Ø,6,

, ^Sa ír¿å' ái J'r.
Atuncí ecua{ia (5j) se
+ 155ó): ó care are
sint valorÍle noduluÍ x¡
toare, ValorÍle noduluf

dr 
-- O, d2:

a (x2+
4, aa 24' 04 20O, qs: - 408.

reduce I 2x-a) @4 - 20xs4 174æ2 -- 214x+
numaf douä rädäcfnf reale,Þe

tfp
2 fiI - 4, Acestea

1n cele douä formufe de Gauss corespunzä,

f06, -fO7óO+
x, slnt 13, 5, lar valorfle lui R[xu] sint - 12920+

00, resPectfv. Cele douä formufe de tfp Gauss se pot scrle

. 10) Ãr fí inte'esant de aràtat cä, in condífiile probremei, aceastä ecuatre nu aretlecit douå rãdàclni reale.

50 T. POPOVICTU

V P,, - r, Po-ult,,...., Pn+rt*rz{,,,-l-r,

,r)X7¡ X7¡ ,,,, ¡ Xtrxú-,,,. ¡ xz, ,.,, , xu, x¡1, .,., ¡ Xu,

rri_t 
-,,7

rr

26. In particufar, dacä, u: f , funcfÍonala C(r) ["f] se reduceçÍ se deduce c¿ nodui rc1 este " ,âJtåiia a polfnomuluf
la At/l

urr,. (æ) artt (æ) .., drr,r-t (æ)

ar¡1(æ) arr,z (æ) ,,, qrr,o(æ)Arr,u-l (n):

drltn-t (*) orr,o (æ) ,,, arrrz,-z (æ)

1
Atltt2t ,.., t,,l ([, t" - lr)) ,'lyz(tutz,i,,, t,tl)nl

r

care, dacä rt:7, dlfe¡ã lq-af prÍntr,un-fqctor constant de polÍnomul or,togonat de g.¡radut n araçaf trn"çi*àiåÍ-At/i.'-^ 
vvr¡uru¡¡! u

- In ce príveçte carclrur p"liná*"î i í,,-t, in acest caz, putem aprícatormuta (49). Dac¿ A[/] are'un òrãìn'¿u'öãriti"itää"ä,+/rr avem
(50) 

' l-î,:,1: , in,o"*''l-r .) o'-t(æ) (æ - æ,)r1+t -
-ry_

: \,/

rt -11

Pn-ltP,rr.,,rPn* t.l

"':!:'y*
rni_ 1

DÍn determfnantur dÍn. membrur ar dotea af formuleí (so) se poateuçor scoate factorur (x - xr)r'r+r cací, în prfma rinie ãleäentut pn+¿ \x)se poate întocuí, pe baza cätortatte n i t' tiÃii "J'i;::i,ä t,2,..,, t,)
"f' (x-xr)vprv 

t-. \ , \.. "St (.r- xn)u -,.t-1u=fr+r v! r'i+¿(xt):(æ - x,)''r+', =à*, Ï-tr::\, @r)

27. Putem cafcula..pe _R[xr,* 
ro * r] 

.1e19!Íy Ia restul formulelor d.e tipGauss asrfet obfÍnutu. óiã-rårÅ aerc (!o), (44) ded,ucem

R [xr*ø*r1 :CØ[(x¡ - r), j -t r oz ..]

çf dacä !Ínem seam a de (a6) oblÍnem

(5r) Rlxr +, * ,l - i?'o' o,o,rrl,,)+, +,_u. '.u,o(n¡)

(5r), |årfiråiid 
pe d't(x¡)r V:o,r,..', tt -u- t dÍn ecua¡üre (46),
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(55) oz(eoa¿ - azr)xe * s(aZan - 2as a!*caczco)x1 | 3(3aru2r- 4alau !
f coanc6)x5 f (1f c^aocu - 10uf - coal)xt f Jou(an'- crcu) Í:0.

Deoarece a2(a6ua-c!) )0, au(oÍ-ora6)(0, aceastä ecuafíe are cel

forma

[(asrf -+- 5a,rl *an)r -f A(a,æl* oo*J] [(a.rf f 5anæl iao)r * +(anæ| *
f ouø1)l - la(aræl I unæ1)æ t or*I ! 5anæl f oul'

Numärul R[æ8] relatlv la restul formulel este egal cu

asxf i 6arr2rl un 4aræl | 4a+rt dral|-6anrllaa
$unnl, * Aaux¡

anæl|_6a6æl|-aa

[aræl -l 4u4æt u2æl I 6aoæ.1I aø

uræ!*6unrl*ae 4aarl | +uaæt

aorll6aræ7,*% üuræll4'aary

4a2æl ! Aaaæ¡ aræl I 6unæl * ua

Dacä nodul nn este egal cu 0, celelalte douä nodurÍ slnt

[ "*,,- 
],tn, iar R[æ8]:=# çí gäsím rormuta de tip Gauss

A t/l ^ ftVø,'Z- 
oifto) f (o,ou - al)uel"(o) + "lV(][4 I +ft - l/ff ,,

In partlcular avem formulele

I(o,o)ll):ffi[a(o*1,(]cf57lf(o)tzo1o+1)/,(o)+

t s(zo +?Y V 
( #r) +/(- 1r#, )1"

. _zzn+ tF(o * 1)r(s * 5)tfsffiD't/l (a)-t¡ts¡

12) Ar ti çi alei interêsant de denonstrat cà, in condtltile problernel, ecrratla (S5)
afe númai trel ràdäcini reale.

1õ) In aceasta formulä l-(X) este funefla eulerianä de spefa a doua,

l

52 T. POPOVICIU 24

1

A I/l - ¡þ5 ttssoztQ\ - 66301'(z)+ tzooo/'(z)+e/(- 13)l

A t/l - fitsostt- 
+) + t6s6Í'(- +) + r7s2l"(-4) + 136/(5)l

Príma formulä sÍngurä corespunde unuf sístem mínimÍzant.

29. Vom úce [a f"uncçionala'A[/] este sÌmetrÌcd de ordinul k dacä

prin o transformare lÍnfarå'a varíabiiei x p-utem fu:u,.:P momentele cu

inarci ímpari s.zí-it i: I 2,,,,,rk sä devinä nule' Ästfel de funcfíonale

slnt, de ex., acelea de forma.,¡f p (x)f (x)dx, unde o, Ó sînt flni!í lar funco

flu p(x) veriffcä proprletatea p (x) : p(b I q - x)' De asemenea funco

fíonalele de forma_..¡ló @)f(x\dx, unde p(x) este o func{le parä'

Revenlnd la cañrl t 2, rt:3, rr7 t studÍat mal sus' sä pÍêsu'

ounu- cä func{lonafã nt/] uru ün ordín-de pozftívftate ) S çi oo : 0 $í

ã"'ãtåit-d" sirhetrfe-) ¡. Þutem sä presupunem atuncl or : oa - tx6 : Q

çf ecuaffa (53) devlne

(54) aoo.2x6 f s(c.cn - 2ai\xa | 3a2anxz - o1: o

In condíçiile în care sintern (oo ) O, d, ) O, ooo¿ - o! ) o) se verlo

fícä Ímedlat cå aceastä ecua{le nu are declt douä radåcfnl reale lnegale

çí egale in vatoare;6;;fuitlft Avem decf douä formule de tfp Gauss cu

acelaçi R [xu]. 2
In particular, pentru funclionala I(0'o) fl, avem Qo:2' o':1'

an:Z çi rädäcÍnil e ecualiel (5¿) slnt +,- i;. ft"tna calculele, obçi'* 5 l¡5 YJ

nem formula de tíP Gauss

1 
0,0) n : l*lnsr,Ë, - ii t' (rc) nl ,'t,,f I + ur/l 5 ,l *

+ lZ: Du Ul' 1s75

çl o a doua formulå dqtlp Gauss, cu acelaçl rejt, care se deduce dln

aceasta înlocuind Pe l/5 "u - I/5'
30. Vom coniídera çí cazul clnd n-J, 7r:J, t27r"-l' .pte,sy^

puniná c¿ .a.Ul are un ordín de pozitlvltate ) ¿ çi un ordin de sfmetrle
'> ¿. Átun"i þätem pre iupune d{ : oe - or I oz: o 5i noduf x1 este o

rAdacina a ecuallel

a.n22,
faPtul

1f) Pentrú díscufle este destul såpresupúnem o0: oz - [' 'Atunci dacä

pfopfietatea rezultä din regula semnelor lul Descartes lar daã¿ I ( O¿ { 2 an
cå derivata ecuaçiei în ¡z ttu are rädäclnlle reale'
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+
f --1

2

IvV=l

,'-3

i,o'- "')eT
-v*t

fiv-1 l'
seamä de ortogonal 1t ate, de fap tu1 cä a 1T este un pollnom de

I lar

(e - ,,)''it, (e,-,rr)e?r-v *1,,rv -t ,u: r.2,,,,,+

slnt pollnoame de gradul I (r I tl - l< ¡, - t, deducem-11o

A[Q" +,J -- A1t " +-11 : r +Í
2

A
n- 1

((Q - Tr)Tr'i)z +
t -1

2

*ÐvA
V ='l

]n --e -v*l v_l((Q'- ,,')Q ' TT )2

,'-1

A ( (Q-")" 2

)2 >0,

decf A[Q'' + r]>Ahr * 11, ceea ce demonstreazä. teorema. Se vede
monstrafia rämine valabflä çí pentru r: l,

cä de,

3.
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SIJR UNE GENERALISATION DE LA F'ORMULE D'INTtrGRATION
NUMtrRIQUE DU TYPE GAUSS

Rêsumé
Dans ce travaíl on examlne guelques formules d'approxlmatíon de

la forme (3) où: 1" l\[/] est une fonctionnelle linë.aire (addÍtive et homoo
gène), dé{inie sur un ensemble vectorÍel de fonctions réelles et contínues

/(x), de la varlable rê.elle æ, défínfes sur un íntervalle I i On suppose gue

/ix) a des dêriv,êes iusgu'à un certafn ordre, tout au moíns sur les pojnts
ä,t'cus dêrivêes lntervíénnent effectivement et que, en partlcufler, A[/] est

défínl sur torrt polynome ; 2" (2) sont n pofnts distittcts de I; 3' les vao
leurs (1) de f(x) ei de ses dérívées succesíves sur les points (2) sont don'
nées ; 4' les a¡,¡ sont des constantes données. La formule (3) est du type
Gøass si elle est exacte, donc a un reste Ídentíquement nttl, sur tout poo

lynome du degrê Pttt, oit þ -.tt * rrl.'.*r,,-1, les r¡ étant les
ordres de nrultlplicíté des noeuds (2). Toute formule du type Gauss est

nécessaírement ãe la forme (8) quí s'obtíent en remplaçant /(x) par le poo

lynome de Lagrange,Hermíte correspondant, ayant fes noeuds (2) avec
leurs ordres de rnultíplÍcfté respectifs.

La condítlon'nécessaíre et suffí;ante pour que 1a forrnule (S) soÍt du
type Gauss est gue la condÍtíon d'orthogonalfté (10) du polynome (7)avec
tout polynome Q du degre n - | soit vërifl'ë.e.'Au 

$ 3 on ä¿montre Çue relatl' ement á toute fonctlonnelle llnê.aÎte
A[fl de l'ordre tte positívit-é k et pour iout système d'ordres de multiplí'
ciiê.' rr, t2,,,,,1,, données et formés seulement par des nombres impaires, Í1

exÍste au moÍns une formule du Iype Gauss sí /r) | ty+r¡l).Lafonc"
-2'

tÍonnelle a I'ordre de positívítê. k si elle est ) o pour le,cartþ. d'un poo

lynome guelcongue, non ídentlguernent nuf, et du degtê'.k-Í. En partÍ'
íulier une fonctíônnelle positive, par ex., les fonctlonnelles classiques 132)'

(331, (34\, a un ordre de posítÍvítê lt pour tout k. ce résuftat s'obtíent en

réduísant [e problème à Ia recherche des formules du type Gauss, pour
une fonctÍonnelle llnþn1re de la forme (16), où les poÍnts /¡ sont dístíncts
ei les coeffícíents )r¿ tous posÍtífs. Pour une fonctionnelle de la forme (16),

Ia proprlété résulte de la généra|Ísatíon d'un problème de mlnfmum bien
connu de la théorÍe des polynomes orthogonaux.

Dans le $ 2 on examíne ce problèrne sous une forme un peu plus
g,ënër,ale, O¡ 'démontre gLte la borne inf'ê,rieute de l'expression

Ã[ il I r, I 
"'] ou s; sont des nombres posftffs donnés et n¿ parcourt I'eno

i:l
semble des polynomes du degr'ë. donn'ê, tt¿, et de la forme n"i *,.., est

atteínte.
Dans le $ 4 on donne des lndícatlons sur la détermlnatlon ellective

des formules du type Gauss. Les ex
système d'ordres de mul
mules du type Gauss et
pas nécessaírement à un
à la démonstratíon de I'
pféi" 

"ã 
J" Þ.- f urun, quí a démontré tl2l gue sí tous les ordres de

multiplicltë. sont égaux, la formule du type Gauss est uníque.
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