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ASUPRA UNOR SUBSPATII CEBI$EVIDNE DIN SPATIUI]
NORMAT AL FUNCTIII-,OR LIPSCHITZIENE

de

cosrrcÄ MUslÃTA

(cluj)

1. În aceastä lucrare se aratä cä singurul subspatiu ceblçevian de forma
yL al spatiului normat Xl ^l 

functiilor lipschitziene cu .valoti reale, defi-
ã¡t"î"ií-tiä}i" *¿irii xeste subipafiul^{o}tr, dacä submullimea nevidä
y Ç-X satisfaóe anumite'contlifii.

Fie x un spafiu metric' cafe are cel pulin d.ouä puncte distincte çi
d, metnca lui. Pe?'clefinim urmätoarele miiltrimi de funclii:

(1) x# : (' x -'o' ;;!.'wP '""Ì
91

(2) xf : {Í.e x++, /(o) : oJ,

unde jiå" este t din X.
Mullimea o str-ucturä'cle spalig liniar.real,

definin.d.'suma lnmulfirea uqei functii din X*r cu

un scalar real nt, Xf este un subspaliu liniar al
lui X#.

1) ,{ici {O} este subspaliul format din funcfia iclentic nulä pe X,
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Dacä Y C X este nevidä, atunci pentru orice / € X# notäm

(3) K"(Í) - sup lfØ-f@t ." 
'Ïr*J" 

d(t' Y)

Dacä Y este format dintr-un singur punct, punem..1(o(/) : 0. în particular,dacá_Y:X, funcîionala K" este o-rorrrràip" Xf, åä'""."", pentru oricef e Xl notäm

(4) K"U): llÍll*.

spafiul liniar real xf;, înzestrat cu norm.a datä de egalitatea (B) îlnumim spatiul normat ar funcliilor lþschitzie;; 
""r";";kazá" în o e x.2. Are 1oc

TE.REMA l. FieY o swbmultirue neuid,ã ø tuì x. Atwnci existd. þentruorice f € X# o funclie F e X# 'østjet. încôt:

a) Fly : llv
b) K"(F) : K"(Í).

DemonStrafia acestei teoremd se gäseçtè în lucrarea l1l.
. -.D"rä Íexf ,1n general na reatrtá"_*cä funcfia F cu proprietäfile a)gi b) din rEoRErvr.A. I este tot din xff. ut-it*or 

"*"-pro dovedeçteacest fapt:
Fie X : R. Definim funcfia:

Í(r) : I
I

ltcl dacä -t<n<+l1 dacä xçR-t-1,+11

este rfine lui Rf,, unde ,,o,, este

t lfl ím submutÍimea y I lz, gl,: u, orice ø C .R, de unde rõzultã

O consecinjä imediatå a Teoremei I este

îEoREMA 2. Fi.e Y C X cøre conline o e X. Atunci þentru orice
/ e Xf existã. o fwnclie pZ Xf østfet, î.ncî,t:

a) Flr:Í1,
b) llF.ll" : llÍll,

ASUPRA UNoR SUBSPATII CEBI$EVIENE B3

Funclia .F din teoremele I çi 2 se numeçte o preluhgire a funcliei /
de pe submullimea nevidä Y pe întreg spatiul metric X.

3. Problema de care ne vom ocupa în continuare este problema uni-
citätä prelungirii ln cazul Tponnunr 2. Problema unicitälii unor pre-
lungiri de funclii a fost tratatâ çi în alte lucräri. Astfel în lucrärile [2]
çi [3] se studiazä unicitatea prelungirii în caatl Teoremei 1ui nenN-eANAcH,

FieYCX.Notäm

(5) YL : {Í e Xr,,f lo : 0}.

Evident, YI este un subspaliu liniar al lui Xf,.
De asemeni notäm

(6) inf ll/ - sllx: d,(Í,Yr)
c-vr

pentru orice:/ e Xf, çi

(7) 
ltf, 

d(*, !) : d(x, Y)

pentru orice ø€X.
r,Eua 1. Fie Y CX cu o €y. Atunci are loc þentru orice f e Xf ,

urmã,to ar eø egøl'itøte

(8) ll"fll": du,YL)

Dernonstra!,ie. Êie I e Xf .Pentru orice g € Yl avem

3

4

ll,fllo : suP
r+y

*, Y'Y

VØ-fTl
d(*' v) -sup lU-e)@)-(f-Ð@1.=

x+i, d(x, t)
'1,1teY

De aici d.ed.ucem

(e) ll/ll" < du,vr)

Pe de a7tâ parte, pentru / existä, în baza TDoRErvrÐr 2, o ltnclie .F. e Xf;
astfel ca Fl": Í1" çi llFll": ll/lh deci /- -F'€ YI. Atunci ll.fll":: ll,f - ff - F)llx >- inf ll/ - sll" : d(Í,vl-).

c=Yr
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De aici d.educem

coSTICÄ MUSTÄTA

(r0) llÍll, > d(Í,YÐ

Din (9) çi (10) rezultä (8).
D e f i ni þi a L Ury,subsþaliu liníør G ø1, I,wi, Xf; se numegte cebî,geaian,

døcd, þentru orice ^f € xf \G existd. un singur el,etnent ßo € G astfer, î,ncît
inf ll/ - sll* : lll - eoll*.

tnw¿, 2. Fi,e Y C X ctt, o e Y. Atunci wrrnd.toalele afirrnølii sî,nt
eckiaalente:

1o yr este cebî,geaiøn

2o Oyicøre ør fi f e Xf, exi,std un singur F e Xf, cu Flr:fl" FillFll": ll/11".
Demonstrall¿. Demonstrafia este analogä cu cea a îEoRDMET l.l clin

lucrarea [3].
1::) 2". Säpresupunem cä 2o nt are 1oc, adicä existá, f e Xf çi Fr, F,

{" xü, F, 
=!: 

F, iu llo : F, lr, : Frl" 9i ll/ll" : llFr llx : llFr llx, Atunci
F, -,,F, qJ+ çl llFr.ll"_= llr., - (F, - Frlll" J d(Fr, yr) 

= llFrll":: ll/ll" : llF,ll*, De aici deducem cä

llFrllx: ll.F, - (F,. - F")ll*: d(Fr,yL),

adicä F. are douä cele rnai bune aproximante, pe @ çi F, - Fr, ceea ce
corttazice faptul cä Yf este cebîçevian.

2"-> lo, Mai lntîi observäm cä Yl este proximinal, adicä pentru orice
f .e"If existä cel pulin un g G Yr astfel înc1t infimumul din formula (6)
sá fie atins.

llrtr-adevär, conform TEoREMET 2 çi r,oiugr 1, pentru orice /eXf;.
existä FeX astfel ca

llÍ - U - F) ll* : ll,fll" : d(f,Yr),

Sä presupunem acum cá Yf nu

a.tunci þentrw orice f € Xf øre loc egølitøteø

(11) sup [/(.y) - ll/ll, . d(x, y)] - inf lÍ@ + Vll" . d(x, y)1,
yeY yeY

oricare ar f.i x a X.
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Demonstual,ie. tn'! :Íãteà lll se aratä cä, fiind datä o funclie Í a X+'
funcliile

F,(x) : inf i/(y) * K'(f)d'(;,fl1,
!eY

F2@) : sup l/(.y) - K"(f)d(x,y)l
yey

slnt prelungiri a1e lui /. 1n particular, dacä /e xf, atunci aceste douä
prelungiri se scriu

(12)

F,(x): inf [/(y) + ll/ll" 'd(x,Y)1
yey

F,(x) : sup l/(Y) - ll/ll' ' d(x,Y)l
!ey

ln baza r,EMEr 2 ate 7oc relalia (11).

coRoT,ARUr{ 2. Fie Y C X clt o e y. Dacd' Yr este cebî'\eaian,

atunci oy,icøre ør Ji J€ Xf, I +A çi oricøre ør fi x e, X are loc inegølitatea

suP /(Y) - iú f(Y)

(13) d,(r,Y)<!-Y zilfl;

Demonstrø,tie. Avem

sup [/(.y) - ll/ll" d(*, !)J í sup/(y) - ll/ll' inl.d'(x' v)
y-Í -- -' leY YeY

çi

inf t/(j,) + ll/ll" d(*, y)l ) inf /(y) + ll/lly inr-d'(x, y).
yeY -- - leY YëY

Avlnd 1n ved.ere egalitâJile (7) çi (11) rezultä (13).

5. D ef ini! ia 2. Sþwnem cd. o submwl'limg YÇX a'rePr.oPrlrnraloa
C d.øcd. ea a./e óel' þulin- un þunct d,e acumuløre 9i conline þe o a X'

coRoLARUL 3. Dacã' y Ç X øre P¡rIIn:TÞTATDA C çi Yt este cebî'Se'

uian, aüwnc'iY:X,
Dernonstrølie. Fie fro G X un punct d.e acumulate al 1ui Y. Atunci

existä un çir (i*¡ ae puncte dinY, coìvergent .cât're xo Si ctt x,,:,4 øo pentru
orice ø eN. Definim funclia f :X + R prin

Í(x) : d'(x, xo) - d'(o, xo)'

4
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Aceastä funclie este lipschitziani çi aparline lui X#; Cin¿ n tinde la
infinit avem

f@): d'(x,,; xs) - d(o, xo) - -d(o, xo):f(xr).

Putem presupune de la început cä pentru toli n €tr/ avem Í(x") <0;
în caz contrar gäsim no e N astfel ca penttu toþi n 2 no sâ avem f(x,) I 0,

Fie 9,, : R -r 10, 1l datä de

de pe Y pe Y prin uniform continuitate. Fie F aceastä prelungire a líi f
pe V : X. Este un fapt banal cä llFllr : Il/11".

TEoRDMA 4. Fie Y ÇX cu oQY. Døcd. þentru orice f € Xf existd'

unic F €Xf astfel, cø Flv:Ílvl;i llFll*: llfllr, øtunc! þentru orice heX#
existd, wnic-H € X++ østfel, cø-Hlv: h,l" Si K*(H) : Kv(h).

Demonstrølie. Sá' presupunem cä existä h a X++ astfel lncit Ht çi Hr,
H1-!. Hrdini+ sefie prelungiri ale lú k în sensul TEoREMET 1. Atunci
funcçiile H, - h(o) Çi H, --k(o) sînt prelungìri . q]-e hÅ-þ .- nþ) e, {f :
Curiprelunlirea irii n - n'6¡ esie unicä, rcntlt'â câ H, - h,(o) - Hz - h(o)
pe X, adicä .F1, : Hz þe X.' itt conseciriträ reäiltA cá, afirmaf.iile rnonn¡,rpr 3 rämîn_ valab_ile çi
pentru funcliile din X#, clnd. prelungirea unui Í e X+ se face de pe Y a o

pe x.

| ¿ <Í(ru)
(14) g,(t) : f(x") - t

f(x,\ - f(xo)
t e lf (xo), Í(x")l

0 t > f(x")
,

Pentru fiecare n e N, funclia g, este lipschitzianá" pe X çi g"(o) : Q

deci g,, € Xf. Avem

(15) llç,ll' > e*ffþt*)) - (q"(f(xo)) 1 ON THE CHEBYSHEV SUBSPACES OF THE SPACES
OF REAI-,-VAI-,UED LIPSCHITZ FUNCTIONSd,(x*, xo) d,(xn, x o)

Pe de altá, parte, conform coRorrÁ,Rurrv¡ 2 ate loc inegalitatea SUMMARY

sup prþ) - inf <p"(y)
:t_ \/\ / yeY J)eY

2 ll p" lly 2 ll ç, llv

pentru orice n e N. În baza relaJiei (15) rea:lltia ci

d'(x' Y) '' d(x*' xo)

2

In this paper is shown that the subspace {o} (o is-the zero function
on X) is thè õnly Chebyshev subspace of the form Y-L of the space

Xf of the real-valued. Iripschitz functions d.efined. on the metric space
X, it t¡e subset Y C X has a cluster point.

pentru ori,cen e Nçipentru-orice tç e X. Trecînd.lalimitâgäsim d(x,Y):Q
pentru orice ø € X. Deci X CY. Deoarece Y C X rezultá" cá"Y: X.

TEoREnra 3. Fie Y c X cu o eY. Pentru cø þentru orice f e Xf sd.

existe o singurã. þrel,ungire F e Xf cu þroþrietd.iil'e a) ;i b) d.in
TEoREMA 2 ¿ste suficient, iør d'øcd. Y a.re pRopRrElaTEA C gi 'necesar

cø YL: {O}, s;au, ecltiua.l,entT : X.

Demonstrø,tie. Necesita.te. Sá, presupunem cä prelungirea oricårui /eXf
în sensul aEoRÐMÐr 2 este unicä, Atunci, conform rrEMÞr 2, Yr este cebî-

çevian. Dacâ Y are pnôpntE'farEA C, conform coRorraRur{ 3 avem Y : X
sau, echivalent Yr : {O}.

Suficienfø. Sä presupunem cä Y: X. F'ie /€ Xf.Funclia / fiind
lipschitzianä, ea este unifòrm continuä çi o putem prelungi în mod unic
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