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ASUPRA UNOR SUBSPATII CEBISEVIENE DIN SPATIUL
NORMAT AT, FUNCTIILOR LIPSCHITZIENE

de

COSTICA MUSTATA
 (Cluj)

1. In aceasti lucrare se aratd ci singurul subspatiu cebigevian de forma
Y1 al spatiului normat X3 al functiilor lipschitziene cu valori reale, defi-
nite pe un spajiu metric X este subspafiul {®}V, dacd submulfimea nevida
Y C X satisface anumite conditii. i .

~ Fie X un spafiu metric’ care are c:eli)u'tin doui puncte distincte i
d metrica lui. Pe X definim urmitoarele mul{imi de functii:

(1) X# = |f: X > R, sup =1 - o
: x2y A% Y)
i : nysX

si

@ x§ = (f & X*, flo) = 0},

unde ,0” este un anumit element fixat din X.
" Mulfimea X se poate inzestra cu o structurd’de spafiu liniar real,
definind suma a dou# funcii din X# si inmulfirea unei functii din, X3 cu

un scalar real in mod obignuit. Evident, X¥ este un subspatiu liniar al
lui X#,

1) Aici {®} este subspatiul format din functia identic nuldi pe X,
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82 ¢ COSTICA MUSTATA
Daci Y C X este nevidd, atunci pentru orice f & X# notim

(3) Ky(f) = sup [f#) —f)
) txyia;, a(x, y)

Dacd Y este format dintr-un singur punct, punem K

v(f) = 0. In particular,
dacd Y =X, functionala K este o normi pe XO#, de aceea, pentru orice
f e X¥ notim

(4) Ey(f) = £l

Spafiul liniar real X§, inzestrat cu norma dati de ‘egalitatea (3) 1l
numim spatiul normat al functiilor lipschitziene care se auleazd in o = X.
2. Are loc

TEOREMA 1. Fie Y o submuliime nevidi a iui X. Atuncs exisid pentru
orice f & X# o functie F = X# astfel incit

a) Fly = fly

b) Kx(F) = Ky(f).

Demonstratia acestei teoreme se giseste in lucrarea [1].
Daci f e X#, In general nu rezultd cj functia F cu proprietétile a)

si b) din TEOREMA 1 este tot din X¥. Urmitorul exemplu dovedeste
acest fapt: '

Fie X = R. Definim functia :

(x)_[lxl dacd —~l==x=<<+1
] 1 daci  x&R—[—1, +1]

Aceastd funcfie este lipschitziani : ea aparfine lui R¥, unde ,,0” este
originea axei reale R si ||f|l, = 1. Dac# considerim submultimea Y = [2, 3],
atunci ||f, = Ky(f) = 0, deci F(%) = 1 pentru orice ¥ & R, de unde rezultd
ci F & X¥,

O consecintd imediati a Teoremei 1 este

TEOREMA 2. Fie Y C X care confine o e X. Atunci Dentru  orice
fe X¥ existi o functie F & X¥ astfel incit:

a) Fly = fly

b) IE Ny = llflly
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Functia F din teoremele 1 §i 2 se numegte o pre}uhgire a functiei f
de pe submultimea nevidd Y pe intreg spatiul metric X. _
3. Problema de care ne vom ocupa in continuare este problema uni-

citdtii prelungirii in cazul TEOREMET 2. Probluevl-na un1c1tAz"11;11 unor pre-

lungiri de functii a fost tratatd si ’;‘1.1A alte lucrdri. Astfel in lucrdrile [2]

si [3] se studiaza unicitatea prelungirii in cazul Teoremei lui HAHN-BANACH.
Fie Y C X. Notdm

(®) Y= {fe X{, fly =0}

Evident, Y este un subspatiu liniar al lui X,
De asemeni notim

©) inf ||f — glly = d(f, Y4)

g€y
pentru orice f & X¥ si
(7) inf d(x, y) = d(x, Y)
yeY

pentru orice x g X.

. . #
LEMA 1. Fie YC X cu o GY. Atunci arve loc pentru ovice f&a Xj ,
urmdtoarea egalitate

) Iflly = a(f, Y1)
Demonstragie. Fie f& X#* Pentru orice g & Y* avem

If(#) —f) (-8 — -8l <

= sup '

Il = sup =00 =548 a0, )
x, yeY x yeY
= ==l _ p_ 2l
< S;l:}; a(x, ) I/ y
FoyeX

De aici deducem
©) ‘ Ifly < d(f, Y1)

‘ - i

& istd, 1 - functie F & X

Pe de altd parte, pentru f existd, in baza TEOREMET 2, o fu ; M
astfel ca Fl|, =fl, si |Flly=Iflly, deci f—F Yl Atunci ||fll, =

= |f—(f— F)llx > inf ||f — glx = 4(f, Y1)

gsY
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De aici deducem

(10) Iflly > a(f, Y1)

Din (9) si (10) rezultd (8).

Definitia 1. Un subspatiu liniar G al lui X se numeste cebisevian,
dacd pentru orice f g X N\ G ewistd un singur element gy & G astfel incitt
inf If —gllx = If — gollx-

" ueMA 2 Fie YCX ou oaY. Atunci urmdtoarele afirmafii sint
echivalente :

1° YL este cebisevian

. 2° Oricare ar fi fa X¥ existd un singwr F & X¥ cu Fl,=fly st
” ”XDemlLJ;”sl;fmﬁe. Demonstrafia este analogd cu cea a TEOREMEI 1.1 din
lucrarea [3].

1°= 2°. Sd presupunem cd 2° nu are loc, adici existi f g X' si F,, F,
din Xii: F =t F, cu fly = Fy|y = Faly si ||flly = IIF;llx = ||Fally. Atunci
Fy —Fy, & YL o |Fifly = ([Fy — (Fy — Fy)lx = d(Fy, YL) = |F|ly =
= |Iflly = |IFillx- De aici deducem ci

IFally = IIFy — (Fy — Fo)lly = d(Fy, Y1),

adicd F, are doud cele mai bune aproximante, pe ® si F; — F,, ceea ce
contrazice faptul ci Y.l este cebigevian.

2°=) 1°, Mai intii observim cd Yl este proximinal, adicd pentru orice
f & X3P existi cel putin un g & Y+ astfel incit infimumul din formula 6)
sd fie atins.

intr-adevir, conform TEOREMEI 2 §i LEMEI 1, pentru orice faXxi,
exista F g X astfel ca

If = (f = B)llx = Iflly = 4(£, Y1)

54 presupunem acum cd YL nu este cebisevian. Atunci existi fa X§
§i existd g, g, &G Y1, g, 5£ g, astfel incit sd avem [|f — g,y = |f —gllx =
=d(f, Y1), Tinind seama de LEMA 1 i de faptul cd (f—gy)|p=(f— &) ly=fly
rezultd atunci cd prelungirea lui f nu este unici.

%4 COROLARUL 1. Fie YC X eu oa@y. Dacd YL este cebisevian

atunci pentru ovice f & Xy are loc egalitatea
(1) sup [A3) — Wy - (s, 9)] = inf [/05) + Wfll - dls. )1,

oricare ar fi » g X.

5 ASUPRA UNOR SUBSPATII CEBISEVIENE 85

Demonstragie. In lucrarea [1] se aratd ci, fiind datd o functie f & X¥,
functiile

Fy(%) = inf [f(y) + Ky(f)a(% ¥)],

yeY

Fy(x) = sup [f(y) — Ky(f)d(%, y)]

yeyY

sint prelungiri ale lui f. In particular, dacd fe& X#, atunci aceste doud
prelungiri se scriu

Fyi(x) = 12£ LA + Iflly - (% )]

2
2 Fyf#) = sup [Ay) — Wflly - d(x »)]

in baza LEMEI 2 are loc relaia (11).
COROLARUYL 2. Fie YC X cu o&€Y. Dacd YL este cebisevian,
atunct ovicare ar fi f & X3, f=£ ® si oricave ar fi xS X are loc inegalitatea

ysug f1y) —yinfyf(y)
d ’ -Y é = = .
(13) - (5 ¥)= 2{|flly

Demonstratie. Avem
sup [A(9) — Wflly dlx 9)] = sup f19) = /1l inf a(z )

si
inf [f(9) + I/l (% )] = i f(3) + I/l inf a(% 9)-

Avind in vedere egalitdtile (7) si (11) rezultd (13).
5. Definitia 2. Spunem cd o submulfime Y C X are PROPRIETATEA
C dacd ea ave cel pupin un punct de acumulave §i conpine pe o & X.
COROLARUL 3. Dacd Y C X are pPROPRIETATEA C st Y1 este cebige-
vian, atunci ¥ = X. . _
Demonstratie. Fie %, & X un punct de acumulare al Iui Y. Atunci
existd un §ir (#,) de puncte din Y, convergent cétre x, §1 cu x,5* %, pentru
orice # & N. Definim functia f: X - R prin

f(#) = d(x, %) — d(o, %).




36 COSTICA MUSTATA 6

Aceastd funcfie este lipschitziani si apartine lui X§. Cind # tinde la
infinit avem

f(%,) = a(%,; %) — d(o, %o) > —d(0, %o) = f(%y)-

1)

Putem presupune de la inceput cd pentru toji » & N avem f(#,) < 0
in caz contrar giisim n, & N astfel ca pentru tofi # > #, si avem f(#,) <O
Fie ¢,: R — [0, 1] datd de

1 t < f(%)
(14 wlt) =11 L (), fn)
0 > (z)

Pentru fiecare » & N, functia ¢, este lipschitziani pe X §i ¢,(0) = 0’
deci ¢, & X¥. Avem

A(%n, %o) a(%pn, %o)

(15) o [y = Lon) = @it | _ 1

Pe de altd parte, conform COROLARULUI 2 are loc inegalitatea

sup @n(y) — inf g,(y) .
d(x; V) = =¥ yey

2 [ onlly T2 lenlly

pentru orice # & N. In baza relatiei (15) rezulti ci

d(x, V) < _d(”';' %)

/

I

pentru orice # & N si pentru orice ¥ & X. Trecind la limitd gisim d(x, Y)=0
pentru orice ¥ & X. Deci X C Y. Deoarece Y C X rezulti ci ¥ = X.

TEOREMA 3. Fie Y C X cu o &Y. Pentru ca pentru ovice f S Xé* sd
existe o singurd prelumgive F o X¥ cu  proprietitile a) si b) din
TEOREMA 2 este Suficient, iar dacd Y are PROPRIETATEA C §i #necesar
ca YL = {®}, sau, echivalent ¥ = X.

Demonstratie. Necesitate. Si presupunem ci prelungirea oricirui feXgqt
in sensul TEOREMEI 2 este unicd. Atunci, conform rEMEI 2, Y1 este cebi-

sevian. Dacd Y are prOPRIETATEA C, conform COROLARUL 3 avem Y = X
sau, echivalent Y1 = {®@}.

_ Suficiena. S& presupunem cd Y=X. Fie f Xf . Functia f fiind
lipschitziand, ea este uniform continud si o putém prelungi in mod unic
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de pe Y pe Y prin uniform continuitate. Fie F aceastd prelungire a lui f
pe Y = X. Este un fapt banal cd |Flly = [|flly.

TEOREMA 4. Fie Y C X cu o g Y. Dacd pentru orice f S X eowistd

unic F e X¥ astfel ca Fly, = fly st |Flx = |Iflly, atunci pentru orice haX#
existié unic H S X# astfel ca H|, = h|y 51 Ky(H) = Ky(h)

Demonstratie. S3 presupunem ci existid # & X# astfel incit H, si H,,
H, == H, din X# si fie prelungiri ale lui » in sensul TEOREMEI 1. Atunci
functiile H, — h(o) si H, — k(o) sint prelungiri ale lui # — A(0) & X
Cum prelungirea lui # — A(o) este unici, rezultd cd H; — h(o) = H, — &(0)
pe X, adicd H, = H, pe X.

in comsecini rezulti ci afirmatiile TEOREMEI 3 rdmin valabile si
pentru functiile din X#, cind prelungirea unui f & X* se face de pe Y ® 0
pe X.

ON THE CHEBYSHEV SUBSPACES OF THE SPACES
OF REAL-VALUED LIPSCHITZ FUNCTIONS

SUMMARY

In this paper is shown that the subspace {®} (@ is the zero function
on X) is the only Chebyshev subspace of the form YLl of the space

X of the real-valued Lipschitz functions defined on the metric space
X, if the subset Y C X has a cluster point. :
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