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O CLASIFICARE A FUNCTIILOR LIPSCHITZIENE

de

COSTICA MUSTATA
(Cluj)

1. Fie X un spafitt metric cu metrica d. Pe X se defineste urmitoarea
mulfime de functii :,

1y 0% —_—_{f:. X R, suwp e =10 o f(o) :’0}
I el B SN o [ | I j xxy#eyXA d(x’y) L :

unde ,,0” este un element fixat al spa‘;mlul metric X.

Pentru ¥ ( X, care contine cel pu];m doua puncte distincte se defi-
neste funcfionala:

[flx) — S f

2) K = sup —————, e Xy.

@ | g /R
nyeE

Daci Y = {o} punem K v f) = 0 pentru orice f X,

Mulfimea X liizestratd cd opera‘pnle obignuite de adunare a doui
functii i mnml‘prea une1 funcfii cu un scalar real devme un spatiu vec-
torial real.

Daci Y X, atunci func‘pmnala (2) este o normi pe p.cid si pentru

orice f € X¥ scriem

3) .~ Hfllx= sup
x#EY

%yEX

(%) —f
a(#, y)

L

Spatiul vectorial X¥, inzestrat cu norma (3) il numim spatiul normat
al functiilor lipschitziene cu valori reale [2]. '

FieYC X cuo e Y. Notim
{4)" K (f) = |Iflly pentru orice f & X,
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©) Vo={f = X, fly =0,
©) AL YY) = inf ||f — g||,.

s vl

Unelement g, e yL pentru care infimumul din (6) este atins se numeste

element de cea mai bung aproximare a Iui f  X# prin elementele lui VL.
n lucrarea [2] sint demonstrate urmitoarele ;

Lema 1. Fie YCX cuoeY. Atunes pentru orice f e X qye
loc egalitatea :

(7) Iflly = d(f, Y'Y,

TEOREMA L. FieY C X ewo e v, Atunci pentru orice f = X ewista
cel putin o Junctie F e X} astfel ca

(8) fly =Fly st lflly = |IF]|.

O funcfie F « X§' cu proprietétile (8) se numeste o prelungire a lui
fEXu#depereX.

Doud dintre prelungirile lui f e Xf » in conditiile teoremei 1 sint :
Fu(s) = inf [f(3) + ||/1lyd(x, 5)]

(9) Fy(x) = sup [A9) — llfllyd(x, 5)]

§i din felul cum sint construite [1, pag. 214] rezultd o ele sint respectiv
cea mai mare §i cea mai micd dintre prelungirile Iui f, in sensul of orice
altd prelungire F a lui [ verificd inegalitatea

(10) Fo(x) S F(x) < Fy(x), xeXx,

Lema 2. Fre ¥V CXawoecyY g f= Xj‘i Atunci orice element

de cea mai bund aproximare a lui f prin elemeniele i Y4 oste de Jorma
f—F, unde F este o prelungive a lui f de peY pe X.

Demonstragie. Oricare ar fi o prelungire F a lui S de pe Y pe X, in
baza lemej 1 §i a teoremei 1 avem :

1S = = B)lle = 11Blly = 111l = a(f, ¥4,
deci f — F e YL este de cea mai bund aproximare pentru f,

Fie b « Y1 un element de céa mai bund aproximare a lui S si s pre-
Suptnem ¢i & # f — F pentru orice prelungire F, Aceasta inseamni ca

ﬂr;-—-e :
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. 2 L, (f— Wy = fly- Prin
| — a(f, Y4) = IIflly_si deoarece k&Y, (f—h)ly =fly Prin
{[f — Al X'*_tdg ﬁd{p&nitewl";l ditiile (8) din 1e01f:ma#1,F aﬁ:ﬁir{l otice F,
ko < ‘a lui f de pe ¥ pe X. Deoarece 4 3’é{are de exemplu
Otpriliugili;iﬁ cel pufin un punct x, € X pentru ’
atun

h(xo) > (f — F) (%)

adicid |
(f — h)(x,) < F(%,) pentru orice F.

fn particular
(f — h)(%o) < Fal#,)

ceea ce contrazice inegalitatea (10). ‘ b g
Analog, dacd h(x,) < (f — F)(x,) pentru orice F, atunci in pa g
nalog, da 0)

(f = h)(%0) > Fa(x0)

i rice x € X
ce, din nou contrazice inegalitatea (10). Deci pentru or ‘
ceea ce, din not tr,
& ) le ce urmeazi vom da o clasificare ' a func‘;;ull?lri1 éiilr?leXgi’ ;E
B Cortafea; unei. astfel de functii fatd dé: Il);fn pod G
rapOIt’Clg ‘c)(énggte“ un $pafiu metric liniar rea}lc.- Drept e
i = = Wy . . Y . ]
El)gf;z:ici elementul nul 6 al spafiului liniar

Fie YC X cu 6 €Y. Fie ¥ €Y. Notam

(1)  C,=[—xxl={y eX:y=— 2+ (=% 2<[01]}
=¥ —=C,.
B y xS d f este
1 ' ' ;i X' Spumem c :
initia 1. FwYCXc'ueel_’war gopunen, b
. ]_)eml} 1}1‘{?;,'5{1' ((IP)) (respectrv superior yb?'em%gzbtlz/ti(](c de))j)bepcx b
'iinfe('p;r ﬁ:f f:ﬁ%e x €Y si_pentru ovice prelungire I a luwv |
d pen ‘i st pe
Qg care loc inegalitalea :

(13) f3) % F») (respectiv /(3) S F),

pentru orice y = I,

: 11 Ny < e
Urnidtoarea tedremi-‘ d8 o caracterizare a fur;ctnlor (IP) ((SP)) P
rmniato B : 4:

Y“CX cu 0 €Y. '
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TEOREMA 2. Fie Y X ¢y §

elemente nenegative (nepozitive ) pe
Demonstrajcie. Rezults

O proprietate g functiilor (IP

de - bund )
cea mai bund aproximare ale Ly [ prin elem

A MUSTATA
4

. ¥ o e ,
SP ¢ < . =S¥ g f =Xt Func ste (1P)
}J o P numar dacd pentyu orice x < %’ muiﬁﬁ:afelzj;ingc{lp)’
4 2loy

|

Y.
din definitia 1 si lema 2,

) ((SP)) este cuprinsi in

| Lema 3. F; ;
| Uﬂwmyamﬁ;?gxGEY”Y¢w}an€ﬂWW(M>
; 2 Q(f=0) peY, unde & este elementu] (;ml al spa-

| 5
Ii fouluy X3,

i‘ | D erq s T i 1 -
t5ti1 _nnli’ 1111 5 11. I'Aa f1e. Dacg f = Xu# este {IP) pe YV X cu Proprie

21;:1 e dl enu ]:, 11111[1 Cl] == {B}, deoareceﬂ{n} — (Dr{a}, rezu]tﬁ. Cﬁ. ”f“ = 0

Cy .

i il 1 f
i { }

demonstratia este analogi,

pe Y. Dacd existy x. < Y
[‘xo,onﬂY- ' S

avem ca f = @ pe Y, Iije
mulfimea H — [— %, xﬁuﬂe R

Pactd ; atunci functia f, isi atinge

1“[11131 CCIISIdeIalll SegIIlEIltLl Cyo

In punctul x, avem
f(xo) — inf [f(z)
Zecyu

S — min fz) — |

=~ llflle,, -

Pentru functiile (SP) pe Y 4

Demonstratie. Daci f =

Syo) = max fly) z 0

”f”c Z’f(o)—f(yo)l
BT g

pe X este unici §i anume este

TEOREMA 8. Fie Y C X inchisi, ¥ £ (6), § ey o /= X¥, (1p)
¥ O ) i

»astfel ca f(x,) = 0, atunct f = @ pe

X3 este (IP) pe Y, conform lemei 3
# 051 astfel cd f(x,) = 0. Considertim

¥ - i
[— =%y, 2,] este o multime compifgar:eczeulg‘i o Om}nuItlme et
X 4 ca mulfimea H este
com-

marginile pe H. Fie Yo € H astfel ca

f(yo) 2 f S f(y0)> =
l’aca (’ al”l Cl, evic e”l (D e 11 a I) eS”l)l]] em deCl ca ) ()'

[— Yo, ¥o]. Evident

(0. ¥) L

+ l1/lle,, 4%, 2)] =

Tlley, - inf d(xy, 2) —

Yo

inf d(x,, z) < 0
€C,,

Deci 0 = |
S(x) < Fy(xy), ceea ce contrazice faptul cf J este (IP) pe Y

emonstratia este. analogi.

entele lui C & este formatd, din
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UNE CLASSIFICATION DES FONCTIONS LIPSCHITZIENNES
RESUME

Dans cette note on présente une classification des fonctions lipschit-
ziennes 4 valeurs réelles définies sur un espace métrique linéaire réel, par
rapport au comportement d'une telle fonction envers ses prolongements.
On définit les fonctions prolongeables inférieurement (IP) et prolongeables
supérieurement (SP) sur un sousensemble Y de X avec 6 € Y. On présente
un théoréme de caractérisation des fonctions (IP) ((SP)) et deux propriétés

dont ces fonctions jouissent.
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