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O PROPRIETATE DE MONOTONIE A OPERATORULUI
DE CEA MAI BUNA APROXIMARE, IN SPATIUI,
FUNCTIILOR IIPSCHITZIENE
de
COSTICA MUSTATA
(Cluj)

1. Fie (X,d) un spatiu metric liniar real, cu metrica 4 invariantd la
translatii si urmatoarele mul{imi de functii definite pe X, ([4], [5]):

(1) X¢ ={f|f: X > R, sup LSO o 1(6) =0},
rx]i}' d(xuj’)
) Cy = {f| /: X > R, sup % < o, f(8) = 0 si pentrn
70 X,
r=X

stice mye X, T +4) = fd) A

Mulfimea X se poate inzestra cu o structuri de spatiu vectorial real,

in mod obisnuit.
Fie ¥V un subspatiu liniar nenul al lui X. Definim functionala || . ||y :

X¢ — R prin
Lf(x) — f) Je X

3 = su
3) 11l = sup ==

xy<Y

care, in particular, pentru ¥ — X este o normid pe Xy si spafiul normat
(X", ||.|lx) este izomorf i izometric cu dualul unui spatiu Banach ([1],[3]).

Are loc urmitoarea lema:

Lema 1. Mulimea Cy este un con convex din Xo . Dacd [ este un
element din Cy, alunci
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Lf=)]
4 su ==
(4) sup 2= = Il
rxeX

Demonstragie. Faptul cd mulfimea Cy este un con convex este demon-

strat in [5]. S8 ardtdm cii Cp Xg - Fief € Cx. Atunci, pentru orice x € X,
x # 0avem: )

11 < sup T — yr(f) < oo

adicd |f()]| < M (f) . d(x,0). Deoarece f(x + ) < f(x) +f(y) si metrica
d este invarianti la translatii avem :

J@) =) = flx —y) < |f (v — )| = M(f) - d(x — »,0) = M(f) - d(x,9)
si
fo) =)= —fy—x)=—Ifly — 0l = — M () - d(xy)

de unde deducem ci |f(x) —f(y)[ = M(f) - d(x,y), de unde, pentru x # y
avem

(x.y}
’-’1}'@\’
= o 11
adicd f e X7 si in plus ||f||y = sup 205"
x40

reX

Pe de altd parte, pentru orice ¥ € X, ¥ # 0 avem

/(2] |f(2) = £(0)] f(9) —
= sup ————— == sup ———
o dnd) o dn0) ey de ,y) = llfllx
He F= ry=X

si lema este demonstrati.

2. Vom nota
(5) XS — CX =¥ Cx.

spatiul generat de conul convex Cy, iar daci Y este un subspafiu liniar ne-
nul al lui X si f € X§ vom nota cu f|, restricfia lui f pe subspagiul Y si

©) vh, = (1 = X3, fly =0},
) Vi = {fIf = X3, fly = O}
Deoarece X ( X, rezultd ci Y{v; C Yi,;k .

In lucrarea [5] este demonstrati urmitoarea teorema:
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TROREMA 1. Fie Y un subspagin nenul al lui X si f = Xo' . Atunci, pentru
fly existéi F = X5 astfel ca

a) fly =Fly
) 1flly = lIF]lx

Doua dintre functiile care verificd proprietitile a) si b) (vezi [2]) sint :

Fy =1k [AY) + [1F]le- #(., 2],

Fe = sup [A9) — lIflly 4(.5)]-
Pentru f = X¢ si YV subspatiu nenul al lui X, vom nota

©) PL(f)y ={FIF = X{, fly = Fly st [Iflly = |IFll}.

Lema 2. Fie f € X§ 5 Y subspatiu nenul al lui X. Atunci ovicare
ar fi F € P} (f) au loc inegalitdtile :
(10) F(x) = F(x) £ F,(x) pentru orice x € X.

Demonstratie. Fie F < Py (f)
Vom arita ci F(x) < F,(x), pentru orice x = X.

S presupunem contrariul, adicd cd existi x,= X astfel ca F(x,) >
> F(%,). Dacid x,<Y atunci, deoarece F|, = F,|,= f|, rezulti ci F(x,) =
= F,(x,), deci avem o contradicfie. Daci x,=Y, aplicind Teorema 45
din [7] pag. 104 deducem ca F;(x,) = F (x,), din nou contradictie.

Fie %, = XV, aceasta inseamni ci oarecare ar fi v & Y, @x,y) = O
Daca F,(x,) < F(x,), atunci existi y, €Y astfel ca

So) + Iflly d(%0, y0) < F (o)
de unde deducem ci

flyo) — Flxy) o e Ilfll
¥

d{¥0,¥0)
sau
Fyo) — Flx,)
il A o .
d7ag 11l
Pe de alti parte ”F”){ = sup [F(x) — F(y)] > |7 (ya) = F ()] > F(vg) — F(y,) ,
rEY d(x,y) d(%0,,) d(%9,9,)

nysX
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de unde deducem ci

F{ [} ﬁF'u
— (B T =T o il
d(xg,0)

adici ||F||x > |Iflly, ceeace contrazice (9).
Analog se aratd cd Fy(x) =< F(x) pentru orice x € X si lema e demons-

trata.
Lema 3. FieY un subspativ liniar nenul al lui X si f € Cy, Atunct,
pentru fl|y existi F € Cy  asifel ca

a') fly = Fly
b') |Iflly = lIF]lx

Demonstratie. Deoarece Cy (— Xg (conform lemei 1) rezulti ci pentru
[y existé cel putin o prelungire cu proprietitile a’) si b’) (conform Teoremei
1). S4 ardtdm cd existd cel putin o prelungire care este chiar din Cy. Intr-
adevar

£y = ngf(y) + [1flly - d(., ¥)]

este din Cy; pentru orice %, ¥, € X si orice y,, v, €Y avem
F(xy 4 %) = fyn + v2) + Wflly - (% + 20, 31+ 30) =
J) + f(e) + [flly- @(x — 21, 32 — %) =
S + flyve) + flly- (@2 — 31 0) + d(0,3, — ) =
1) + (ye) + Iy - d(x1, 1) + [ flly @(xe, 3o),
de unde deducem ca
F(x, 4+ %) = F(x,) + F(xy).
Pentru f € X siY subspatiu liniar nenul al lui X vom nota
(11) P5(f) = {FIF < Cx, fly = Fly st [IFllx = |lflly}.
Daci f = Cy, atunci cu sigurantd ci P% (f) # O

In plus, din demonstratia Lemei 3, se vede ci este suficient ca restricfia

fly a lui f = X§ si fie subaditiva pe Y si atunci P% (f) # @. De asemeni
avem

(12) Ps (/) C PL(f)-

3. Fie G un subspatiu liniar nenul al lui X§ si f & Xo
Vom nota

(13) in |1 — gllx = d(/6)-
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Daci pentru orice f € X#, infimumul din (13) este atins vom spune -

cii G este un subspafiu proximinal al lui X ; daca G este un subspafiu pro-
ximinal numai pentru elementele unei anumite submulfimi ¥ a lui X, vom
spune ci G este V-proximinal. Un element ¢ € G, pentru care infimumul
din (18) este atins se numegte element de cea mai bund aproximare a lui
[ prin elementele lui G.

Lema 4. Fie Y un subspatiu liniar nenul al lui X si f € Cy. Atunci
are loc egalilalea :

(14) AfYxe)=4(fY 5)-

. - . . ' 1
Demonstratie. Daci f € Cy, atunci oricare ar fi g € Yy, avem:
“o

LFlx) — f| (f—g (» —(f—g ]
= slip ———— = s5Uup =
171l Sy d) e a (x) -
rveY ryeY
=g —(f—8
sup (f—g) - (-8 Wl _ I — glle
;?zx “xy)

de unde deducem ca

Iflly = inf [If — gllx = d(AY ).

gEY§;

Pe de altd parte, conform Lemei 3, avem

WAly =11 — (f = F)llx= inf ||f — gllx = @ (f, Yig);
gEY;g
unde F verifici proprietitile 4') si b’) din Lema 3. Un rafionament cu
totul analog, folosind teorema 1, conduce la ||f||y = d(f,Y;#) si lema
este demonstrata. '

Pentru Y subspatiu liniar nenul al lui X sif € Cy, vom nota cu 4L i (fy
X

. . . e o . . o
si Ay j{a( f) mulfimile elementelor de cea mai buni aproximatie ale
0

lui f prin elementele subspatiilor ¥V ;u# si Vi

xs» Tespectiv,
0

s Lema 5. FieY un subspatiu liniar nenul al lui X. Atunci subspatiile
=" yt’s sint Cy — proxeminale. In plus dacd f € Cy, atunci oricare ar
o “o
Jige ij}s (f), & este de forma g=f—F cu F = PY (1) si oricare ar fi

L]

h s AY;# (f), h=f—F cu F = PY(f).
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Demonstrafie. Fie f € Cy. Atunci, din Lema 4 deducem ci
flly = IIf = (f — Flllx = a(£, Y;) = d(f.Yi#)--

si deoarece f —F €V} xe Y, X rezultd ca cele doud subspafii sint C,—

proximinale.
Sd presupunem acum ci g € Ayt (f). Atunci avem
a

If — gllx = (4, Y L) = lIflly

si
fly=(f — &)l
ceea ce Inseamnd cd f — g verificd proprietitile ') si ') din Lema 3, deci
f—g=F, F = Ps(f) de unde g = f — F.
La fel se aratd ci daci k= Ayi#(f), atunci # = f — F cu F € P} (f).
XB
Pentru aceasta se foloseste Teorema 1.

TEOREMA 2. Fie Y un subspatiu nenul al lui X si f € Cy.

Atuncs

(15) Ays () C Ayt ()

Demonstragie. Dacd f € Cy atunci are loc inclusiunea

P5 (f) C PL(f),

si folosind Lema 5§ se deduce (15).
3. Fie acum (X, ||| - |||), un spatiu p-normat real (p = (0,1]) ([5],
[6]). Pe X definim aceleasi mulfimi de funcfii X} si Cy, adica

X# ={f: X> R, sup LSO - o f6) = 0}
xqtyX l x — Il

xfys

Cx={ftX->R, i:lﬂx)llli < o, f(0) = 0 si pentru orice v, y€ X,
X

f(x +y) <f(x) + 1)}
si In plus, conul
(16) Ch={fIf<Cx VA<R, J(rx)=IrF. f()}.

Conul C% este numit de w. RUESS ([6]), conul p-seminormelor con-
tinue pe spatiul p-normat (X, ||| - [||)-
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7

Cu X3# = Cf — C% vom nota spatiul generat de conul C%, iar dacd
Y este un subspatiu liniar nenul al lui (X, ||| - |||) punem
(17) Xsf»*{fleX fly = 0}.

Lema 6. FieY un subspapou liniar nenul al lui (X, ||| - ||]) i f = C& .
Atunci, pentru fly existd F € C% astfel ca
a”) fly=Fly
b"') 1Ay = 11/l

Demonstmtw Deoarece Ch C Cy CXO, existenta unui F € Cy cu
proprietatile a’’), b"') este as1gurata prin Lema 3, care rimine evident
adevirati pentru cazul cind (X, ||| - |||) este un spapu p-normat. Mai
mult

Fy=inf [f(y) + lIflly - Il - =2 1Il]

este chiar din C#. Intr-adevir
Fy(nx) = ff;f,[f(ﬂ’) +lflly - 22—yl 1=
:iﬂff ) + Iflly - 2z — 2yl =
=3151£ (2 f(y) + Al - el % — 1] =
= Il[*’-yienyf [A() + [flly - 1l % — 2] = |A[* F; (%)
si lema e demonstrata.
Evident, avem :
(18) ' Y;EP i yj,; C Yj(#
deoarece X! — XoC Xi .

Are loc urmadatoarea teorema :

rEOREMA 3. Fie Y un subspatiu liniar nenul al spafiului p-normat
(X, 11l 1) st f=Ck . Atunci

(19) Az () CAvE (N C Avys (f)-

0

Demonstratie. Este analogi cu demonstraia teoremei 2.
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A MONOTONY PROPERTY OF THE OPERATOR OF BEST
APPROXIMATION IN THE SPACE OF LIPSCHITZ
FUNCTIONS

SUMMARY

In the normed space of Lipschitz functions are given subspace Y,, ¥,
and a convex cone C, such that Y, (C Y, implies Ay, (f) C Ay, (f), for
every function f€ C, where Ay, (f) and Ay, (f) are the sets of best approxi-
mation of f by elements of Y, and respectively Y,.
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