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À p"opos d'un lemme de Tadeùsz Weùrcwski

par Trnnmu Popovrcru (Ctuj)

I. Dans la plupart d.es traités d'analyse mathématiquo on trouvo

le théorème bien colìnur clû à Cauchy:
soit (_/,r) une suite donnée infinie, croissante, cle nombres positifs

tend.ant veïs + oo e1, (øn) une suite in-finie quelconque de nombres réels.

Alors si nous aYons(1) ,!ï_#ffi:,
nous avons aussr

(2) 1ir¡ ] :¿'
ìè+@ rLn

La propriété est d.tailleurs waie, quelle que soit la limite z, finie ou

non.
sous les hypothèses clu théorème, la proprhété (2) résulte donc tou-

jours de la propriété (1). Au contraire, Ia propriété (1) ne résulte pas toujouls
cle la propríét(, (2). Pour illustrer cette affirmation on d.onne cl'habitutlo
le simple exemple: An: %t &n: (-1)".

2. un important lemme, établi par Tacleusz wa'2ewski dans ses

remarquables recherches sulr le théorème d.e ltl[ôspital, nous suggère

la propriété suivante (1):

W. ñoøÍ (A,r)l:, une su'ite d,onnée 'infi,ni,e, ffo'issante, d'e nombres posi''
ti,fs tend,ant aers ! æ et (a,)IÎ_. une suite infinie quel,oonqwe d,e nombres

réel,s. ßtcpytosons çLxLe no,u"s ayons l,a propriété (2). Al,ors on peut trowuer une

sttite Ttartiette (h^)[î-, d,e la suite d"es ind,ices (n)I!, tell'e que Uom ø'it auss'í'

I{IJIX

nac-

ÃJIff
(35)

HC

)HI{E

ilprr

tlneM

ó. 83

wti'al'

eule-
i otl

bI'"ùlu,

l'íons

L.

(3) lim
n->+æ

(1) Tacleusz WaZewski, f|trc ilémott,strat'ion un'iform,e du théotèm'e générali'sé
d'e l'Eôsp,i,tø\,, A.rn. Soc. Polon. .Mat}.. 22 (1949), p. 16I-168'
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on pout consid.érer cette propriété comme une sorte d.e réciproque
clu théorème de Cauchy.

Pour la démonstration d-e la propriété w nous pouvons suiwe la
d-émonstration que Tadeusz WaZewski a donnée à son lemme.

Nous avons

t ^\ 
&kn*1- ütrn I oorr*, ùko\ 1 &on

\-/ - \d*, - A;l 1- ar"l,+_,*, -r ak,
Mais, la suite (.4,.) tendant rrers + oo, on peut choisir la suite (/c,)

d-es indices d.e manière que I'on ait

(5) 5<1.
""",tt' 

ïL:7'2'"'

R,emarquons aussi que de (2) il résulte que ünnlAnn tond. vers Z pour.
n--> ! æ,

La propriété W résulte alors immédiatement de (4) Lorsqua l, est fi,ni,.
Si Z est infini (: f oo ou - -), il faut complête.r la d.émonstration.

Si, par exemple, l, : + oo, orr peut d"tabord. extraire une suite partiello
(pòl:-, d'inclices de manière que la sultø (a,onlAn,).jS soit croissante (tenclant
alors vers * -). On extrait ensuito la suite (/c,) d.e Ia suite (p), donc
aussi d.e la suite (n) de manière que I'on ait encore (5). On voit facilement
que cela est toujours possible. I-.¡a formule (4) nous montre que la propriété
\M est encore waie pour I : + oo. On démontre de la même manièle la
propriété TV si l, : - æ.

Pour terminer, remarquons que lorsque Ia lirnite Z est finie, dans la
propriété W on peut choisir la suite partielle d.es indices (/c,) inclépend.am-
ment de la suite (øn).

Beçw pat' la ßëilactùon le 24. '/. 1973


