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UBER DIE VERWENDUNG DER TABELLEN SPEZIELLER FUNKTIONEN

von T. Popoviciu in Cluj

1. Gegeben sei eine Tabelle, welche die Werte einer reellen Funktion f der reellen

Veridnderlichen x fir eine endliche Anzahl m > 1 von Werten ¥,,X_,... ,xm der

'’z

unabhéngigen Verdnderlichen enthilt,

Die Aufgabe besteht darin, die Tabelle durch Interpolation fiir andere Werte von x zu
ergédnzen, Um diese Aufgabe zu l6sen, beginnt man gewdhnlich mit einer linearen In-
terpolation in den aufeinanderfolgenden Intervallen, welche durch die Punkte xz. R

i=1,2,...,m bestimmt sind, Wird vorausgesetzt, dal x_ < x,<... <xm gilt, so

1 2

besteht die lineare Interpolation darin, daB man statt der Funktion f im abgeschlos-
senen Intervall [xl,xm] die Polygonalfunktion P verwendet, welche in die Kurve
y =f(x) eingeschrieben ist und die Ecken (xi,f(xi ), i=1,2,...,m Dbesitzt.

Analytisch ausgedriickt bedeutet das, daB die Funktion f in jedem Intervall

[xi’xi+1] durch das Lagrangesche Polynom ersten Grades L(xi’xi+1 ;f) ersetzt
wird, welches in den Endpunkten xi, xi+1 dieselben Werte wie die Funktion f an-
nimmt,

Da wir angenommen haben, daf die Werte der Funktion f auBlerhalb der Punkte xz.,
i=1,2,...,m nicht bekannt sind, kdnnen wir im allgemeinen nichts aussagen {iber

die Giite der Approximation
(1) @) ~ L%, 4 :50)®),

wobei X ein Punkt ist, der zwischen den Punkten xl. und xi+1 liegt.

Ganz anders behandelt man die anfangs gestellte Aufgabe, wenn zusétzlich bekannt ist,
daB die Funktion f ein bestimmtes Verhalten aufweist; z, B., wenn die Funktion f po-

sitiv ist, dann sind auch die Approximationsfunktionen L(xi, xi+1 ;f), im Intervall
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[xz., xi+1] fiir jedes ¢ =1,2,...,m~1 positiv. Wenn die Funktion f zunehmend ist,
so sind auch die obigen Approximationsfunktionen (fiir alle x ), und auch die oben er-

wéhnte Polygonalfunktion P, zunehmend u. s. w.

Wir werden im folgenden einen anderen wichtigen Spezialfall eines solchen Verhaltens

untersuchen.

Es sei bemerkt, daB in den Tabellen, die man im allgemeinen beniitzt, nicht die ge-
nauen Werte der dargestellten Funktion enthalten sind, sondern Ndherungswerte. Das
ist z. B. bei den Logarithmentafeln der Fall. Wir werden diese Tatsache weiter im

Auge behalten.

2, Wir wollen nun das Interpolationsproblem fiir den Fall einer Funktion f betrachten,
welche in einem die Punkte Xis i=1,2,...,m, enthaltenden Intervall stetig und
konkav ist. Fiir eine solche Funktion sind die dividierten Differenzen 2-ter Ordnung
negativ, Das ist z. B. bei einer Funktion, deren zweite Ableitung negativ ist, der Fall.
Dieser Fall liegt z. B. bei der Funktion I x vor, die (fiir ¥ > 0 ) konkav ist, so daB

das Folgende auf die Logarithmentafeln angewendet werden kann,

Das zu untersuchende Problem kann dann wie folgt formuliert werden:

Es sei eine stetige konkave Funktion f in einem Intevvall gegeben, das die Punkte
a,b (@ < b) enthilt. Es soll die Approximation dieser Funktion durch ein Polynom
1-ten Grades im Intervall [a, b) untersucht werden.

Das Lagrangesche Polynom L = L(a,b;f), das die Werte vonf in den Endpunkten
a,b annimmt, ergibt eine solche Niherung. Die Approximation von f(x) durch

L(a,b; f)(x) ist fiir jedes ¥ € {@,b] eine Nidherung von unten. Um eine bessere Ap-
proximation zu erhalten, versucht man das Polynom L durch ein anderes Approxima-

tionspolynom zu ersetzen.

Gem&B einer Idee von E.V.VORONOVSKAIA [3] kann man statt L das Polynom I-ten
Grades nehmen, das die Funktion am besten im Sinne von Tschebyscheff approxi-
miert. Diese Wahl ist dadurch gerechtfertigt, daB dieses Polynom wegen des speziel-
len Verhaltens (Konkavitst) der Funktion f sich vom Polynom L nur durch eine po-
sitive Konstante unterscheidet. Genauer gesagt: das betrachtete Tschebyscheffsche

Polynom ist gleich L+ p, wobei

(2) 2p = max (f-L) = f(E) - L(8)
La,b]
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gilt, Der Punkt € € ]a,bl (@< €< b ist eindeutig bestimmt. Ist die Funktion f

differenzierbar, so ist er die einzige Wurzel der Gleichung
P - L = -LOLE - o,

Die Berechnung der Zahlp ist aber i. A.zu kompliziert, um bei numerischen Berech-
nungen verwendet werden zu kénnen. Nehmen wir z. B. an, wir hétten eine Tafel,
welche die Werte der Funktion Iz x fiir die natlirlichen Zahlen bis zu einer genligend
grofBen Zahl enthdlt, und setzen wir @ =%, b =n+], wobei n eine natiirliche Zahl

bezeichnet, dann ist

(3) §=———1—1——
In@+ Z)

Die entsprechende Zahl 2p :
1mn 1mn
ln(1+n) -lnln(1+n) -1

kannnicht durch rationale Operationenaus den Daten der Tabelle erhalten werden.

Es ist also sinnvoller, eine Ab&nderung des Approximationspolynoms L+p zu suchen.
Es gibt mehrere Mdglichkeiten, eine solche Anderung vorzunehmen. Die von uns im

folgenden behandelten scheinen die einfachsten zu sein.

3. Nehmen wir als Approximationspolynom das Polynom L+)\ an, wobei ) eine po-

sitive Konstante ist, die durch die Gleichung
(4) 2\ = f(c) -~ L(c)

bestimmt ist. Dabei ist ¢ eine vorgegebene Zahl mit g < ¢ < b. Es gilt dann

0 < X < p. Die Gleichheit X =p tritt nur im Falle ¢ = £ ein. Ist eine positive Zahl
A vorgegeben, die kleiner als p  ist, so gibt es zwei Punkte ¢, fiir welche die Glei-
chung (4) besteht. p und & haben die im vorhergehenden Abschnitt angegebene Bedeu-
tung.

Die zur Sehne y = L(x) parallele Gerade y = L(x) + X\  schneidet den Bogen y = f(x)
in zwei Punkten (al ,f(a1 ) (b1 ’f(bl ) wobei a < a; < b1 < b. Die Abszissen
a; und b1 kann man jedoch nicht einmal fiir einfache Funktionen f genau bestimmen.

Beispiel 1. Die Funktion x(I-x) ist im Intervall [0,1] konkav. Wir wihlen ¢ = o,
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b = 1. Das Tschebyscheff-Polynom ersten Grades ist dann die Konstante % Die Wur-

zeln L - —1—_ , % + L der Gleichung x(1-x) :% , die in diesem Fall die Abszis-
2J2 2/z
sen a1 R b1 darstellen, kdnnen nicht mittels rationaler Operationen aus den Daten des

Problems berechnet werden, Hingegen kdnnen die Abszissen a',b’ der Schnittpunkte
der Geraden y = L(x) + A mit der Geraden y = L(a,c;f)(x) bzw. y = L(c, b;f)(x)
leicht bestimmt werden.

+
Eine einfache Rechnung ergibt a' = a_Z_c, b! = CZ—H) und wegen der Konkavitéit der

Funktion f gilta<a, < a'<c<b'< b1<b.

1

Hieraus folgt:
L. Im Intevvall (a',b']), das die Linge -b—; besitzt, ergibt die Approximation von

fx) durch L(x) + X ebenfalls eine Niherung von unten, die aber besser ist als die
Approximation von f(x) durch L(x).

Diese Eigenschaft gilt auch fiir x € ]al’ bl[, doch kdnnen die Endpunkte dieses Inter-

valls, wie vorhin bemerkt wurde, nur schwierig berechnet werden.

4, Auflerhalb des Intervalls ]al, bl[, also fiir x € [a, ]\ ]al,bl[ ergibt Lex) + X

eine Nidherung von oben fiir fix).
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Es seien nun (a2 ,f(a2 s (bZ'f(bZ IR wobei a < a, < b2 < b ist, die Schnittpunkte

der Geraden y = L(x) + Zl mit dem Bogen y =f(x), und a" bzw. b" die Abszisse
des Schnittpunktes dieser Geraden und der Geraden y = L(a,c;f)(x) bzw.

y =L,b; f)(x). Wie im Falle von a bl kénnen die Abszissen ay b2 im allge-
meinen nicht explizit durch rationale Operationen aus den Daten des Problems berech-

net werden.

Beispiel 2, Fir die im Beispiel 1 betrachtete Funktion x¥(1-x) ist
a. = l - ﬁ b = ;l. + @
2 2 4’ 272 4°
3a+c c+3b
- n_ n — . N P
Es gilt a 7’ b 2 Weiterhin ist a < a,<a; < b1 < b2 <b und

a<a"<a'<c<b'<b"<b. Beachtet man einerseits, dal a, < € < bl ist, wo-

1
bei & der durch (2) bestimmte Punkt ist, und andererseits bekannte Eigenschaften der
konkaven Funktionen, so ergibt sich, daB die Funktion f auf dem Intervall [a, §] stei-
gend und auf dem Intervall [§,5] fallend ist. Die gleichen Monotonieeigenschaften be-

sitzt diese Funktion auch auf dem Intervall [a, a1] bzw, l'_bl, b]. Hieraus folgt:

1L Im Intervall [a”, b"], das die Linge -2— (b-a) besitzt, evgibt die Approximation von
J(x) durch L(x) + X einen Absoluifehler, der kleiner ist als der bei der Approximation
von f(x) durch L(x).

Diese Eigenschaft gilt auch fiir x € ]az, b2[ , doch muB beziiglich der Endpunkte ay b2

die gleiche Bemerkung wie die tiberg_, und b1 gemacht werden.

1

5. Um eine Anwendung anzufiihren, kehren wir zur natiirlichen Logarithmentafel zu-
riick, welche Werte fiir eine geniigend grofie Zahl von aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen enthilt.

Um den Wert von In+#)  (mit 0 < 7 < 1) zu berechnen, interpoliert man gewShnlich

linear zwischen # und n+1 mittels des Lagrangeschen Polynoms. Man erhilt dann
(5) Inm+v) ~ (1-v)ln n + rinm+1).

Wenn wir die in den vorhergehenden Abschnitten dargelegte Theorie anwenden und

+
c =2’2 1 setzen (also ¢ als den Mittelpunkt des Intervalls [n,n+1] wihlen), so er-

halten wir die N&herung

(6) Inm+v) = (1-r)le n + vinm+1) + Ay

wobei
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2
1, 2n+1 1 1, @n+D°
)‘1 =3 in 5 7 (nn+inm+l) ==In i) -

(7) 4

_1 1 _ 1 1 nmn+1)

=2 Ztn7 7)) = Tenwiy O Tmgryy) :
In diesem Fall ist a'—n+l b'=n+§ a":n+l b"=n+Z
n dies s = 7’ 7’ 5’ X
Die Néherung (6) ist eine Niherung von unten, die fiir %5 7 < % besser ist als (5)

und fir ég_ 7 < g eine Ndherung mit einem kleineren Absolutfehler als (5).

Man beachte, daf sich fiir eine rationale Zahl 7 der in (6) angegebene Né&herungs-

wert mittels elementarer Operationen berechnen 148t und zwar aus In n, In@m+1)
Zn+1
2

und In = ln(2n+1) -In 2, Werte, die entweder in der Tafel angegeben sind,

beziehungsweise sich aus den Daten der Tafel sofort bestimmen lassen.

Aus (7) ergibt sich, daB der Wert von Xl bei wachsendem # f&llt und fiir # + +% ge-
gen Null strebt. Weiterhin ergibt sich

1
8 —_
® X< TenmrD
und n@m+1) X, - L fir » - +%, also ist }\ , asymptotisch gleich S S—
1 16 ’ 1 lénm+1)
Beispiel 3. Es sei n=2, v = 3. 0,375, Einer Logarithmentafel mit 10 Dezimal-

8

stellen entnehmen wir die Werte
In2=0,693 147 180 6; In 3 =1,098 612288 7; In 5 = 1,609 437 912 4.
Man erh#lt dann

X =

1 3 1 _
P Zln5—4ln2—4ln3—o,0102054986

und
(I1-7)In2 + rln3=%ln2 + %ln3=o,837696596 1.

Demnach ist
In 2,375 ~ 0,837 696 596 1 + 0,010 305 498 6 = 0, 847 902 094 7.

In der gleichen Tabelle finden wir den Wert In 2,375 = 0,864 997 537 4;  also haben

wir eine genaue Dezimalstelle fiir In 2,375 erhalten.
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6. Eine der Formel (6) #hnliche Formel kann man wie folgt erhalten. Wir gehen aus

von der Interpolationsformel
(9) f®) - Lx) = (x~a)(x-b) [a,b,x;f] (a<x<b

wobei [a, b,x;f] die dividierte Differenz zweiter Ordnung der auf dem Intervall [q, b]
konkaven Funktion f beziiglich der Punkte @, b,x bezeichnet. Ist f zweimal differen-
zierbar und die zweite Ableitung (negativ) < -M auf dem Intervall [q, b], wobei M

eine positive Konstante ist, so erhilt man aus (2)

(10) 20 > (8-a)(b-8) ZM

1
Im Fall der Funktion I x ist M :(-7—1+—1)—2_ , wenn man @ =%, b=n+1 wihlt, wihrend
der Wert von & durch (3) angegeben ist. Beachtet man Aufgabe I- 168 aus der bekannten

Aufgabensammlung von G. POLYA und G. SZEGO([1], so ergibt sich, daB die Folge
1
1 n+ 3

+%0

(1+) 2)n=1 fallend istl), Um diese Behauptung zu beweisen, kann man die Funk-

. _ 1 1 s ' 1, 2x+1

tion ¥y =&+ 3) Ina1 + %/ benutzen, fir die y'= in(+ b X(ct) und

" _ 1 .
y"= -2—2— > 0 ist,
2x7 (x+1)

Daraus ergibt sich lim y'=0; alsoisty’'< o0 fir x> o.

x40

Vermittels der Funktion y = (¥ + %) In(+ %) kann man zeigen, daf die Folge
1
n+ = 4 .
(1 + rll) 3)11:1 steigend ist. Beide Folgen haben die Zahl e als Grenzwert. Wir er-

halten also

1 1 2
nts<E<m+Z<nty.

Demnach gilt

(smm+l -9 = (gn-Dynr %-9+ 5> %
und (10) ergibt

1

(11) 20> ——.
9pn+1)

Statt Formel (6) kann man also auch die Formel

(12) Inm+7v) = (1-v)in n+rinm+1) + xz o<r<l
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benutzen, wobei

1
(13) A, = ——5
2 18m+1?

ist.

Beispiel 4. Kehren wir zum Beispiel 3 zuriick, so erhalten wir

1 _
162 = 0,006 172 839 50 ...

)\2
und
In 2,375 ~ 0,843 869 435 6.

Dieser Wert unterscheidet sich nur um 0,004 1 < .Zi_o von dem mit Hilfe von Formel (6)

berechneten Wert.

AbschlieBend sei noch bemerkt, daB man zeigen kann, daB fiir eine vorgegebene Zahl

k > 16 in (12) statt des durch (13) angegebenen Wertes von )L2 der Wert —-—1——2 benutzt

werden kann, wenn 7 hinreichend grof ist. k(n+1)

7. In einer vorhergehenden Arbeit[2] haben wir ein Verfahren zur Berechnung der na-
tiirlichen Logarithmen durch quadratische Interpolation angegeben. Die auf diesem Weg
erzielten Ergebnisse kdnnen besser sein als die durch die in dieser Arbeit behandelte

lineare Interpolation erhaltenen.

Beispiel 5. Berechnen wir #2,5 mit Hilfe von Formel (6), so erhalten wir
1 1
n2 b6~ Eln5+z(ln3 -In2).

Eine Tafel mit 10 Dezimalstellen ergibt dann
In 2,5~ 0,906 085 233 2.

Durch das in [ 2] beschriebene Verfahren erh#lt man hingegen In 2,5~ 0,916 713 067 9;
ein Wert, der den in der gleichen Tafel angegebenen Wert 0,916 290 731 9 weitaus

besser annéhert.
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FUSSNOTE
1)In ungeren weiteren Ausflihrungen bendtigen wir eigentlich nur die Bemerkung, daf

2
+Z 4+
die Folge (1 + %)™ 3)* tallend ist.
n n=1 1
nt 2 4o
Beachtet man hingegen die Monotonie der Folge ((I+ ;l) )n=1 . 80 erhdlt man

eine genauere obere Abschétzungfiir §.
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