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SUR UNE TTEUENNUSATION DHS FONCTIONS ,, SPLINE"

T" Popovieiu

Dedid d i'1, L. tl.iea a Ioccasiorz de son sotxantidme annit:ersaire

Risuntd' Aorti:s avoir rappele la gdn6ralisa.tirrn que nous avofls donnde autrefois aux
l:::l':*-":rline"'['lJ, rrort aoiiioni qi.Tqr.u nouvelles propridtds rle ces fciictions. .r1 titreso exemple: -

(nlh) sur fintervalle [a, b] et si k<n, cette fonction estune ddrivde continue'd'ordre r (r] 0)'sur tout intervalle
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Si la fonction / est d,ordre
bornee et si ft < n -r- l, elle a
[at btl, oi e{ar{br{b.

l' Depuis un certain _temps l'attention..de pJusieurs auteurs s,est portee
f,ur Jne,classe speciale cle fonctions rdelles O'un. variable r6elle. C6 sontles ionctions formdes _par un nombre fini de morceaux potynominir* *..or-des convenablement. Des cas particuiierr 

-;o;i-l;; 
tonitldr. ;;;;;;;i;s par

segments et les fonctions dont ra representailon giaprrid.-;;";n. ugn.polygonale. ces fonctions ont €te rencontrees depuis'rorgi.rnps duni-orr.r,
t::llit_-_importants comme celui de i{rieg"i'i., ,p}ioximative ou deI'approxlmatton de.s fonctions quelconques par des fonctions plus simoles.
, ?.9olt /:[a, b].*,Q une ionctiori .oriinu. a6ii;i;-;; ti;i;r;;1i[ @,blborn6 et fermd de-l,axe reel R et consid6*n, i., point,

(r ) x,:a*yh, h:+", /:0, 1,.,., ffi,

qui divisent cet intervalle en ru parties egales.

,._-?:r,^g::f^ qi, ,!^,1a, Ii.snq $olygonalE (ta ronction polygonale) inscriteoans ra courbe v:llx) et dont le,_- 5s*n.ts sont les pointj "(x,, j{x,)). Onu.it 
?:.,,::,!:;b1, 

'ti iuite (',p,,) lend urriiorrnEm.ni-i*ru ta fonction /.La tonctlofl \t* est de la forme

m-2(2) wn:f(xi*[xo, x1;f](x-a)+ZhZlx,t xy*t; x,+zi flez,x,*,
l:0

oir I est un nombre reel et q:,j..- J-:(-r-i)_r est la partie posi-
tive dq !a fonqtion x-),, , '
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ts. Nous ddsignerons par {zr,2r,..., za+rifl la diffdrence divisde (d'or-
dre ft) de la fonction / sur les ft*I points ou nceuds 217 22,..., zn+t.

Alors les fonctions (2) se g6neralisent par les fonctibns (m> n+l)
fi-fi-l

(3) Q*(x)+(n+ \hE lx,, x,-rr, . . .> x,*n*t; fl.p,+1, x,*,,
y:o

ofi a est un nombre naturel, Q*@) un polynome de degre a et les ,r, sont
toujours les points (1). Enfin nous avons

(4) Q t, -t1,1. : (iftfil)" : @ - tr)':,.

Les diffdrences divisies de divers
ou non, sont ddfinies (par exemple) par

lZ1, 22, . . ,, Zx+i fl:

et lz1; fl:f(zr) et par laquelle on
h l'aide de celle d'ordre k-1.

Dans la suite nous supposons toujours que les no euds zt, 22, . . . , zk+l
sont distincts. On sait qu'en admettant l'existence d'un certain nombre de
d6rivdes pour la fonction f, on peut aussi ddfinir des differences divisees
sur des noeuds non pas necessairement distincts. Pour les neuds equidis-
tants (l) nous avons d'ailleurs,

fxo, x,+t, . . .t xy+n+r; fl: *h* li+tf(afvk)
n*\,

)- ( - l\,+t-t (n+l\ft o + , a u1;.
-^. 

, \ l* ltt--' 't--'-/
1l:u

La structure de la fonction (3) depend de rleux importantes notions:
A. La notion de fonctions convexes d'ordre n. B. La notion de fonctions
spline.

Dans Ia suite nous nous proposons de faire quelques considerations sur
ces deux notions.

A, La notion de fonctions conuexes dordre n

(n{1) I hn+l

ordres, sur des neuds dquidistants
Ia relation de rricurrence

. , zk+7i fl-lzu zz,'., , zal fl
z k+7- zt

construit la difference divisee d'ordre &

vexe, n on-c o n cave, poly-
concave d'ordre /r(surla, b))
nf 1 sur tout groupe de n+2
qui sont toutes >, 

= 
, :, {

l'une de ces propri6tes est dite

4. La fonction f :la, bl--+ ft est dite c o n
n d mi n al e, n on-co n v e x e respectivement
suivant que les differences divisees d'ordre
points, ou nmuds, distincts, de Ia fonction /,
respectivernent (0. Une fonction virifiant
une f onction d'ordre n.

L'entier z est >*1. Pour tx:-l nous avons les fonctions de signe
invariable: positive, non-n6gatives, n ulles (la fonction identique-
ment nulle), flon-positives, respectivement n6gatives. Pour il:Onous
avons .les fonctions monotones: croissantes, non-d6croissantes,
sonstantes, nen-qr gissante$ respectivement deeroissantes. En-
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(5)

fin pour n:l nous avons les fonctions convexes, non-concaves, li-
ndaires, non-convexe respectivement concaves habituelles.

B. La notion de fonction spline

5. Supposons z>1., Alors toute combinaison iindaire de poiyndmes
de degre z et d'un nombre fini de foirctions de la forme ( ) esJ ce q!9
nous lvons appel6 autrefois une f onction elementaire d'ordre n f5].
Aujourd'hui on les appelle des f onctions spline.

Une fonction spline est donc de Ia forme

P@)+ Z c, vn+1,t,{4
y:L

oir P est un polynome de degre tx, les .,1, sont des points donnds tei que

a{lr1)'2.-- . .. <}'or<D et les c, sont des constantes quelconques.
La f-onction (5) est continue et h diffdrence divisde d'ordre z bornde.

Si z)l elle a une derivee continue d'ordre rz-1 sur la, b1.La fonciion
spline (5) est formde par un nombre fini de morceaux de polyn6mes de

degre i'qui ont un ordre maximum de raccordement sans pour cela- se 16-

duire h un poiyn6me de degrd z. Il.existe aussi des fonctions formdes par

de morceaui Oe polyn6rnes de degre n qui ne se raccordent pas aussi com'
plBtement, qui, pir exernpie,,ne sont pas- continues ou qui, pour z)1 sont
iontinues mais non pas ddrivables, etc. On peut dire que poul un n donne
les fonctions (5) sont les splifles les plus simples.

6. Les ioirctions spiine ont 6t6 iencontr6es depuis longtemps.sans 6tre
mis expliciternent en 6vidence. Telles sont les sois-dites ,,noyaux bris6s* ou
fonctions de Green qui interviennent dans la resolution de certains problE-
mes aux limites poui les 6quations differentielles lin6aires. I1 est impossible
de citer ici tous'les auteurs qui, sous une forme ou une autre, ont utilis6
les splines. Je me contenterai de citer C. Peano [3], J. Radon [7], G'
Kolialewski [l], R. v. ],{ises [2]. Dans le dernie-riemps les fonctions
spline ont et6 eiuhiees syst(matiqrieiaent par i. J. Schoenb_erg et ses

6i6ves. Ces auteurs ont obtenu entre autres, de nombreux rdsultats remar'
quables concernant certains problEmes d'approximation et d'optimisation pour
lls formuies de quadratures.'On peut consulter les travaur du Syrnposion
ot 

Yt;H?!'1.Lti;on.tions convexes d,ordre sup6rieur et tes ronctions sp!49
de la forme (5) il y a une trEs etroite liaison. Nous avons la propridtd
suivante:

Les cond,i,tians cn ZA, t,:7, 2, , . ., ttt, sont nticessaires et suffisantes
pour qae la fonctian (5) soit non-concaue d'ordre n.' En reprenant les' fonctions spiine de la forme (3); qir le.s x. sont les

points equiOistants (1) et en choisiLsant convenablemint le poiyn6m. Qr(4
ilour chaque-vateur'O'e ,?1, nous obtenons le thdordme d'apploximaiion [5,6]:' Poui nZl, toute fonction f :la,bl* p continue et d'ord're-n est in-
aefiniment il 'uniformbment aitpioxikable par d.es fonctions^spline.de lajoir*, (3), d'oird n. Auiremenf : Toute foictioru f :ia, bl.'-> R, continue et
'rou-toiioae d'ord.re n est la limite d.'unb suite uniiormriment convergente

d.e fonctiory cle ta forrtte (5), aaec d.es coe{ftcients c, 6On'rtegati{s"
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ce thdorEme a de nornbreuses apprications. II peut f,urnir,. par exernpre,un critEre pour la simpriciie or"r.uil"a.-;.ii'.i,iiru'forrur., Iineaires rJ,an_proxirnatiOn cle I,Analyie. - 
* :!u!v ur Ltrrdrlreu IormUle,s Itndaires - **,

C. Generolisntiort dcs fonctions spli.ne

uptrnS. 
Ctti etant' nous atr'ons propose une gendralisatic,n des fcrncti ns

D6finitiou 1' 'rr E;R, ra fonction f ; E -, ft est 4ite tyard,re n par
';f ?: :::, [:!; fl r",,',:r n {;fi, 

rti c o mp o s e r t' e ns e m b t e E e tt a, no * b r e f i n i
Er, Er, . , ,, Eo

chacun la. fonclion f soit d,orslys 2,esr une ddcomposition de E efl sous_ensernbles conse-
v:7, 2, j.., s (r1:l,gflrriuble vide)

(5)

de m.oniere que silr
. dit que (6)

cuilts st :

8.1. Ac E, eE,
s

8.2. t) E, : f;
l:1

8.3. V V x,(8,, x,,(E,+t_) x,qx,,"

,,,,,,?",i' [1],[[' i:",.J,1x,,,,1,,1"T'r:;-::L.J,fJusieurs d€cornpositions (6) ve-
Le nombre s de ces ;d;;;;;ritio;;-;^;; minirnum h ,qu! s,appelre rac a r ac t e r is t i o u e de ta ionitiSn:r-,i;;l;r1', prr'!.gments. Lorsque /z: Ila fonction se ie,:uit a ,n."loir.t;on d,ordre,i.'nngenerar si ra.caractd-ristique est h on peut g11.'-qr.",:iu f onc 4on".{,rhang e (h *t)_f oisd'allure de conv.exite o'ila;; , (-;;ri. enfarticurier, ai.n:--r ceiasignirie que ra r"r..jili' :.h;d;'(i _11-io).-a.",riin.ulm 

e.9. Soit maintenant n un' entier >_1 et
(i) (x")L, @>- n+z)

[ffi#:[fr'i.':J,fl'Ji,,::rflJfi,f, ne soni pas necessairernent equidistants).

(B) (W, , x,+t, , . ,t xy*n1-r.i fl)*-u*,
dei ditrerences divisdes d'ordre af r de / sur des points consecutifs de ra

Les fonctions d'ordre (n'k) sont arors definies de Ia maniEre suirrante:D6finttion 2. La fonctiin'i,8.__ i" ir;";;;'i'k,ord,r, (rt,,k) si pour tou-tes tes suites ( finiers)'iriiiii,riit"ln i; i,"ir*iioit)n ,no*rnutm des aaria-tions de signei' d,es iutiis-iiiiiipond,antes (B) est egat a k.n et k sont des entiers, A=6-/r>*1. sEuL tt' R'

On a A:0 si et seule*.rt:rr-'trlor.iio,r / est d,ordre z.Pour plus de. detaiis ,;l;--;,;; tra'a,x anttirieurs t+1.I0. L'ensembre ,des ton.iions"d,orJrc n-pir- segments et l,ensernble desfonctions d'ordre (nlA) p;;;-i.i"oiu*tses yareurs p6ssibre s de k, coincident,En ettet [+;;
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Unefonctiond,ord,re(n|'k)esttLnefonctiond',ordrenpersegmentset
une fonction d"ord're n par s'go'unt?'";tf ;';;"i;n-ttion d"ordre (n"h) pour un

h conuenable. sesments a sa caracteristique^ egale h fu,

,,, "t 
:, ff : Ji ffit' i. f.?il.; 

-oli, 
5lJ 

. 
ti i 

Ej" ;; ; :' 
= 

az 6:rj(i + zl 
-'

La propriete Ui"." Ii,rpG-qr. tXriJ ili.iion monoione chauge de stgne

au nlus une fors et que toute. r""Li.i i;Y;;; t,abiiutltt chan[e de signs

,u 'olus cleux fois se irouve genetuiiiE; par la pro'pridt6 suivante:
' route |o,rrti,oi" i:i'ia"'-n ?'Gl 

'?';7 ;;' it.; iord're (n* i1k + i) pour

i:1, 2,."-, tL*\' au plus d'ordre (nie) si elle est d'ordte" ^'O; 
dit'que la fonction est

(n,k'\ avec kj<k. n pfi segments et des
ll.Touteslespropriet6sdesfonctionsd]or.$1e.npfisegmel]tS

mn.tiin,' 
fl:;X['gif,.l-:,*,ll'":?.',o'i,tli,?i"iiii;e1res 

proprietes rre ces

fonctions. e (nt,k\ sur l,interrtalle la,bl gt :i k=t1,"'"""ii"li 
fonction f est d'oydry, :f)!,^f,:',,1.'"L"i "i!,1*o{i,2i'<o'

cette fonctron nii''uolrnii"uu, to,r[ ii'ti'ii*itZ 19,'..,b1 ou a<a1<b1<t

La d 6 * o n'. i;;i1-rn-.rl ui#' *i,,ili-' Sdit-':WI:).L,,'.'r:'$;I
*., .i',*, 

-i,, ,:i,"2, " ', n*1, ltl que x'1x21 '

t:ir< , . . lxn+l" ifo" on peut trouuer deux terrnes consdcutifs de la suite

(lx' x'r" "' x",-lt xo 
' 
xi+l' " ' ' x1141t x; f\il?

quisoientdum6mesigne.Si,pourfixerlesidees,lesdifferencesdivisdes

lxr, x'rr, ", x',,*1, x'' ' x;4t " '' x11llt x; fl
f (x\

i

1x*.r,1(x-x 
'2) .. .t":'t,l,XiI'tJt'-"+t)' ' ' (-{--'r"'-1)

X,' ,1 X1, I Xvglt

,1 x),x,+b x,+2,

,t Xtt+lr-{*\,

. ,, X11!lt X; f\

f(x'l

G-rit g * x'2)...(x'-x, yv - x, *r11x - x,+2)' " 1x-x,,11)

t *'r, *r' " " x'r xY,lt xYi,' "' t x"*'; *\+ l 
:,^.:':".,,.",;," rie r f(x) sur 1a,,, b,1)

:e-T SJ,,:',;T;, i$"?*Jili!,';lt[,'9ili:' 'JI":Tuo.1.g,[.,'/;^; i^ *',irr',r'6 d;

la fonction dont on t?niidltt'19s difterences divisees""

on peui ,uuri'o**ooti., de ia rnome maniBre qf,li 
ro, al et sL k,1 n

-,ii: ,'li;iii:,,i:;,!,,!"#,t:,,:'ir)"itri"';!'::#;';i=6)" 
;ui toat inter-

""?1"'au1i'"i11#,,fffifi';'rl"','; b montrer que la ronction est h (rl- l)-itsnre

di{rdi'i#l$if 
?%ilft;'Jiiir'"*,--te h ra eonrinuite de la Ionction /'
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