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SUR UNE GENERALISATION DES FONCTIONS ,SPLINE
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Deédié a M, L. Hiev ¢ V'occasion de son Soixantiéme anniversaire

Rédsumé. Aprés avoir rappelé la généralisation que nous avons donnée autrefois aux
forictions “spline” [4], nous donnons quelques nouvelles propriétés de ces fonctions. A titres
d’exemple:

Si la fonction f est d’ordre (n/k) sur I'intervalle [a, b] et si k=n, cette fonction est
bornée et si k=n—r—1, elle a une dérivée continue d'ordre r(r=0) sur tout intervalle

[a1, by), olt a<a,<b,<b.

1. Depuis un certain temps Pattention de plusieurs auteurs s’est portée
sur une classe spéciale de fonctions réelles d’une variable réelle. Ce sont
les fonctions formées par un nombre fini de morceaux polynéminaux raccor-
dés convenablement. Des cas particuliers sont les fonctions constantes par
segments et les fonctions dont la représentation graphique est une ligne
polygonale. Ces fonctions ont été rencontrées depuis longtemps dans divers
probléemes importants comme celui de Pintégration approximative ou de
P'approximation des fonctions quelconques par des fonctions plus simples.

2. Soit f:[a, 8] — R une fonction continue définie sur Pintervalle [a, &]
borné et fermé de I'axe réel R et considérons les points

(l) xv:a+vk’ h= bn—za ’ vZO: 1:"': m,

qui divisent cet intervalle en m parties égales.

Désignons par 1, la ligne polygonale (la fonction polygonale) inscrite
dans la courbe y=f(x) et dont les sommets sont les points (x,, f(x,)). On
sait que, sur [a, b], la suite (,,) tend uniformément vers la fonction f.

La fonction w,, est de la forme

m—2

(2) Y =f(x0)+[x0! xl ;f](x——a’)_l_?hz?[xw xv+lt xv+2; f]qu,x

»+1

X—I4-lx~1]

oit A est un nombre réel et @iy ; —=(x—1)1. est la partie posi-

tive de la fonction x—j,
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3. Nous désignerons par [zy, 29, ..., 2z:1;f] la différence divisée (d’or-
dre k) de la fonction f sur les £+1 points ou nceuds zy, 24 ..., Zrs1.
Alors les fonctions (2) se généralisent par les fonctions (m=n--1)

m—n—1

(3) QM('x)_"(n"f'I)kZ [x,,, KXygly o ey xv-.‘:?tJ.-l ;f] « P, x

v
»==0

oit 7 est un nombre naturel, Q,(x) un polynome de degré # et les x, sont
toujours les points (1). Enfin nous avons

-1 —A
(4) fpn-l—l,;'.:( 2 -ng | )"“ 2(96—-—.1)1.

Les ditférences divisces de divers ordres, sur des neeuds équidistants
ou non, sont définies (par exemple) par la relation de récurrence

[22! Zgiveny zk.{.]; fJ‘_[z‘.lr Z'Z_i ceey Zpy f]

1%

[zlJ ) zk+1;f]=

et [21; fl=f(2,) et par laquelle on construit la différence divisée d'ordre &
a laide de celle d’ordre 2—1. _

Dans la suite nous supposons toujours que les noeuds 2z, 2o, ..., 2k
sont distincts. On sait quen admettant Pexistence d’un certain nombre de
dérivées pour la fonction f, on peut aussi définir des différences divisées
sur des noeuds mon pas nécessairement distincts. Pour les nceuds équidis-
tants (1) nous avons d’ailleurs,

1

[xa': x‘v%l! et xf“-”n'i_l;f]:{W

Ar+1f(a+vh)

1
1 Wl

S s ) —1 ,;_'_1___#(!'1—1-1) y+ h).
(n+1}!}z”+lﬁ":ﬂ( ) \ou Aatv+uk)
La structure de la fonction (3) dépend de deux importantes notiohs_:
A. La notion de fonctions convexes d’ordre x. B. La notion de fonctions
spline.
Dans la suite nous nous proposons de faire quelques considérations sur
ces deux notions.

A. La notion de fonctions convexes d'ordre n

4. La fonction f:[a, 6] — R est dite convexe, non-concave, poly-
nominale, non-convexe respectivement concave dordre # (sur [a, &])
suivant que les différences divisées d’ordre n-4-1 sur tout groupe de n-+-2
points, ou nceuds, distincts, de la fonction f, qui sont toutes >, =, =, =
respectivement <0. Une fonction vérifiant 'une de ces propriétés est dite
une fonction dordre .

L’entier n est =—1. Pour n=—1 nous avons les fonctions de signe
invariable: positive, non-négatives, nulles (la fonction identique-
ment nulle), non-positives, respectivement négatives. Pour z=0nous
avons les fonctions monotones: croissantes, non-décroissantes,
constantes, non-croissanies respectivement décroissantes. En-
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fin pour #=1 nous avons les fonctions convexes, non-concaves, li-
néaires, non-convexe respectivement concaves habituelles.

B. La notion de fonction spline

5. Supposons #=1. Alors toute combinaison linéaire de polynomes
de degré n et d’un nombre fini de fonctions de la forme (4) est ce que
nous avons appelé autrefois une fonction élémentaire dordre n [5].
Aujourd’hui on les appelle des fonctions spline.

Une fonction spline est donc de la forme

m

(5) P(x)+ e, ons1, (0

p=1

oit P est un polynéme de degré n, les 1, sont des points donnés tel que
A<l <A< .. <Im<b et les c, sont des constantes quelconques.

La fonction (5) est continue et a différence divisée d'ordre n bornée.
Si n>1 elle a une dérivée continue d’ordre n—1 sur [a, 4] La fonction
spline (5) est formée par un nombre fini de morceaux de polynémes de
degré n qui ont un ordre maximum de raccordement sans pour cela se re-
duire 2 un polynéme de degré . Il existe aussi des fonctions formées par
de morceaux de polyndmes de degré n qui ne se raccordent pas aussi com-
pletement, qui, par exemple, ne sont pas continues ou qui, pour n>1 sont
continues mais non pas dérivables, etc. On peut dire que pour un z donngé
les fonctions (5) sont les splines les plus simples.

6. Les fonctions spline ont été rencontrées depuis longtemps sans étre
mis explicitement en évidence. Telles sont les sois-dites ,noyaux brisés® ou
fonctions de Green qui interviennent dans la résolution de certains proble-
mes aux limites pour les équations différentielles linéaires. Il est impossible
de citer ici tous les auteurs qui, sous une forme ou une autre, ont utilisé
les splines. Je me contenterai de citer G. Peano [3], J. Radon 7], G.
Kowalewski [1], R. v. Mises [2]. Dans le dernier temps les fonctions
spline ont été étudiées systématiquement par I. J. Schoenberg et ses
éleves. Ces auteurs ont obtenu entre autres, de nombreux résultats remar-
quables concernant certains problémes d’approximation et d’optimisation pour
les formules de quadratures. On peut consulter les travaux du Symposion
de Wiscounsin [8]. i

7. Entre les fonctions convexes d’ordre supérieur et les fonctions s_p}mf_:
de la forme (5) il y a une trés étroite liaison. Nous avons la propriété
suivante:

Les conditions ¢, =0, =1, 2,..., m, sont nécessaires et suffisantes
pour que la fonction (5) soit non-concave dordre n.

En reprenant les fonctions spline de la forme (3), ol les x, sont les
points équidistants (1) et en choisissant convenablement le polynome Q%)
pour chaque valeur de m, nous obtenons le théoréme d’approximation [5, 6]:

Pour n=1, toute fonction f:[a, b|— R continue et d’ordre n est in-
définiment et uniformément approximable par des fonctions spline de la
forme (8), d’ordre n. Autrement: Toute fonction f:|a, b] — R, continue et
non-concave d'ordre n est la limite d’'une suite uniformément co_nwergente
de fonctions de la forme (5), avec des coefficients ¢, non-négatifs.
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Ce théoréme a de nombreuses applications. I peut fournir, par exemple,
un critere pour la simplicité du reste de certaines formules linéaires d’ap-
proximation de I'Analyse.

C. Généralisation des Sonctions spline

8. Ceci étant, nous avons proposé une généralisation des fonctions
spline,

Définition 1. Si ECR 4 fonction f.E— R est dite d’ordre n par
segments (sur E) si on peut décomposer I'ensemble E en un nombre fini
de sous-ensembles consécutifs -

(6) £y Eg..., E,

de maniére que sur chacun g fonction f soit d’ordre n,

On dit que (6) est une décomposition de E en Sous-ensembles consé-
cutifs si:

81. AcE,CE, v=1,2,..., 5 (A=Iensemble vide)

82. UE, =E

p=]

83. v v XE,, X"CE, 11 =) X'< ",
LA o i
L’entier # est > —1.
Pour une telle fonction i peut exister plusieurs décompositions (6) ve-
rifiant la propriété de la définition précédente.
Le nombre s de ces décompositions a un minimum % qui s’appelle 1a

ristique est 4 on peut dire que ‘la fonction f change (A — 1)fois
dallure de convexitéa dordre n (sur E). En particulier, si 7= —1 cela
signifie que la fonction change (4—1)-fois de signe sur £,

9. Soit maintenant # un entier =—1et"
(7) ()L, (m=n+2)

=]
une suite croissante de £ (les x, ne sont pas nécessairement equidistants).
Considérons la suite correspondante
(8) (T AN TS i)

pe=]

des différences divisées d'ordre n+-1 de f sur des points consécutifs de la
SUitE_:- (?).

Les fonctions d’ordre (n'k) sont alors définies de la maniére suivanie:

Définition 2. La fonction JiE— R est dite dordre (k) si pour tou-
tes les suites (finies) croissantes (7) de E, le nombre maximum des varia-
tions de signes des suites correspondantes (8) est égal ¢ k. '

n et £ sont des entiers, £=0, n> —1.

On a k=0 si et seulement si la fonction f est d’ordre 7.

Pour plus de détails voir mes travaux antérieurs [4].

10. L'ensemble des fonctions d’orre 7 par segments et I'ensemble des
fonctions d’ordre (n|k) pour les diverses valeurs possibles de %, coincident,
En effet [4); 3 - -
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Une fonction d’ordre (nlk) est une fonction d’'ordre n par segments €t
une fonction d’ordre n par segments est une fonction d’ordre (n k) pour un
k convenable.

Si une fonction d’ordre n par segments a sa caractéristique égale a 7,
alors elle est une fonction d’ordre (nlk) olt h—1<k=(h—1)n+2).

La propriété bien simple que toute sonction monotone change de signe
au plus une fois et que toute fonction convexe habituelle change de signe
au plus deux fois se trouve généralisée par la propriété suivante: '

Toute fonction dordre (n'k) est au plus d'ordre (n— ik + i) pour
i=1,2..., n+1

On dit que la fonction est au plus d'ordre (nik) si elle est d’ordre
(n k') avec k'=R. ' :

11. Toutes les propriétés des fonctions d’ordre n par segments et des
fonctions d’ordre (n|k) n'ont pas ercore été étudiées.

Pour donner des exemples voici quelques nouvelles propriétés de ces
fonctions.

Si la fonction [ est d'ordre (nk) sur Pintervalle a, b) et si k=t
cette fonction est bornée sur tout intervalle ay, by] ou a<a,<by<b.

Ia démonstration est bien simple. Soit x¢(ay, b, et les points fi-
xes X, X, v=1,2,.. 0 n41 tel que x;<Xp<T ... & Xni1 <0< b1 <X <
B e Ky Alors on peut trouver deux termes consécutifs de la suite

([x;, x;gv ey x;,_p Xy Xytlyor Xut1y X3 f])n+2

p=1
qui soient du méme signe. Si, pour fixer les idées, les différences divisées

[Xi! x:ZI sy x;--—l" x,, ’ xv-{r-l vy xﬂ.—'rl: X f]

f(x)

- {x-—x'l)(x—-x; J ws .(.x——x;_ﬂ(x—xr Yx—x, ) .{ﬁ:—-x,ﬁ._l}

i ' . it ; . fith
= .xl! xj! » Ay 'X",__,li Xy Xpdlyrena Xnt1 ’-t__:-ijl'

[J'C;, Xé, xe w8 x;,x,,+1, Kyd2y et Xn+1y X3 _ﬂ

fex)

(x—x7)(x — Xg). o (X=X, )(x—x,_H)(x-va) ce(x—=%, 19

. f()
+ xl! xz! P xj; x,,+1, x.,,._;__g, P xIlJ.-l; _t_-_._;\

sont du méme signe, une deélimitation convenable de |f(x)| sut 24 b,))
Jen suit. Dans les égalités précédentes on 4 désigné par ¢ la variable de
la fonction dont on considere les différences divisees. ..

On peut aussi démontrer de la méme manitre que:

Si la fonction [ est d'ordre (n\k) sur Pintervalle |a, b] €t st kh=n
—r—1, cette fonction a une dérivée continue dordre ¥ (=0) sur tout inter-
valle lay, by] on a<a;<by<<b.

La démonstration consiste a montrer que la fonction est a (r1)-ieme
différence divisée, bornée sur [a;, by)-

Pour r=0 la propriété est équivalente 2 la continuité de la fonction f.
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