SUR CERTAINES FORMULES DE LA MOYENNE DU
CALCUL DIFFERENTIEL
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1. Cette premitre conpnunication est dédide & la mémoire de
Dimitrie Pompein, Notre illugtre prédécesseur D. Pompeiu, en dehors de ses
résultats pleins Qoriginalité qu’il 2 obtenus, ravait nous montrer comment
des faits, en apparence mineurs, peuvent aboutir b des théories remar-
yuables, -

D). Pompein a bemicoup insisté sur la céldbre formule des accroisse-
menty {inis

{1) f(8) — fla) = (b — a) f(&), & & Ja,bl

{f continue sur {a, b} dérivable sur la, B[), en suggérant divers problé-
mes eb pénéralisations dont plusieurs ont 6té résolus par des mathéma-
ticiens roumains ou étrangers. :

En particulier, il s’est intéressé & la posiklion du point & dans Pinter-
valle Ja, b[ lorsque la fonction appartient # certains ensembles particil-
liers, tels que, par exemple, I'engsernble des polynémes d'un degré donné,

Je ne veux par présenter un historique des problémes dits de «'in-
tervaile de contraction», mais seulement signaler un résultat que jlail
obtenn récemment et qui nous montre gue les problémes soulevés par
D. Pompeiu penvent encore slre beaucoup généralisés.

2 (Considérons une fonctiontells linéaire (additive eb homogene)
R(f), définie sur un ensemble linéaire S do fonetions f réelles, définies et
continues sur un intervalle (de longueur non nulle) I' de I’axe réel. Nouns
supposerons gue 8 contiennte tous les polyndmes.

Je rappelle que entier m 2 —1 détini par Ja proprieté que
R(1) = B(@) = ... = RB(@") =0, B(2"") # 0
(pour m = —1, seulement R(l) +# 0) est appelé le degré d'emaclitude de

R(f) et que la fonctionnelle Lindaire E(f) est dite de la forme simple 81 pour
tout fe S on a

(2) R{fy =K [Ei Eps -- vy Emaai f1

ot & est un nombre # 0 eb indépendant de la fonction f ot E; sontm + 2
points distinet de I qui dépendent, en général, de la fonction f. D'ailleurs,
sim 2 0 on pout toujours prendre les points £,y & l'intérieur de I.
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Dans le second membre de (2) figure aussi la différence divisée de la,
fonction f sur les noeuds &, &, ..., £, et dont la définition est bien
eonnue.

En particulier, si m20, B(f) est de degré d’exactitude m, de la for-
me simple et si f € § 2 une dérivée ™+ d’ordre m-+1 & Vintérieur de I,
on a

f(m+1) (g)
@ B{f) = o™ T
ot £eint 1.
La formule classique de Cauchy
o
4) [@1,%gy <« 5 Bga s 11 = W

o min (@) £ £ £ max (&) eb qui généralise la formule (1) est & som
4 4

tour un cas particulier de la formmule (3).

3. A propos de la formule (2) on peut obtemir des résultats dw
« type Pompeiu ».

Supposons que les hypothéses suivanfes sont vérifides.

1. m est un entier non négatif. _

2. 8 est formé par toutes les fonoclions [ ayant une dérivée continue
d'ordre m + I swr Vintervalle borné et fermé [a, b

3. B(f) est une fonctionnelle lindaire définie swr 8, de degré @ewac-
titude m, de la forme simple et bornée par rapport & la norme

B

Y, max |f" (a)]
i=0mgla, b)

pour un entier k tel que 0 S k= m + 1.
4. Le noint ¢ est donné par

R (™) — (m + 2) B (2™ D) e =0

et on & a << ¢ <C b,

5. Lo fonction f est non concave d’ovdre m -1 1 e non condave @ ovdre

m-- 2 |
Alors la formule de la moyenne (3) est vérifiée pour un £ e [, b].

1 m42
Dans le cas de Ia formule de Cauchy (4) on a ¢ = L2 Y .
i=1

Pour Ia démonstration et autres propnétés analognes voir mes tra-
vaux aniérieurs [2],

Certaines restrictions imposées & la dérivée fi"+Y of & la position
du peint £ proviennent de la méthode de démonstration que nous avons
employée of qui certainement peuvent éfre levées. ‘
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i 4. D. Pompein o aussi démontré, par analogie avee la formule clas-
i sigue (1), gue nous avons :

.(5) wa(ml) _ w]f(mz) =f(£) _ af: (a)

By — &y

8l @, 7y £ et la fonction f sabisfont (pour m = 1) aux econdilions sous
lesquelles la formule (6) a lieu.

g TUn ancien étudiamt, Carol Szisz, membre du cercle de '"Analyse &
- YUniversité de Cluj, a étendu le résultat de D. Pompeiu en démontrant
la, propriété suivante.

Soit € le coefficient de o dans le polyndme d'interpolation de Lagrange-
Hermite L (00, <.y Bugg 3 ) (0>0, 057 = n) sur les noeuds o, Ty, - - -
Ve vy Bapy SUPPOSES MOR TOUS confondus et relatif &la fonction . 8if est une
fonction continue sur Dintervalle positif I {(wel = »>0) el a une dérivée
fm dordre n sur nt L,

alors mous avons

’ n f__Ey-—r
{6) 0 :i (_,E")__fci) (i)

"l“! imr(‘?; -—‘1")!

o £ appartient & Vimtériewr duw plus petit iniervalle contenant les poinis
By %ay v oy B

On considére le polynéme de Lagrange-Hermite ordonné suivant
lesupuissances snocessives de m eb l'intervalle I est de longueur nol
nulle.

5. La propriété précédente peut &tre généralisée de la maniére sui-
vante.

84 les conditions susvanies sont vérifiées :

1. @y, gy » o oy Pypy SO0 0+ I (02>0) points non tous confondus de
Pintervalle 1.

I 2, f est une fonotion continue sur I et o une dérivde mime fO sur

int I.

3. Nous désignons, pour simplifier, par L le polyndme dlinterpola-
tion L (04,8, + -, @ars f) €6 DT

A

la =TG5 bl = 5020 @

i=4

i 1
le méme polyndme pour @, = Gy = ..o = Tppa = &

4. Yiyliay « oy Yraa (0 S 7 S ) sSORLT + 1 points de DPawe réel vérifiant
les inégalités

(7 MAX (Yyslas + - -5 Yra 1) < DD (Dyy By + 2oy Bns1)
(ou TAX (&1yay + oy Fatr) < min. (Fy,¥as « ¢y Yread):
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Alors il ewiste un point £ & Pintbriewr du plus petit intervalle qui
contient les points my,x,, ceey Byyqy tel que Don it

(8) [Y10%s + oy Yreg 3 L] = [¥1s%as - - vy Yraps Lel.

Les points #,y,, ..., 4,4, ne sont pas nécessairement distinets, j
Pour g, =, = ... —4,,, = 0 Ia formule {(8) revient & la formule
(6) et pour # == 3 la formule (4) de Cauchy,

6. Quoique les fornules (6) et (8) solent des cag particuliers d’autres
formules beaucoup plus générales dues § T, Popoviein [1], elley présentent
de Vintér8t étant lides & divers développements du polynéme de Lagrange-
Hermite. On peut donner une démonstration élémentaire directe de Ia,
formule (8). Nous pouvons suivre la méthode qui nous & permis autre-
foig d’établir diverses formules de la moyenue des différences divigées.

On peut supposer @ <, < ... < @y, I exigbe alors un
£ e ]ml,w,,ﬂ[ tel que tout voisinage de ¥ contienne les points @) <@y <
< vy < @y tels que

[¥0Wes + < on Yrans L@, @5, oo, @y 5f)] =
= [#1s¥as +« oy Yrsr; L (%1y g, -+« 23 @pan3 )1
L, propriété résnlte de la formule de la moyenne
[83553) - s Yrrr5 L (00y®ay -0y @135 @oray ooy Baigs )] =
= A Y Ysy vy Yray L (@1, @y <o vy By i )]+
T B Wy v oy Yrras D@y ooy Doy i f)]
O @y <y < .. <y, 1 <8< -+ 2 et A, B sont des coefficients

Positifs, indépendants de Ia fonction Jet A+ B=1,

La positivité des coefficients 4, B et la formule 4 -+ B = 1 résul-
tent de leurs valeurs explicites,

(@, — wl) m(:}’:) ]

(m"mi) (ﬂ;_‘*’”r)

[ . (-’Brws% wl) ")(w)]
Yoloy -0y ?lr+1’(m_m1)(m_%+2)

[ﬂnyz: vy Urer

(&7,,+2 — iU,-) m{m)
Y1l - oy Yot (m — @) (w—%wz)
B ¥
({U,H.g T wl) (O(m)
Y1482y . - Wi (m __ml) (m —{L’,l+g)
a2
oftw(@)=J (# — @)
f=1
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X cause de Phypothdse (7) les quatre ditférences divisées qui inter-
rent ici sont différentes de 0 eb du méme signe (& cause de la cen-
té o la concavité d’ordre » — 1 des fonctions qui interviennent,
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