Partea a IH-a

GNES POLYGONALES INSCRITES ET CIRCONSCRITES A UN ARG
- ' GONVEXE

PAR

| TIBERIU POPOVICIU |
Eoumanis

$ 1. QURSTIONS PRELIMINATRES

1. . Tzitzéica = 666 non senlement Un savant de prestige par ses
techerches remarquables en géométrie, mais aussi un éminent professeur
qui a eonfribué largement; & Péducation de nombreuses générations de
mathématiolens de Rommanie. Collaboratenr aetif & la revue « Gazeta
Matemabich » & laguelle Deaueoup d’enire nous devons netre initiation
an mathématiques, G. Tzitzéica » écrib plusicurs articles of notes, sur des
mjets « dlémentairves », Mals tonjours intéressants et bien inspivés.

2. Dans une pebite note G, Tzitzélea propose [6] une &émonstration

élémentaire de I'inégaliteé.

2m

(1) sin # > 01‘10<m<-;—=

"

basée swr la remarque selon laguelle

{2 are MARM >are MOM'

‘ol O est Porigine des ares sur le cercle trigo- _
nométrique ¢, M, M’ sont les extrémités des Fig. 1

ares @, —o respectivement ebParce MAM estla

_ longueur du demi-eercle déerit sur MM’ commse damatre (voir fig. 1).
Dapres . 8. Mitrinovié 'inégalité (1) est-due & Jordan [2].
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Tia démonstration de l'inégalité (2), qui n’est pas donnce PAar
G. Tzitzéica, nous suggdre une propriété plus géndrale relative & deux arcs
convexes plans, I'un enveloppant Pautre. En offet, les arcs de cercles
MAM' et MOM’ sont hien convexes e¢b le premier enveloppe le gecond.
Dans la suite nous mettons en vidence Ia propriété selon laquelle la lon-
guenr de P'arc enveloppant est plus grande que celle de I'arc enveloppé.
3 Nowuws commencerons par étudier quelques relations entre les élé-
ments d'un triangle, relations que nous utiliserons plus loin.
Considérons un triangle A BO dont les sommets, dans le plan rap-
porté & deux axes rectangulaires Owmy, sont les points B (ay, f{e), A (7
. Jtmy)), ©{m, f(#s)). Nous allons suppo-
Cfmy,fimd) ser que les absoisses gont numérotées
dans Dordre @ < %, < #,. Loes ordon-
nées sont les valeurs respectives d’une
fonction f définie sur les points @, @,
. Dang la guite interviendrons seule-
ment des iriangles dans ocette situa-
tion, mais il est facile de voir que les
résultats gue nous obbenons penvent
stre transposés 4 un triangle quelcon-
Tlg. 2 gue du plan, en choigissant convena-
blement les axes de coordonnées.
Désignons par «, b, ¢, les longueurs des chtds opposés, Tespective-
ment aux sommsts 4, B, ¢ et par ¢ la longueur du segment AD ou
D ost Ie point oir I'ordennde du point 4 coupe le edbté BC (D est corapris -
enfre B ot 0). _ - _ :
L longueur du segment de droite d'extrémités (¢, fla')), (o, A#"))
est égale & Y (@ — @) + (@) — Jo )P = o — oY1+ {[a, 275 F
oil nous avons désigné par S : .

a b e s . . e .
) A

(3) 5 L wu;ﬂzw
wo— -

I ittéronce diviséo (du premier ordre) do ln fonetion f sue Tes points (ot

neuds) &, 9. ' ' S
Revenons alors an triangle 4 B0 et posons, pour sinplifier les note

tions, o = [@y, 73 fl B = (@ 253 Fly v = (@ %55 f]. Nous avons 3’10"3_

@ = (@ — %) 'Vﬁ“ﬂ‘(?:r b= (& — @) ]fl + B

(4} : .
0= {my— @) Y1+ o2

A I'aide de ces formules nous pouvons établir quelques 'inégali
gue nous emploierons plus loin,

4. Les inégalités tringulaires b —e¢ < @ < b + e sont équivalefi
aux inégalités . -
(5) (b — o < a2 5 (b + of

2od



ot 1ésultent des formules.
(6) (b+ o — =2 (m — @) (W — &) (VI F VI + B —1 —ab)
(1) @ — (b — o) =2(0 — o) (% — a3 4 @ Vi 2+ 1+ oB).

lles -g’obtiennent de (4) et de la formaule de lo mogenne des différences
divizées -

Y = (g — @y} + (%5 — %) B
503-—{.01

(8)

Si nous remarquons ¢ue nous avols linégalité (1 + o%) (1 + £%) = a +
1 «B)E, olt 1'égalité & lieu ai ot seulement 8i x = B, nous déduisons

VEF A E+ 8 —1—epz0 )L+ a5 +1+apz0

ot compte tenu. de () et (7) les inégalités () ex. résultent,
TRemarguons, €n passand, que NoNs avons anas]
Q4 e+ pH =0 «B)? oL P’égalité u lieu si, ob senlement si, wtp="0.

11 en résulie que

{9) VI A+ p) +1+ef2 2,

inégalité qui sera utilisée plus loin.
Des inégalités (8) il résulte aussi

(b + o) — o

10 b 4 6 1 b ] a®

(10 ‘+’§(+as_w_o}=)“
dont 1o vérification peub étre laigsdée an lectewr™.

Tenant compte de (6), (7) b (9) pous déduisons

bop—a_JETNE+E) —1—wb
@ —(b—0f VI tad(l+p) +1+ab

o (o — BY < fe— P
Jara@ten+1+apr 4

]

* L'inégalité vevient 4 b + ¢ < , dont la démonsizationt {rigonemétrique

Bin —

-G

o5t immbdiate ot revient A son touar A COB 1-9 = 1.
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Remarquons que 1 -+ @‘—iﬁ)-ﬁ-’ < ( 1412

%
__Wé,,@!) eb alors de (10) noug
déduisons Vindgalité

{11} biex (1 + l—i%—ﬂ)a.

5. Nons aveng

(12) o — b g2 g (#y ~ @) (2, — %) (1 4 af).
Si nous remarquons gue 1!

: ordennée du point D egt Gaale & flam,) - (2, —
; %) ¥ ou flw) 4 (% — @) v ot si noug tenons compte de (8) nous ab-
enong

@ =T @R (e — )

(@ — ) (@ = By

Compte teny de {4) et (8) nous en déduisons

(13) o4 (T @) (@5 — o) a — (_‘Hl——_u_]ff_t_f?_a:__@)_"f.
(2 — @) Wy — ay

Le second membre egt uhe moyenne grithmétique (pondérce)

-de b* et
de ¢2 at il en résulie que

(14) 4 < max {8, ¢).

8 Jo — Bl < VT nous  avons 1+'agg1__.(£“§i_33"_“ -

w(l m@‘—;;ﬁf 1 +'—“——}EJ) 2112~ 8 Z0done 1+ of >0 et
alors do (12} on déduit que b | g2 g gu

oll max (3, ¢) < . Compte
tenu de (14) nous déduigang le )

Levun 1. 84 nous avons g — Bl £V on a Vindgalits 4 < .
Nous utiliserons dang 1o § 4 de co travnil cette Propriéta,
Bemargue 1. Lo condition 1 + #P 2 0 est équivalente gy fait que
Pangle 4 du triaugle A BC n’est Pag aign, done que 4

8 2 907,
Remargque 2, Si nous eonsidérons g

_ ussi les différences divisées du
second ordre de la fonetion f, définies par

(15) (@, o, o f) = L2500 = [y 055
& —

Ia longuenr & du segment 4D est dgale (a, — ) (fms — @) [y, @5 1)

ou bien est donnée par lg formule ¢ = ——J—'L-S-—_, 8 étant laire du
. &y —

triahgle 4 BQ, _ i *
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© § 2, QUELQUES PROPRIHTES DES FONCTIONS I'OLYGONALES

6. Congidérons nn intervalle borné el fermé [a, b} {& < b) sur Vaxe
réel, Soib e =<, <. <y <y =b {n 2 1) une divigion de
‘Pintervelle [, 8]. Une fonstion £ : [a, b] — R qui est conkinue et se réduib
sur chacun des intervalles partiels [z, ol 1=1, 2, ..., % & un poly-

dme de degré 1 s*appells une Jondtion polygonale et son graphigue est
une lgne polygonale. Les points o, ¢ = 0, 1, .. .y % 800t les nwuds ot les
points P, (ay, Ple,)) sont leg sommets de cebte fonotion ou ligne polygo-
~nale. Dans la suite nons emploferons, selon Ies circonstanceg, la dénomi-
nation de fonetion polygonale ou de ligne polygonale dans le sens de fone-
‘tion polygonale. La fonction polygonale P est complotement détermindo
par ses valeurs aux neuds 2. Si ces valewrs sont les valeurs prises par une
fonction f, nous désignerons la fonction polygonale par '

(16} P=P(3}u: mlr'”:wfs;f}

en mettant en évidenoe les nwuds] el In fonetion J La fonetion polygonale
{16} est une fonction interpolatries sur les neuds % eb relative & Ia fone-
tion f, puisqu'on a

P(mi-) :ﬂwf): t = 0.1, .. oy P

Les segments de droites P;_; P, qui relient denx sommets conséei-
bifs et quisont les graphiques des restrictions sur les intervalles [w_q, @],
t=1,2 ..., % de P sont lez obtés de la fonetion ou do la ligne polygenale
- -P. La longueur du c6té P;_, P, est bien déterminde et est égale &

V{mt — @ g} + (flay) —fle ) = (B — @_y) Vis (Beeyy @ 5 12

- Nous désignsrons par I[P} la longueur de la fonection polygenale P, gui
- est, par définition, égale & la somme des Iongueurs de ses cotés,
Remarquons que la restriction de la fonction polygonale 7 gur nn
. Bous-intervelle fermé de e, b] est encors une fonction polygonale. En
Particulier, si ¢ est un point intérieur de [a, &), )a restriction @ de P gur
[a, ¢] ot la regtriction B de P sar [o, &] sont des fonetions polygonales,
- e dernier neud de Ia premidre coincidant avec le premier nend de la
. Seconde. Nous avons alorg la propriété de Uadditiviié de la longueur

(17) UP) = UQ) + UR).

Réeiproquement, si @ : [a,6] ~ R, B : [¢, 8] =R, ol a <6< b,
- Sont des foncetions polygonales et si Q(c) = B(e), alors la fouetion P : [a, B]
— R, ot
(18) P(-”) — {Q ($) pO'l..]l' &e i:a:l Gj
R (@) pour o & [¢, b]

est une fonetion polygonale pour laguelle I formule d’adqitivité (17) '
o8t vérifide,
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I1 exigte d'ailleurs d’antres formules d’additivitd. Nous utiliserons
celles qu’on déduit de (17} en la répédtant un nombre fini de fois.

Rappeions encore que nons avons appelé auirefois les fonetiong
polygonales des fonetions dlémentaires d’ordren pour n=1 [3]. Aujourd’hui
on les appelie des fonctions «spline», Nous pouvens généraliser leg
fonctions polygonales de diverses manidres. Ou bien en prenant un en-
semble de définition plus général qunn intervalle ou bien en définissant
des fonctions polygonales ayani une ivfinité de neuds (voir par exemple
[4]). Nous n*utiliserons pas ici de telles fonetions,

7. Nous supposerons qu'on connait les propriébés des fonetions
convexes et des fonotions non coneaves (d'ordre 1), Une fonotion f : B - R
réelle, d'une variable réells est dite conveme regpectivement non concave
- 5l sa différence divisée d’ordre 2 esi positive, respectivement non négative,

dono si Pexpression (15) est >0, respectivement 2z 0 pour tout groupe
de 3 points distinets #', #”, #"" de H. Pour d’autres définitions et pro-
priétés de cos fonctions on peut consulter mon cours d'Analyse [4].

La définition et les propriétés des différences divisées (d'ordre 1
et 2) (3) et (15) sont bien connues. Dang ce travail nous utiliserons eex-
taines de ces propriétés, le plus souvent, sanyg les spéeifier expressément.

8, Rappelons tout d’abord la propridté exprimée par le

Lusvm 2. Pour gue lo fondtion polygovicle (16), définie sur DPinter-
volle {4, ] soit non concaeve, i1 faul et <l suffit que sa restriction suy
I‘ensemﬁle {mi}7.0 de ses neeuds soit non conoave.

La propriété résulte immédiatement de la formule

P (@ @1y oy @3 F) = flwg) + [, a3 f1 (e — o) +

2ol — &y

an) 4y, FEI (0, 0y g Sl (0 — a4 o - @),
{al .

La conditien du lemme 2 est dquivalente & la propridté selon laguelle
1a sumite ([w;_y, @3 F1)i=1 {des pentes) cst non décroissante et & 1a propriété
(si n>>1) selon laquelle la suite {[w_y, &, @, 3 FDF] des différences di-
vigées suceesgives du second ordre est non négative.

8i n =1, aun second membre de la formule (19) ne figurent que les
deux premiers termesg,

Désignons par «; Pangle du vectewr P,_, P; avec I'axe Owx. Nous
avons alors o; = archg [o;_,, ;3 f), — % << bty < _325“’ i=12...,n La
différence a;,; — o (L 2 ¢ 5 n — 1) est 'angle eatérieur du sommet P;
de la ligne polygenale P. La condition du lemme 2 est alors éguivalente
& Ia propriété selon laguelle la suite («,)f., (des angles) est non décroigsante
et & la propriété(sin > 1) selon laquelle Ia suite (e,.y — « )iz} des angles
extériours est non négative.

8. Nous allons maintenant démonfirer le

Levme 3, Soient P, Q deun fonotions polygonoles défindes sur le
méme intervalle (o, b] (o << b) ¢ qui vérifient les conditions sutvanies

1. P(a) = Qa), P(b) = Qb).

2. P, @ soni non concaves.

3. 0n o

(20) P+ Q et V,9a) < P(a).
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Alors, entre les longueurs de P ¢t @ nous avons Uinégalité
UP) < HQ).

8 les conditions 1, 2, 8 du Temme 3 sont vérifiées et si o', ", ou
> 5" gont deux neuds eonséoudifs de la fonetion @, de Plw') = @(2'),
o= Q(a''} 1l résulte nécessairement que Plg) = Q@) sur tont inter-
alle[«, @], Des conditions 1, 2, 8 il résulte doneque sur an moing 'un
neeuds @' de @ on a @{2") < P(a'). Ceci élant, on peut remarquer gue
emme 3 il résulte aussi le - '
LemMp 8. 8i P, @ sont deuw fonctions polygonales définies sur le
w6 intervalle [a, b] {n < b) et qui vérifient les conditions 1, 2 du lemme 3
insi que la condition :

‘yon a

v, Q) = P(x).
Jors, nous avons Pinégalité
19 UP) S UQ)-

Dans la démonstration du lemme 3 nous utiliserons aussi le lemme 3,

Il noas reste & démontrer le lemrna 3. _

Soient # - 1 le nombre des neunds de- P et m + 1 celui de ¢, n et
sont des nombres naturels queleonques et nous wllons procéder par
iduction cempléte. . .
Remarqions d’abord que, en vertu de la non-concavité de P, nong
ouvons exclure 1o cas m = 1. En effet, si m = 1, les conditions 1, 2 étant
‘vérifides, Ia. condition (207) ne peut avoir lien que si P = @ e alors WP =
1Q), lo condition 3 n'étant pas vérifice.

Nous ferons la démonstration en deux étapes.

1. Premiire étape. Nous démontrerons la propriété pour # =1 et
‘pour m > L quelcongne. La propriété est vraie pour m = 2. Soit, en affed)
dans ce cas, ¥, le neud différent deaet de b de ). Nous avons alors Q(¥;) <
< Py, ot le triangle Py P, est non dégénére, D’aprés les remargues
faites plus haut, de I'inégalité triangulaire il résulte gue Y{F) < IQ(¢).

Soit maintenant % un nombre naturel >1 et supposens que la
propriété soit vraie pour tout m tel que 1 £ m = k. Démontrons qu'elle
sera vraie aussi pour # = k 4 1. Soit done m = & + 1 (&> 1) ef soit u
un neud de @ tel gue on ait Q(y) < P(y:) *. Désighons par §’ la res-
triction de ¢ sar [e, %] et par @’ sa restriction sur [#, b} Dégignons
augsi par P’ la fonection polygovale P ({a, y.; @} et par P 1a fonetion
polygonale P (9, b; @). Alors, d’aprés le résultat relatif au cas m — 2, on &

(22) UP) < UP') + WP").

Remarquons maintenant que P’ et @' sont des fonetions polygonsaies
ayant respestivement 2 et un nombre << m de neeuds. Il en est de méme

% Dgns notre cas d’allleurs cette indgalitd est wérillée ponr toui nesud de @ diffé.
rent de a et de b,
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pour les fonctions polygonales P et Q. D'aprés le lemme 3’, qui par
hypothdse s'applique dans ce cas, ROUS &VONS

(25) Ury = U, UP") = U9

Mais, d’aprés Vadditivité de 1a longueur des lignes polygonales, on a Y4") +
+ HQ") = (). Compte tenu de (21), (22) on déduit que ¥L) < UQ). Ce
qu’il fallait démontrer,

2. Deuwidme éape. Démontrons maintenant quo pour tout s donné
ot quel que soit m la propriété est vraie. Pour » =1 la propriété a été
démontrée plus haut, Soit maintenant % un nombre naturel >1ebsup- |
posons que la propriété soit vraie pour toub » tel que 1 = 2 = &. i}
suffit de dércontrer que la propriété est vraie aussi pour # =& + 1. Bup-
posons done que P ait & 4 2 noeuds ef soit & son deuxidme neend (on a
& < &y, < b). Nous devons examiner deux eas :

Cas 1. Q@) = P(ay). Solent alors P’, P ef ', @ los regtrie-
tions de P eb @ sur [a, &) [#, b)
respectivement. Alors P’, 9’ d'une part
et P, @ d'autre part vérifient les
gonditions du lemme 3’ ot de plus P’
et P gont des fonotions polygonales &
i un nombre < de nmuds, Avec ee8
| notations, les indgalités (22) sont encore,
' par hypothose, vérifides. Il en rdsulte
S que ¥P) £ Q). Mais ici égalité n'est
Fig 8 posgible que 8i nous avons Légalité

dans les dewx relations (23), ce qui exige
P =§, P’ = Q" ot done P ==Q. Ti en résulte que i(F) < ) et le
lemme 3 esb encore démontré.

Oas 2. Q(z) < P(x,). Dans ce cag, la non-concavité des fonctions
P, Q nous montre que la fonciion § et la fonction lindaire y =

_ 2% piwy + L Pla) coineident sur Pintervalle [a, 4], en dehors

[ ¥ VU —
Tl 2

& — & a— @
du point #, sur un seul péint x qui est & droite de o; et & gauche de
b (voir Ia fig, 3). '

_ Nouy (ésignons maintenant par P', P’ les restrictions de P sur
[a, ®], [#;, b] respectivement et par ¢, @ les restriotions de @ sur {@, oj,
fa, b] respectivement. Enfin désignons par P* la fonction polygonale
définie sur [a, o] par

P’ (@) pour 2 & {a, &}
¥ (x) pour @& [@y, ),

PH(m) = {
par §* la fonction polygonale définie sur [2,, 3] par

¥ () pour @ € [@y, o]

e = {Q”-(m) pour @ ¢ [a, ]

ob enfin par ¥ lu lighe polygonale restriction de In fonction y sur [y, u]
Remarquons que P* est une fonetion polygonale & 2 nwuds (esh une ligne:
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droite) et P une fonoction polygomsle & < n nwuds. Nous avong dono,
par hypothese, x

(24) WP*) < H@H, UPY) = UQY).

Mais 'additivité de la longuenr nous donne ¥ P) = WP + YP'"), Q) =
= WQY) + UQT) ot T(PY =P+ Uy), WQ*) = Uy + Q") Compte
tenn aussi de (28) il en résulte que ¥.P) < Q). De coite manibre le
lemme 3 est encore démsontrs,

Je dois remarquer qu'un eas particulier du lemme 3 a été démon-
tré par le procédd indiqué ici par E. Hille dans son intéressant livre

dianalyse [1).

§3. SUR I,A LONGUEDK DES LIGNES POLY&ONALES INSERITES OU CIRCONSCRITES
A UN ARG CONVEXE

10, Seit f une fonvtion convexe définie sur 'intervalle borné et fer-
mé [a, b] o% @ < b, On sait que f est alors continue et o une dérivée %
gauche et une dérivéo & droite sur tout point de intérieur Ja, [ de l'in-
tervalle [a, b] *.

Nous congidérons d’abord seulement deg fonctions convexes f: [a, b]
— R qui vérifient les deux propriétés suivantes :

1. f est continue (sur [&, bl :

2. f admet une dérivée & gauche (finie), fi(#) sur towts < Ja, b] ef une
dérivde @ droile [} (#) (finie} sur tout o < [a, bl.

Pour simplifier nong dirons qu'une telle fonction est une fonction
{0}. Yes propriétés de monotonie des fonetions f;, f7 sont bien connmes &b
il o inutile do les rappeler. Nous les emploierons d'ailleurs plus loin,
Remarquons seulement iei que si f est une fonction (€) sur l'intervalle
{a, b], sa restriction sur un gons-intervalle fermé gneloongne {de longtear
non nulle) de [a, b] est aussi une fonction (C). La restriction imposée &
Ia fonotion f restreintun peu, mais plutdt en apparence, la généralité des
propriétés qne nous voulons établir, Nous verrons d’ailleurs que les pro-
priétén relatives aux arcs de la frontidre d'un ensemble convexe du plan
en résultent faciloment, '

Pour nne fonction () Pensemble des différences divisées [a', 2'; f]
pour &, & < [a, b], {&' + &) o35 borné et noug avons

int [, " f] = lim (&, @5 f] = Jala),

sup (2, @”;f]1 =lm [, 2" ;f] = fi(®).

11, DfmNteioNn 1. Le  fonciion polygonale I (@g @y ooy @5 f)
ayant ses sommels (@, = @, 0, = b) sui le graphique de la fonotion f: [a, b]
— [R est dite inserite dane celle fonction.

On voit tout de suite gue si f est une fonction (€) toute fonction
polygonale inscrite dans cette fonction est une fonotion non concave.

% Tas dérivées unilaiérales exisient d'allleurs, au sens prepre, ouw jmpropre, aussi
sur «¢ et gur b,
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Nous avons maintenant le :

Levme 4. Les demi-drostes d'appui de pentes finies Py s 08 p s
= [l @) fib) S g respectivement aup points (a, fla)), (B, K(b)), se coupent
6% un potnt A («, P) dont Dabscisse o esi strigiement comprise entre o et b,

Lo démonstration est immédiate, N, Ous avony

b B S fil@) < (0,530] < i) < ¢
(a,5e}

Baw

-—

ot alors «, qui est Punique racine
de Déquation en z, — g (2 —8 +
i + p (2 — a) = f(b) — fla} est strict-
ement comprise enfre ¢ of b, Dé-
} signons par @ la fonetion polygo-
| nale ayant pour sommets les pointgs
i (a, f{a)), 4 ot (B, f(b)) &b soit P une
O T fonction polygonale inserite dans In
Fig. 4 fonetion f. Loes conditions du lemme
3 sont alors vérifides eb nous avong
done X(.P) < Q). On en déduit que la longueur des fonetions polygo-
nales inscrites est bornés supérieurement. Il en résulte lo fait bien connu
que I'arc convexe y = f(a), pour une fonetion (C), est rectitiable, Désig-
nons par Xf) la longueur de cet are, qus nous appelons plug simple-
ment Ja longueur de In fonction f. Nous avong alors, par définition,
i) = s;zp KP), 2 étant 'ensemble des lignes polygonales inscrites dams
£

Iz fonction f, Remarquons que Xf) esb toujours un nombre positif, 1! en
o5t de méme d’aillours de Ia, longnaur d'une ligne polygonale,
On a aussi '

(25) : 4 = 1‘1313 YF)

#

J

- = — ——

A=

ofF
&
&

Puis qne f e pent coincider avee une fonction polygonale inserite dans f.
Bemarque 1. Bi f est une fonetion (0), nous avons IP) < USf) pour
fout Peg, Bn effet, si P = P (2 w1y ..., 2,3 f) b i nous considérang:
le point £ tel que o, < £ < a,,., pour la. fonction . polygonale P+ -
3{;‘:}“’0’ ‘?{1})‘ v By &y gy o, @53 f) nous wvons I P)< UP¥) < Uff), doni
< f). ‘
Lemargue 2. Soit, en particulier, §* lg ligne polygonale qui  g’ob
tient en prenant p — Jd2), g = f,(b). On voit alors facilement gne Ig
hypothéses du lemms 3' sont vérifides par ¢ of @* et nous en déduison
UE*) = UQ), 'égalité ayant lieu 8i, et seulement si,Q coingide avec @
Nous emploierons plus loin cette remarque, o :
- La fonction polygonale @ construite plug haut, véritiant la conditi )
3 du lemme 3 est umne fonetion volygonale circonsorite & la fonotion f
Noug allons génédraliser Pplug loin estte notion de fonetion polygonals ¢
conscrite, -7
Bemargue 3. La longueur ¥ f) de I'arc d*une fonetion {0) jouit encare
d’une propriété d'additivité. Cetie propriété pent se formuler de diver
maniéres et se réduit 3 I"dgalité

(26) Uf) = tg) + Um),
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ol f est une fonction (0) définie sur Iintervalle {a, b] et g, A sont ses Tes-
trictions sur les sous-infervalles {a, 6], [¢, b] respectivement olt ¢ < ¢ < &.
Remarquons d’abord que g, » sont également des fonetions ().

Soit maintenant e un nombre positif guelcongue.

§i @, B sont des fonetions polygonale insoxites dans les fonctions

g, b telles quoLig) — = < UQ), Uk — < < UR), dono Ug) + UR) —e<

< UQ) + UR), si P esh I fonetion polygonale prolongée su [a, ] par
1a formule (18) of &1 I’on tient conapte de (17), il en résulte gue

(37) : Kg) + {h) — = <¥J).

Drautre patt, soit P une fonotion polygonale ingcrite dans 1a fonetion.

ftelle gue ¥f) — = << YF) el soit P* 1z fonetion polygonale inserite gu'on

obtient de P en ajoutant éventuellement le neud ¢ (lorsqu'il n'est pas

. un neud de P). Alors sl g% R* sont les restrickions de £* sur fe, ¢,
{e, b] respeclivement on a Kf) —e < UP) & YP* = Q¥ + UR*) <
< Ug) + Uk, @0l

(28) Uf) — = <Ug) + Ub).

Do (27} ot (28) il résuibe Pégalité (26), done justement additivité
que noug voulions démontrer. o _

Enfin remarguons que le lemme 4 eb ley remanquey qui en résul-
tent s’appliquent % toute restriction de la fonction f sur un sous-en-
semble fermé de [a, b}

12. Nous pouvons donner maintenant la, définition d'une fonction
ou ligne polygonale cireonscrite. . _

DfpaTioN 2. f ftant une fonction (O), une fonction polygonade P
agant wn nombre impair 2% - 1 (n>>0) de nouds ¢ = By < B, <... < Ty
— b of dont les sommels COrresponAaIisS seront encore dg«?’igﬂés par Py, ¢ =
= 0,1,..., 2n, ¢st dils cireonscrite & lo fonction § si les deum ocondilions
sutvantes sont vérifées :

1. Les sommets Pu correspondont aww nouds &'indice poir Wumy =
= 0,1, ..., % sont swr lo sourbe y = f{%).

9. Chague 066 PiPryy, i =01, ..., 20 — 1 est segment @uné drotle
dappui de lo fonotion f (de la courbe ¥ = f{#).) ,

Lo condition 1 implique P(@) = f(@a), ¢ =0,1, ..., n. La fene-
tion polygobale eirconserite est done une fonction interpolatrice de la
fonetion f, mais seulement sur les neeuds @s, ¢ = 0, Lo’

La condition 2 implique les inégalités

[, 0 ; ] = Ty fol®) £ [@gn-ys b; P]
Folwg) & [y g, Wi Py [ @1y Dgrats P S Sa{224)

t=1,2 ..., —1 (n>1)

@) {

* 1] ne faut pes confondre Ia fonction polygonale circonscrite P avee la forction
polygonale inserite P (¥, %1, «ovs Con; i
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D’aprés lo lemme 4 le neud oy,;_, est bien eompris strictement entra
Pgt-g O Wy, ¢ =1,3, ..., % On voib aussl que les sommetsPy, 5, 1 =
=1,2, ..., n sont tous au-dessous de la fonction J. 11 en résulte que
P(a) < flw) pour toub # ditférent d’un neud d'indice pair, ce qui justi-
tie la.fdénomina,tion pour P de fonstion polygonale circonsérite & la fone-
tion f,

Pour faciliter le langage nous dirons qne les nesuds wy ot lex sommets
respectify Py, d’indice pair sont de la premidre espéce. Les aufres neeuds
et sommets sont de la seconde espéoe, :

13. f dlamt wne fonotion (Q), 11 résulte que

(30) F (@as) < f'imy), i=1,2,...,n.
De (29} il résulte que
(31) [@ar gy @gry 5 PT < [y @3 P, §=1,2, ..., m.

Maig, il est important de remarqguer gue si »> 1 une fonction Doly-
nomiale circonscrite n'est pas nécessairement ume fonstion nen concave.
Pour que cotte dernidre propriété ait lieu il fant et il suffit que, en dehors

de (30), les inégalités

(82) [@gnty @03 P S [@r @gi4q3 P, 1 = 1,2 ...,n0— 1_

soient vérifides. : .

En supposant toujours » > 1, parmi ees fonctions polygonales colles
pour lesquelles 'égalité a lieu dans toutes les relations (32) sont particu-
Hérement remarquables. Alors les cotés Pot_1 Loty Pye Py oy, forment en-
semble pour tout ¢ un gegment A*une dreite d’appul am point (@, f{ @)
de la fonction f,

I est facile de construire de tslles fonclions Ppolygonsles circons-
crites ayant les neuds de premidre espace quelcongues donmés d’avance.
Prenons, en effeb, los points wy tels qne @ = By < By <y < o o0 << Bygop
< @y, = b, mais par ailleurs gueleongues et menons des droites d’appur
& aux points Py (#y, fwes)), 1 =1,2, .. o B —1 (3i n>1) et soient
encore dy, d, des droites d’appui non vertiesles aux points (@, f(a)), (b, f(BY)-

: Alots les pentes des droifes o,
forment une guite eroissante,
L’intersection P,;_, des droites
di.y, d; a une abscisse g,
strichement comprise entre ",
et @pi, 4 =1, 3, ..., n La fone-~
tion polygonale de sommets
P, 4=0,1, ..., 2n estbien de
la, forme indiquée.- On  voit
facilement que la fonetion poly-
gonale eirconsorite & f aingi con-
siruite est bien une fonetion
non eoncave.

Lia constrnetion précédente est basée d'abord sur lo fait que, si f
est wne fonetion (), en chaque point du graphique de f il existe au moing
une droite d’appui non verticale, Enguite, la pente d'une droite d’appui-
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au poink (&, f{#")) est toujours plus petite que la pente d'une droite d'appui

en un point (@', fla')) ayant abscisse z' plus grande que .
14, La construetion précédente permet d’éclaireir la notion de fone-
tions polygonales circonscrites conséottives,

Nous dirons que deux fonctions polygonales P, ¢ circongerites &
la mbéme fonction f: [@, b] > R sonb conséoutives ('une & Usutre) si la
suite de neeuds de la premidre expace de 1’une d’elles ext une suite partielle
de 1o suite des noeuds de la premiére espéce-de I'dutre. Dans ce travail
nous nous inbéresgons seulement & la maniére dont on peut déduire d’une
fonction polygonale circopmscrite donnée P une certaine autre fonchion
polygonale circonscrite @, conséontive a P,

. Nous gvons le
YiMmE 5. S P esi une fonotion polygonale circonserite & tn fonction

f, ayomt Lo suite des nepuds (@)%, B emiste toujours une auire foretion.

polygonale Q oirconscrite & f dont les nwuds de premiére esplce forment
ume swite oroissamte gueloongue (&) (g == @, Ey ==b) domd {@y)l—o o8l
une suite partielle.

1] suffit de montrer comment on peut consiruire uns fonetion poly-
gonale ) vérifiant les conditions du lemme énoncé,

Sim = n on peut prendte pour  la fonetion polygonale P elle-méms.

Supposons m>n eb soit & = @, i=10,1,..., n. Nous avons
By =0, b, =molfp <k <...< k,, mais Uune au meing des différen-
oes % — k,_, est plus grande que 1. Si &, — &,_;> 1 nous modifions la
fonction polygonale P dans Vintervalle (25, s, #5]e0 faigant la consirue-
tion dn n® précddent. On prend alors [y ., %] coMme intervaile [a, b]
b on emploic des droites d’appui aux peints d’abscinses Er 45 J = 1, %
wery b — By —1 eb en prenant, pour fixor les idées, les pentes des
droites d'appui aux extrémités o, _, et & respectivement égales &
[ Byrgs Vge1 3 F) 86 (%1, g 3 P]*. o faisant cette construction pour
foutes les différences &, — k,_, qui sont >1 on obilent finalement nune
. fonetion polygonale @ qui vérifie les conditions du lemme B.

Remarquons encore gue Ia fonction polygonale { ainsi consfruite
jouit de la propriété que si P est une fonetion non concave il en est de
méme de @ et on o towjours {Q) << iF) lorggue = > .

Nous rappelons encore une fois guen pourrait étudier d’autres
fonctions polygonales circonserites & la fonotion f et consécutives & £,
mais ce qui précéde sera suffisant pour Ia suite.

15. Parmi toutes les lignes polygonales circonserites # la fonebion 5
de 1 forme ((), eb ayant les mémes nouds de la premidre espéce @y, g
v .y @y il y €0 & une, désignée pour le moment par P* pour lagquelle

[@ggmsgy Pgi-13 ] = filmg_o)y [Wai—1y Par} P} = fo(@y)
§=1,2, ...,

My, Dy -+ «y Dguy Sb20G (par ordre de grandeur croigsante) les neuds de P*
de 12, seconde espdee, Puisque nous avons (30) ef aussi (si n>1), fol#ay) S

# Ceei n’est pas nécessaire, mais permet de déiinir avec précision une fonction
polygonale ) jouissant des propriétds désirdes.
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Shiw)yi=12,. — 1, on voit que Ia fonetion polygonale circon-
scrite .P* est non conca-ve

Enfin, si nons tenons compte de Is remarque 2 qui suit le lemme 4,
nous voyons gue si P est une fonciion polygonale circonserite ayant les
neuds de la premidre espSce @, @, - ..y Pgy DOUS avong Y P¥) £ {P) ol
Dégalité n’a lisu que si P coincide avec P*. Ia fonetion polygongle P*
est donce parmi toutes les fonctions polygonales circonserite & la fonetion
f eb qui ont les mémes noouds de la seconde espdoe wy, Ty +. .y By otlle
dont la longueur est la plus petite eb elle esth unique.

16. 8i f est une fonotion (C), parallélement & foute droite non ver-
ticale il existe une droite d’appui qui a un senl point de contact aves la
fonetion (aves la courbe ¥ = f(«)) et I’abscisse de ce point appartieat,
bien entendu, & 1’intervalle [a, b]. Si le coefficient angulaire de la droite
esb £ fi(a) ce point de contaet coincide avee a ef 8i cs coefficient angulaire
est >fi(b) il eoincide avec 'extrémité & de I'intervalle. Enfin si es coeffi-
cient angulnire est strictement compriz entre fi{a) et f;(b), le point de
contact est gtrictement compris entre a ef b,

Noug allons maintenant congbtruire une fonction polynomiale cir-
congerite de la manidre suivante, .

Considérons une suite croissahte {(p)Pe (m >0} de nombres réels
(finig) de manidre que p, = fu{a) eb f{b) £ P, Désignons par d; la droite
d’appui dont le coefficient angulaire esl: p; ob soib y, "abseisse du point
de contact de &; avec la eourbe ¥ = f(w), La suite (y;)i*, est non décrois-
sante et, par construction on a ¥, = @&, ¢, = b. Parmi les points y; il y
en a an moins 2 distinots {les points ¥, eb ¥, en tout cas). Désignons
2loYs par (6 =) By @ ..., By {= b) la suite eroissante des ponts de
fa, &1 avee lesquels coincident les peints y;. Pour fout j il existe un 4 el
que y, = a, et pour tout ¢ au moing un § tel que »y; = ¢;. Désignong alorg
par § le nombre des points ¢, qui coincident aves m,. Alors s; sont
Positifs ot lenr somme est égale & m + 1. Nous avons y, = @y pout
30‘[‘31+ - - e e '+'3«:'—1 t=0,1,. .. ,n(s5 +
4+ 8+ 3, , étant remplacd par 0 Bl 4+ = 0). Pour simplifier 1'écri-
ture posons encore

14 ?
{dn = ds,-14 dggq =2 st ot g

{33} ) ,
52&-1 == ay g+ ob 8y ) dzi - d‘a‘l’h-«-'i-ﬁ-l

4:1,2,...,%—'1

(ol on retient senlement leg deux premisres égalités si » = 1),

Alors d;, ., sonbt des dreites d'appui respectivement aux points
(@, f(&)), (b, f(D)) ot db_,, ds; sont toutes les demx des droites d’appui an
point (@, flw), i =1,2, .. ,n—1 (lorsque n>1). Dégignone encore
par Py, le point (wy, f#s)), ¢ == 0,1, ..., n et par p,_, l'intersection des
droites d'appui dj.ey dérq, £ = 1, 2 .y 7. Alors d’apres la définition 2,
la fonction polygonale P ayant pour sommets les points Py, i =0, 1, .

, 2n eb dont les neeuds forment Jo suite croisgante (m;)izu, est mreon-

216




B

gorite & la fonetion f et est bien une fonction non concave. Remarquons

gue pour cebte fonction polygonale nous avons
| .. 0 < [t gy Dye 5 PT — [Bor-gp oy Pl ==
= Dagtirtrtbig — Pagtatotina1y L= 1,2 ooyt
d’ott il résulte anssi que |

{34) G < [@a—1y s £ — [Ba_s @13 P] S max (P — Pi-1)

1,800
t=12...,mn
17. Nous pouvons maintenant démontrer le *

Loy 6. Hiont donnds deww nombres positifs quelcongues e, c4 on
peut toujours frouver une fonotion polygonale P oivconserite & la fonction f
(qni est une fonction (0)) et dont les nouds forment la suite orotesante (@:)2o
de maniére que les deun condifions swivanies sotent vérifides . _

1. On @
(83) O < [y 4y 0ae} Pl — [@or gy Woro1 s PI < gyd=1,2...,m

2. La difftrence m; — 0., de deux neuds conséoutifs est < ey, done on
a Vinégalité :

(36 , max (g — &1} < &
ot 2o 2

HEn modifiant un peu, pour les nécessités de la démonstration, les
notations, on voit que d’aprés la construction qui nows 2 mené aux indgalites
(34), on pent d’abord construire une fonction polygomale eirconscrite P,
dont la suite des nceuds est (@)%, et pour laguelle

O < [Wyimn, @15 P'] — [z ®op—a3 PI < 8y 1 =1,2,.., &

Si maintenant o)., — @ < &, § =0, 1,..., 2k — L il puffit de pren-
dre comme P celte fonclion polygonale P’ et les conditions (35), (36) du
lemme 6 sont vérifices.

Dans le cas eontraire on peut, d’aprés le lemme B, congbruire la.ligne
polygonale circonserite P congécutive & P’ de manidre que les eonditions
(35), (36) solent vérifiées. Pour arriver & ce régultat il suffit d’insérer entre
deux neeuds de lo premidre eapdce oonséoutifs %5 s, #3 de P’ un nombre
suffisant et comvengblement distribués de ncetds de Ia premidre espdce
de P. Par exemple nious pouvons ingérer entre #y., et ef; comme nends de .

* ('pst pour réaliser les conditions de cz lemme gue nons nols sommes 4'abord
Hmité aux fonctiens (C).
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la premiére egpdes les pointy qui divisent 'intervalle | #5_s, @} en 7 parties
égales, 7 étant vin nombre naturel > Pat — Pt o en fadsanb cotbe con-
g

strustion pour,i=1,2,. .., &

Le lemme 6 ext ainsi démontrs.

18. Nous pouvons maintenant démontrer le:

Tfonime 1. 8% [ est une fonckion (C) et &, 68l Pensemble des fone-
tions polygonales circonscrites af, ona

(37) inf 4P) = Uf)

WNous ferons la démonsiration en deux étapes.
Premidve dape. Nons allons démontrex d'abord que

(38) int YP) = )
PE&a

Soit P e 2, ob (@) 12 suite des newnds de la premidre espéce de F.
Si ¢ ost un nombre positif guelcongue Nous Pouvons congfruire une suite
croissante (3, e, Ol Yo = Gy ¥m =B dont (&g)lo est une suite partielle
telle que si P9 est la restriction sur Pintervalle | 2. 3, 2zl dela ligne poly-
gongle ingerite P¥* (Yo, Y1y» - +» Ym '} ) eb 81 f* est la restriction sur le m&me
intervalle de f, on ait -

(39 U — -i- S YPWY, § =1, 0y e

Ceci résulte de la définition de la longueur d’une fonetion (¢), Compte

. tonu. de ba propriété dadditivité des longueunrs des fonctions polygonales

eb des fonctions (0), on a.

U = U, Y UPH) = UPY.

deal . i=1

De (39) il réeulbe alors ¥{f) — ¢ < (P*). Mais, en appliguant le lemme 3,

on & {P%) < WP) eb il Tésulte que () — ¢ <U(P), d'o I’inégalité (38).
Dengitms ftape. Nous atlons démontrer que

(40) ' inf I{P) < Uf)-
: Peas N

Soit encore ¢ un nombre positit queleonque et goit P une fonction
polygonale circonscrite A f vérifiant la condition 1 dv lemme avee & =

;fe‘) -(é}i)?;,, &tant la suite des nceuds de P, dégignons par P# la fone-
tion polygonale inserite PH(@y, Bgye s o9 Bpn § fya f Alars on peut appliguer
I’inéga\‘lité (11) PRV .S tri&ngl@s .P“_. g.Pg;_]_Pg{, ‘é- = }., 2,. n--’ on les ].ettl'eﬁ Pi

=
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ésignent toujours les sommets de P. Bn tenant compte de Uadditivits da
a longueur, on obtiont -

UP) < (1 + %) YP¥) — (1 + 3(;) ) (PR <

’ [ 4
<(t+7 ) =un+-
(% ’
eb I'inégalité (40) cn résulte.
L& théoréme 1 est démontzé, _
11 est facile de voir, en appliguant le lemume 3, que si f est une fone-
tion (€}, on a {{f) < [(P) pour foute P e g,
On en déduit que

@y tim Y P) = 1f).

I'eqn

- § 4. SUR QUELQUES THEOREMES D'APPROXIMATION

19. Soit w(3} le module d’oscillation de la fonetion f:[a, 8] — R
«(3) est définie pour tout 52> 0 et Ton & |f(#') — f(#”)| & wl|o — ®'1)
8 2’ # @, Parmi les diverses propriéids de «($) retenons qu'elle est une
- fonetion non déeroissante ot que nous avons lim w(8) = 0 &i o seulement

Slo
si f est continue, done en partioulier si f est une fonetion (¢). Oette dernidre
- propriété exprime d’ailleurs la continuité uniforme de Ia fonetion A
Le premier théoréme d'approximation g’exprime par le
Tutorime 2. 8% fifa, b] > R est une fonciion {O) et si ¢ est un
nombre positif queleongue, on peut toujours trouver une fonolion polygonale
P = Play, a,...,3,;[) tuserite dans § telle que l'on ait

(42) [f{#) — P{@)] < e pour @ e [a, b].

Le propriété est bien connue. Pour 8tre complet nous indiguerons
la démonstration, La restriction de P sur Pintervalle partiel [=,._,, ay]

coincide avec le polynéme du premier degré —_t [(@ — &) flo) +

+ (% — &) fiw,_,)] et nous déduisons i -
| () — P(a}] £
S (& — o) @) — f(@)] + (3 — 0) (@) — flee ] S
Wy — Wy_y
= —r o — @) &lo; ~— &) + (2 — 2) @ (2 — B_1}]
& — &

= o{w, — @.4) pour @ e [&_y, ]
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Ces inédgalités régultent en remarquant que pour s € [@_,, o], on &
08 4 — 8, @ — By = B — By :
Soit maintenant

== malx (wg —_— wg_1}|
G 1,2 0,000

I en résulte alors gue
[f(#) — P(#)] & o) pour @€ [w, b].

En choisissant les neends «, de maniére que w(n) < ¢, on obtient 1’iné-
golité (42). Le ohoix des points @; peut se faire, par exemple, en prenant
les points qui divisent en n parties égales Vintervalle [a, ], # étant un
nombre naturel suffigamment grand.

20. On sait d’ailleurs que la propriété exprimée par le théoréme 2 est
vrade pour toute fonction eontinue ¥ :[a, ] -> [R. Mais si f est une fonction.
(C) on peut obtenir un résultat pluy complet. Ce régultab ext exprimé par

le

TrkoREME 3. Si f:[a, b] — R est une fonclion (J) et 8¢ ¢ est un
nombre positif queleongue, on peut foujours trouver une fonction pelygonales
Q inserite dans f, telle que Pon ait

(43) 0 < Q) — f(9) < e pour we [a,b]
et : . ' '
(44) 0 <Uf) —UQ) < e

La, démongbration ne présente pas de difficultés. Soit P la foncbion
polygonale ingerite dang f qui vérifie la condibion (42). Soit @ une fonction
polygonale inserite dans f gu’on déduit de P en gjoutant un certain nombre
de nonveaux neeuds, en dehors des nesuds @; de P. On peut encore dive que
Q est une fonction polygonale conséeutive & P, cebbe fois-cl inserite dans f.
La suite des neuds de P est une suite partielle dela suite des neeuds de @*.

Or, de 1a définition de la longueur de la fonetion f il résulte qu’on
peut choisir ces nouveanx nomuds de manidre gue si f* et @ dont respec-
tivement les restrictions de f et @ sur Vintervalle [#;.,, %], on ait

SO0 < UMY — UGH) <, 4 =11, 2,
b3

Tia propriéié d’additivité de la longueur nous .montre alors que ’on 2 (44);
En ce qui eoncerns les indgalités (43), elles résultent du fait que V, Q) =
< P(o), dono ¥, 0 & Qo) — flay £ P(o) — fla).

* ou si [ a une structure un peu plus générale, telle que nous le verrons au §
gutvant, : ’
** La fonction polygonale inscrite @ s‘obtient done, comme dans le cas des fonctions
polygonales clreonserites of conséeutives, par un rafflnement de Ia snite des nesuds
de P,
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On peut voir encore qu'on peut frouver une guite infinie (P™)7
ion croissante* de fonetions polygonales ingerites, convergeant unifor-
mément vers la fonetion f (var [a, b]) eb, en méme temps, 1, snite eroissante
de longueurs ({ ™) convergeant vers I(f). Nous pouvons laisser la dé-
fnonstration de cette propriété au lecteur.

91. Nous allons établir une propriété analogue pour les fonctions
polygonales circonsorites & 1. _
Y ratorime 4. 86 f1 e, b} >R est une fonation (C') eb &i & o5t UR
nombre posilif quelcongue, oh pewd irouiier une fonclion polygonale P oircon-
sorite & f, telle que Von it

(45) : 1flw) — P(@)] < ¢ pour s e {a, b].

Pour 12 démongiration nous nous bagerons sur les lemmes 1 ob 6.
Choisiszons les nombres positifs e, e, tels que

= € &
{46) 6 2V3, < EYo% o2 %) < g

ce qui estpossible d'aprés les propriéids du module d’oscillation o 8) de la

fonction f.
Soit maintenant P la fonetion polygonale circonserite 3 la fonotion f,
ayant les neuds &, ¢ =0, 1,.. ., 2neb qui vérifie les conditions (35} et (36)
du lemme 8. Pour évaluer la différence
f(a) — P{»), considérons le triangle for-
mé par les sommets B, 4, 0 de P d’ab-
soisses Tespectives @y g Pai-1y iy, 8818
hong par I, F leg intersections de la
verticale du point @ do [@x Fps] AVEC
les ootés AC, BC respectivement. On &
alors 0 < f(@) — P(w) £ NP, BF étant
1a Jongueur du segment de droite B,
Mals, on » évidemment (comparer aaesi
avec la figue %), BF < d, En appli-
uant alors le lemme 1, dlen résulte gque

@
-z 20t
Fig.

0Efloy— Py sd< Vif(2ps) — (@i 2))? -+ (0 — Pye_p)® =

Vw2 + 4 € <e.
On en dédunit que
iflw) — P(z)] << pour @€ [@piogs Boi)y +=1,250., %

ot Pinégalité (45) est démonirée.
98 De méme gu'au cas des fonctions polygonales inscrites, ol peut

obtenir un résultat plos complet. Ce résultat est exprimé par le

* dome e e PPIU() = ploxy,
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nombre positif quelcongue, on peut toujours irouver une fonolion polygonale
Q cireonserite & f, telle que Von ait

4n 0 £ fla) — Q(a) < & pour € (8, ]
el
(48) O<liH) - <=

du théoréme 1. En partant de la fonction polygonale P qui vérifie la con-
dition (45) du théoréme 4, on peut trouver une fonction polygonale cireon-
gorite @ congéeutive 3 P telle que U'on aif (48). Puisque, par consbruction,
on 8 VY, P(s) S @), done Y,0 = f(x) —Q (o) S fle) — Ps), on
déduit ausel l'inégalitd (47).

non déeroissante * de fonctions polygonalss circonserites & f convergeant
uniformément vors la fonetion f (sur [a, b)) et en méme temps la smite
décroissante des longueurs (I PoNr., convergeant vers Kf). Nous pouvons
laisser encore Ia démonsiration de cette propridtd au lecteur,

fonction continue f queleonque, En effel, nous n’avons pas défini la notion
de fonetion polygonale circonserite & une telle fonction.

ralisant cette fonetion. On peut aussi en un certain sens généraliser la
notion de fonetion polygonale ciresnscrite.

trop insister sur los démonstrations.

fia), Fi(b) peuvent dtre infinies, la premidre pouvant éire égale & — oo

tes dans la fonetion, Ia définition 1 conservant encore un sens précis, mais
il v & une certaine difficulté & définir une fonction polygonale sirconscrite
4 Ia fonetion, Ia définition 2 n*ayant pas teujours un sens précis. En etfes, si,
par exemple, fi{e} = — o ou fi(3) = + oo, Ia seule droite @’appui qu'on
pentmener an poini;—{a£ Fla3y ow (b, (b)) est verticale, On peut tourner la

TakorkuE 5. 8i f: [a, 4] =R est une fonetion (O) el st ¢ 65l un

La démonstration ne présente pas de ditfienltés, en fenant compte

Enfin on peut voir encore qu’on peut trouver une suite infinie (P*)%,

11 est clair que nous he polivons pas ici étendre le théordme 4 & une

§ 5. QUESTIONS FINALES

23. On peut étendre plusienrs des résultats préeédents en levant cer-
taines restrictions auxquelles est astreinte la fonetion f on encore en géné-

Dang la suite nous allons examiner bridvement ces questions sang

2%, Au lien d’une fonction (¢) considérons une fonotion convexe st
continue guelcongue définie sur [, b]. Dabs ee cas les dérivées unilatérales

et ln, soconde & + oo. I’y a rien & dive sur les fonetions palygonales inseri-

difficulté en admettant qu'une ligne polygonale psut avoir aussi des adtés
extrémes verticaux. Plus exactement, nous pouvons convenir que dans la
suite (#,)7, des nesuds on peut avair o, ==, ley sommots Py, P n'élant pas g
confondus et le sepment vertical PP, ayant une longuemr non nulle. De ;
méme on peut avoir o, ; = @, les sommets P, _;, P, n'étant pas confondus -
et le segment vertical P,_, P, ayant une longueur non nulle™ Bn tous cos |

* done Wy Wa P® () & PLTY (m).
** Ou peut intreduive auss! d’autres Hgnes polygonales ayant des ediés  verticatx, |
mals elles n'interviendrons pus dans ce teavail, b
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s i w > 2 1a suite (2,)7-1 est croissatite. On peut alors maintenir la définition
2 d’une lighe polygonale cireonserite en romarquant que eela n'est plus, en
général, e fonetion. En effet, par définition une fonction ne peut prendre

: qu'une seule valeur pour foute valeur de la variable ce qui, pour les lighos

- polygonales eongidérées peut ne pas avoir liew aux points ¢ et &, Les lignes

t polygonales aingi définies jouissent cncore dés propriétés établies au § 4.

Bn particulier, elles ont une longusur bien déferminde qui est > I(f).

25, On peut encore tourner la difficulté, en remplacant la définition

2 par Ja
! DEFINITION 3. 8 [:fa, ] = R est ume fonotion (O), la Jonction

: polygonale F ayant lo swite crolssanie de neuds {x)f, ol oy, = a, =0,

| gst dite circonserite & f 5t les otés Py_o Py_y 6l Py, 1Py S0mt des segments de

- droites @appui aum points (Fy_q, e 1)) powr i =1,2,,..,

" Ti résulte de la définition qgue

D(a) £ fia), P(b) £ fb).

: - Alors la définition 3 s’applie |
" que méme 8i f est sewlement con- !
- tinme et convexe (sans avoir deg ; i
© dérivées unilatérales bornées). {
|

|

|

1

L, propriété ¥ P) > Kf) sub-
siate et les théorémes 1, 4, b sont -
encore valables,

Une autre manidre de towr- , % 4 %
ner les diffienltés résulte de ce F
qgui snit.

26, On pent aussi géndraliser lo probléme en supposant seulement
que f:{q, 8] - R et une fonetion convexe. Hlie peut alors ne pas étre
continne anx exirémités a et b. Dans ce eas la fonetion g: [a, b} — R
définie par les formules

B e e

Jle+ 0) powr & = a,
(49) H®) = 4 fl#) pour = e la, b,
f(b —0) pour & =,

o3t une fonction convexe continue,

Pour maintenir les propridtés précédentes 1o plug simple est de comn-
pléter toujours les lignes polygonales inscrites et circonscrites dans et & g
par des eOtés verticaux aux points ¢ el b de longnetrs (qui peuvent &tre
anssi nulles) respectivement égales a fla) — fla + O) eb f(b) — f(b — O).

27, Les résultats préoédents penvent en partic étre &tendus aux fonc-
Hong non concaves définies sur nn intervalle borné et farmé [a, b]. Les
définifions des lignes polygonsles ingerites et eirconserites se font de Ja
méme manidre. Les propriétés subsistent en remarquant seulement que
Pégalité U P) = If) peut bien avoir leu tant pour une ligne polygonale
ingerite que pour wne ligne polygonale circonserite & f. On peut d’abord
congidérér senlement des fonctions non concaves continues et & dérivées
borndes et ensuite géndraliser les propriétés, ainsi que nous 'avons fait
pour les fonetions ().
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La formule (25) peut ne pas &tre vraie. En effet, i Ia fonetion f se
réduit & un polyndine de degré 1, toute fonetion polygona,le ingerite dans f,
conformément 2 la définition 1, coincide avee £ et nous avons done H{F) =
= i), quel que soit P 4, 011 peut d'ailleurs démontrer qu'en dehors de
ce cas la formule (2i) est vraile,

Au contraire la formule {41) est foujours vraie. Pour noud rendre
compte gu il en est ainsi il suffit encore de considérer le cas ol f se réduit
& un polyndme de dugrv 1. Dans ce cas toute fonction polygonale P ayant

les (trois) nceuds a, a—;_—, b et pour laquelle 2 =7 [a——g—b] P (E—g—bJ =20,

f(a) = P (&), f(b) = P(b) ext circongerite & f ot on & {pour A> Q)
lify < lI{P), ainsi que lim i) = i(f) pour & | 0.

28. Avant d’aller plus lein remarquons qu'on peul aussi généraliver
la notion de ligne polygonale ou de fonetion polygonale circonsecrite cn
imposant an lieu de (2B) les seules conditions

[y 0y Fae—15 PJ S Fil@pi o)y Fol@ai) £ [y &5 P,
t=1,2...m%

Une tolle fonction polygonale peut ne pas élre une fonelion non |
concave, Blle présente peu d'intérdt puisgqn’on peut toujours trouver une |
autrs fonction polygonale eirconserite ayant une longueur au plus égale,
non coneave et ayant les mémes nouds de la premidré espéce, 5

29, Pour justifier maintenant [a démonstration proposée par .

. Pzitzéica pour inégalité (1) il suffit de mettre la propridid G‘zprlméo ;
par ls lemme 3 gsous une forms plus générale, :

81 1a longueur I{f) de la fonetion non concave f: [, 8] — R est définie

par Kf) = Ug) -- f(a) fla -+ 0) + f1d) — flb — 0), o g est la fonction
(49), nous avons le

TalopiME 6, 8¢ f,' o sont deuw fonclions non concaves définies sur
Pintervalle bornd ef formé [a, b] {a < b) et st les conditions swivanies sont
vérifides :

1, flay = o(a), fib) = ¢(b);
2 ona V¥V, f(2) S ole)

alors entre los longuewrs des fonciions f, o on o PVinéyalité

(50) | i) < Kf),

Pégalité n'étani vraie que 51 les fonctions f, o coincident.

Pour Ia. démonstration il sulfit d’abord de supposer que f, ¢ sont des
fonctions (). Enguite il est facile d’étendre la propridté & des fonciions.
non coucaves (uelcongues.

Supposons done gue f, ¢ soiet des fonctions (0). Seit P uns fonctien:
polygonale inscrile dans ¢ et @ une fonction polygonale non concave vir-
congarite & f. Los fonetions polygonales P, ¢ vérifient les conditions dn
leme 8" et nous avons done {.F) = ), d’ou sup WP = iut i) et (aﬁ)
résulte d’a,plés le théordmse 1.
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e Supposons maintenant que @, est un point de Ja, B[ tel que fimy) <
o @(my). Une droiie d’appui &  au point (2, ¢(#,)) coupe la conrbe y = fa)
aux points d'abscizses o’ ot 3’ ot ¢ X o’ < b <'b. Considérons la fonction
détinie par les formmles

By — [f@) pour € [a, &']1 U 1", b],
' | Pla’, ¥ ; ) pour = € [a/, ¥].

% Alors & est une fonotion non concave ¢t on & Y, fl#) £ Me) S o(2), donc
L) £ k) S Uf). Mais Padditivité de la longueur nous montie que
1B < Hf). On en déduit gue {¢) < ¥f).

20. Congidérons maintenant dans le plan, la frontitre I' d'un ensemble
borné et convexe. I' est une courbe formée convexe. Supposons d'abord
gue toute droite d'appui evupe I' en un. seul point, Soient alors sur ' frois
points 4, B, € auxquels on peat mener des droites d'appui formant un
triangle non dégénéré. Alors chacun des arcs conveXes 4B, BC, UA exl
une représentation graphique dunc foretion () par rapport & dos axes
de coordonnées convenables. Ceci permet de définir des lignes polygonaie
circonscrites » I, en raccordant des lignes polygonales circonserites aux
aros AR, B0, 0A. Nous artivons ainsi 3 définir des polygones circonserits
a T en variant les points 4, B, ¢sur I'. T est alors clair ce qu'on entend
par lo périmatre (la longueur) YT de T' et lo périmdtre i P) d'un polygone
P circonserite & I

On peut étendro Ia définition & des cowrbez convexes T contenant
augsi des portions rectilignes. On a foujoury I'inégalité

(G1y KT) < YP)

s

R i

F étant un polygone circonscrit & I

I’indgalitéd (51) est d’aillewrs mn cas particulier d'une propriété plus
générale gui sera signalée plus loin.

31. On peut démontrer que sl dans le plan, I',T'; sont les frontiéres de
deux ensembles convexes bornés, dont l¢ second contient le premier, on a

(52) Ty = KTy -

Sans quiil soit nécessaire de considérer le eas général, supposons
geunlement que la courbe I' est complétement intérienre & T;. Soient alors
4, B deux poinls de T' auxquels on peut
mener deg droites d’appui paralltles eb soient
4’', A", respectivement B', B” les points
oll ces droites d’appui coupent la courbe I
Désignons encore par &', o', b’, b’ les longu-
eurs des segments de droites 4°A, A" A, B'B,
BB, par 1, I, les longneurs des arcs AmbB,
AnBde I' et par Ly Ly, Ly, Iy leg longueurs
des aves Ao AV, A"B B, B"yB', B'8 A’ de
I, {voir la figure 8). Compte tenu de Faddi-
tivité de la longuemr on & HI) =& + Iy,
YD) = Ly + Ly + By + Ly Or d’aprés les
| résultats précédents on a ¢ 4 @ < Iy
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O b« Ly, 1, << o' 4- L, & 8, 1y < o +z, + b, d'oir {T)
done Uinégalité {52),
1 est facile 3 démontrey

que dans (52)
I' &t Iy coincident,

< Ury,
Dégalité n’est bosgible que si
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