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Conzunicare prczentatã, în çed,in1a d,in I0 lulie 1gõ1

1' Polinon'rul l'i Lagrange relãtiv la funclia l@) çi la noclurile cle inter._polare

intervine de obiceiu in utlizarlå' 
".r'n:rr'"{;;1n fo.-.,t" de inrerpol".. 

" Í1l,Newton 1).
1¿

Í(r) : à (" -rr) (r-rù ... (r -n,)frr, rr,...¡ni+t;Íl : R(n). (z)¿:0
Coef icienlii

fïr, tr,. . ., r¡+t, lf, i : 0rlr. . . ,n
ai acestei formule sunt erementere de pe.ratura superioarã (descende ntä) atabloului (triunghiular) cle cliferentre- rïivizate

l@)

l2

Í (nr)

'Í (rr)

I @")

Irt, rri Íl
Lrr, rt) Íl

l_rr, rr, frsl Íl

frr, r", rnl llfr3
l*r, *r, rB,, fra., Íl (3)

frr,xrr,., rfi*+t)Íf
ln Í (n,,) f{xrr-tt frut rr+till

'Í(n"+t) Lfr,", :Lr+tl ff
ln+7

r) Termenul pentru i : ú re reduce ra rc,; rJ : f þ). Ne forosim de notatiire1s,,s,,..., s¡t ll penrru difercnla uivizata-ã i"".[i.t iti)',i, "å¿"iiiä.'",,";,,,::,;r;;.-



a çirului (9) sá fie formatä din i f I numere naturale consecutive luate lntr'oanumitä ordine.
fel de.permltare (g) cä este o permutate
n * l, vedem cä:
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fu, frrl .r¡+¡;Íl ,rlJai--r, r¡) n¡+¡,1 Íl
\[",, r,*r, .' ., r¿+¡+tll)

t?,

i-[
(5) aparlinând tabloului (3) în cale

, fr¿+i-t într'o anunitä ordine oare-
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fn¿, fi¿+.r, . . ., ø¿+r-r i /l \
ffr¿+t, u¡+2, .,,, fr+¡;'lf/

11

un elernent are deci, în general, 4 elemente vecine. Fac exceplie numai ele-
mentele de pe laturile tabloului triung e.rtel" [rr;Í]lr*+t;Íl
caÌ'ê au trn singur element vecin, [rr; Irr, rrr. . ., r,+t; lf

äiïti:ii "iî:::;":iï1îiiîiJî1, 
3 
,!r*:;;;n:;;ti

Este uçor de vázùt cá dacä z-:1 e cu unul sau douä
elemente vecine, iar dacä n:2, numai elemente .r, ,nü, douã sau ireielemente vecine.

are aparlin tabloului (B) sunt aiunci
coeficienli consecutivi oarecare sunt

5), apar[inând tab]oului (3) se poate
alegând coeficienlii câte unul din
fiind vecini. Numärul ,l[, al acesLor

rul drumurilor.ce qe pot descrie plecând dinprima coloanä. pâná în. ultima, trecând numai prin'elemente vecine. Toate
aceste drunuri se terminã cu elementul fnr, r, j . . , fr,,+t ; l]. Dar elementele
Lrr, ïr,...., fr,,iff, l*r, rrr'.,¡ fr¡r+7;lJ sunt- îecine "" .iu#."tul din ultima
coloanã, jar numárul drumurilor care trec prin fiecare din aceste elemente
e.ste evident ggal cu 1[,-r. Rezultä deci cä -Iy',, :ZNu ,, f"re, lrr. :"2
deci Nu:Z". :

Putem de asemenea determina numãrul formulelor (b) aparlinând ta-bloutui (.a) T care prirn-ul nod esre 
",. Dä;ä ";;t;";;;ri'rro^¿. cu C j,_t,

avem evidenL Cfl:'1, Ci::1 çi pe baza recurenlei prececlente

Cil,t : Ci,ll + CL_r, í :L,2,. . ., n_1.

Se deduce cu uçurin!ä de aici ce Ci;1:
Mai general, numãrul

pri rlele i nodrrri srrnt t¿,

care, esfe egal cu Zr-t

formulelor
fri+t t

'-i+ti-r

-++2

In formarea acestui tablou, ordinea nod.rilor este respectatãr,
La orice pernutare

frvrt ßvr, , ,. frvn+l (4)

'¿r nodurilor (1) va corespunde o folmulá de interpiilare de forma (2)
II

f(r)': ) (n-rrr) (r -rur) . . . (r -r,,¡) fn,r, n,tr,..,, r,,i+r;ÍlJ-R(n) (ö)
¿:0

Bineinleles cä restul, fi(r) nu depinde de permubarea consideratä çi se
poate scrie

rrncle 
R(n) : I (r) lr, frt, 'fr2r. 

. .,, fr,,+t) Íl (6)

l(r) : (n-nr) (r-rr)...(n-nn¡l (7)

Utilizarea practicá a formulei de interpolare (5) va depinde çi de rapi-
ditate¿ çi t xactitater ci.rlcului coefìcir nlilol

ftur,frrrr...,fr.t¿+ril], i:}rL,...r¡t, (S)

accstei forn-rule.

Aceçti coeficien!i se vor gäsi pe latura superioarä (descendentä) a tabloului
de diferenle divizatecorespunzátor nodurilor luate în ordinea (4). Insä, pentnt
formarea acestui tablou, va fi avantajos ca nodurile (4) sá fie'in ordineä cres-
cätoare a valorilor lor numerice, cáci atunci toate împärlirile ce se fac cu
dife-renla de noduri în vederea formärii tabloului, se fac cir numere pozitive
pe baza relaliei de recuren!ä

ftvr, fr,trr. . ', frvi+t' ,r-fnu" 
*uu'' ' ''fr"i+t; ll - lr"' fr"' ' ' '' fru¡i i7

ryr*, -- frv,

In felul acesta sunt eliminate erorile cale al putea. proveni din neaten!ie
la semnele diferenlelor de noduri.

2. Pentru simplificarea notaliilor, sä presupunen cä nodurile, pe cale le
socotim distincte, sunb luate în ordinea crescätoale, cleci cá

frt1Ir1 ,..1fr¡¡L1

_. At.unci, pe baza observaþiei precedente, tabloul (3) este cel mai avantajos
dintre toate cele n + L tablouri analoage oblinute permutând în toátc
rnodnrile cele n f t noduri

Observäm cä nu numai form ula de i e bucurä de proprietatea
cli toli coeficienlii säi sunt cuprinçi Sá gäsim ãtuñci toate
fornulele (5) care au toli coeficienlii (3). Vorr zice cá. aceste
forrnule aparlin tabloului (3). Pentru a sar çi suficient ca pentru
orice i :0,t,...,n punctele frvrt rvrt ...,frví+t sá fie i f I puncte coìrsecu-
bive (luate într'o anumitá ordine) ale çirului (t), deci ca permutarea

Qu 92, . ..Qn+r (9)

a ntrmelelor I;2...n * I sä se bucure.de propr.ietatea cå orice secliune

Qy Qz, .,,,Qi+t, i : 0,L, ..,,tt,
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5. sá presuplrnem. cä nodurile (l) sunt in ordinea crescátoare, cleci cii

"Í*."-<'''<roduri. Ne propunem atunci sá delerminám permut,a'ea (4) astfel ca 
""-à,,álã

l(n-n,1)(r-t;,2)...(r-r,¡)l,i :I,2,...,t2 (tZ)
sã fie cele rnai mici posibile.

In util Nlervton, aceastä proprietate se pune
atnnci cân t (n) al restului (O) så fie cel -"i'"riãpolibil în ând'oprim aceastä'formulã succesir. lal-,2,. '., n ave^, pe baza formulelor tni,iOl, fii,

l¡

Í (r) : l lr--*,,r)(r-r,r). . .(r-r,,,) fn,r, t,n,. . .,r,,¡+, i ll I
1- (n-n,'r) (r-r,") . . .(r-n,,; *r) fn,rur, frt2t. . .,fr)¡,¡¡ ) ÍJ.

Bste uçol de väzut cä problema noasträ este echivalentã crr urmãtoarea:
Sd, se determine permutcLrea (4) astlel ca çírul

l*-rur l,l"- r,,rl,...,lr-*r,*.,1 (t3)
,sd lie nedescrescåtor.

^ Prin aceastä proprietate, pertnutarea (4) nu este neapärat cleterruinatá
în lnod unic, dar vom demonstra cä:

x líínrl un punct dat al arei real (4) pentru care ;irut (18)
este nedescrescã,tor esl,e o permutare c dríi'ioitiote LrZr'. . .,"iil

Proprietatea aceasta srrbsist,á i rù cá r coinóiáe ,á.,',.,,,
cn un nod.

Pentru a demonstra proprietatea va fi destul sä arätám cä dacá v1 , v2, . . . ,\/¿srtnt lumere naturale consecutive intr'o anumitá ordine çi numereìó trâturá1"
vb \:!.. . , Vi r V¡-¡1 s€ bucurä de aceastä proprietate

Sã observäm întar ca avern

D coNSTDERATII't'DORE'IICE 
^SUPRÄ

tr-NOR IìOIìlIULts DÌì INTDRPOLTLRE ++ l)

coììse -

dacã çi rrumai dacä

.T,.. r-l- fr, -- ^ x', I r,.tt
2 :" 

2
¡ L- a )-^(r1L^!-!t pentrìl r - I si ru-T rnlt. (ø penLr,u r:tt, lL)2Z

Sã presupunem acunì cä v¿, ,)i2, ...,v¿ sürìt I nnmere naturale
ctttive çi fie s, s*1,...,, 1s+i- L acestenurnere. Avem atunci

l* -*,r ¿-, l( l*-*"--,1, l* - r"l< ir-Ø"+rl
cle ci

t,s. r*#s.li r /-,/f"*tr"+¿
22

lr-n,'l: r'nin

i : L,2,...,n *
(

t"

lt?: )

2
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4. Sä presupunencõ- (n IL) ! se divide cu 2"9i fie atunci (ruil)!:Z"1t.
Se poaÍ,e pune însä întrebarea dacä nu pot fi gäsite p tablourì de diferenle
divizate, oblinute prin permutäri convenabile ale nodurilor (1), astfel ca
ele sä conlinä toate cele (nf 1)!formule (5). In acest caz ar tlebui ca fiecare
clin cele (n*I) ! lormule (5), sä aparliná unuia gi nurnai unrri singtrl tablou
clintrc cele p tablouli considerate. Vom aräta cä ucest l,ucru, este intposibil
afarå, de cazul banal n :4..

In primul rând, trebue sá observäm cä (n-lL) ! se dir.ide cLr 2" dacä çi
nurnai dacã ¡¿fL este o putere a lui 2. Intr'adevär, se çtie din teolia nu-
merelor cá factorul prirn 2 figureazá in (n*t)! exact la puterea (n>L)

n I1. 2,oo

rinde ísn....úÍ¡, 0st0 nulnár'rrl ¡a l-t scris în sistemul diadic. Trebue cleci sä
/i

avem ) a¡ - 7.,.cle Linde ao : L,at: i;Lz : ah :0, adicä
i=,0

n,!L:Zt' (10)

tr'Iai exact, sevecle cä (iaJ-t)! se divide cu 2" nurnai dacå avern (10) gi aLunci
câtul p este un rìumär impar.

Sä presupunem aclrm cä avem (10) gi cá ¡¿ > t, deci fu >'1. Fie atunci ¡r
tablouii de diferen.te clivizate. Dacä toate cele (ru f1)! formLrle (5)ar aparline
la aceste p tablouri, ar trebui in particular sá apar'tinå acestor tablouli exact
z! formule cu primul nod rr. Insä, oricärui tablou de diferenle divizate apar!,ine
ccl pulin o formulã cu primul nod ø, si an vãzut cä numärul folltrulelor cu
primul nod ø, cale aparline unui tablou nu poate fi decât

4

n
,

n

L

L

atl

I'1,

n-4
11,

I'1,

sAlt

þ-ic atunci ø numárul l,ablourilor, dintre cele p considerate, cárora aparlin
/l¿\

[ ¿ J 
tott"rle cu pt'imul nod ør. Trebue sä avem

ao!ar+...+u,n:p
I
I

(11)
(o -l

n
t

n

I az1-.,.1-uu:¡r¡

,A.cest lucru este îusä imposibil. Inl,r''ader'är, din (11) deducem

ãt(i) -11,,:n,-p
care este imposibil, deoarece în ipoteza (10) se demonsbleazá cä toabe numerele

(i )- t' i : L'2 "'n-l sunt pare, iar numãlul n'! -p este inlpar"
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sã verifice proplietatea. Intr''adevär, pentr'u cazul contrar ar trebui sá avern
h * fr¿, : fr, lø, çi ø, * nt : r, * frtdeci na: ø5, ceea ce este în contra-
diclie cu ipoteza cä nodurile sunt distincte.

O analizä mai amänunlitä ne aratä cä in cazul n, : 4, dintre cele L6 for-
niule (5) aparlinând tabloului (3), cel pulin 1{ çi cel mult 14 verificá pro-
prietatea de minimum.

Ar fi interesant de väzut, pentr'u ,¿ oarecare, care este numärul minirn
(>2n) çi care estenumärulmaxim (<2" dacá ¿ >3) de permutäri cons€.
cutive permutärii iniliale care pot verifica proprietatea de minimum.

Pentru o configuralie datä de noduri numärul formulelor care verificä
proprietatea de minimum se poate determina uçor. Pentru determinarea
ãcestui numär nu este nevoie sä examinäm monotonia çirului (L3) pentru
toate valorile lui ø, ci din motive de continuitate, numai acele valori ale lui
ø pentlu care çirul (13) este nedescrescätor färä a fi crescátor. Aceasta
revine la a examina valorile (în numär finit) ale lui ø, pentrtt care avem

l*-r,.1:l*:n,l (r#s)

egalitate cale nu poate avea loc decât dacä

_ _ {ú, I t"
,

Este destul deci sá exarninäm numai punctele $ cat'e coincid cu rnij-
loacele segmentelor determinate de douä noduri.

In particular, dacä nodurile (t) sunt echidistante, prrnctele I care in-
telvin sunt nodurile insegi precum çi mijloacele segmentelor determinate
rle câlc douä noduli consecuLive.

O euumerare detaliatä, pe care nu o mai reproducem, ne conduce la
rezultatul cá dacá nodurile sunt echidistante, numärul formulelor (5) apar-
{,inâncl tabloului (3) çi cale verificá propriôtatea de minim este egal cu

4 .21;l 
' '.3[+']_- 

2n _ 6

unde [a] este îrrtlegul cuprins în ø.

7, Pentru aplicarea formulei de in,er'polare, în punctul ø se va alege acea
folmulã (5) care verificä proprietatea cä çirul (13) este nedescrescátor.

Sä presupunem, durile sunt simetrice fa!ä de un'punct
al axei reale. Acest ginea 0. Trebue atunci sä distingem
clouä cazuri, dupä numär impar sau par. Dacä presl-
punern cá se intbrp originii, trãbue de asemenea så dis-
tingem douä cazuri este la stânga sau la dreapta lùi 0.

Cazul L Numár irnpar de noduri. Nodurile în ordine crescätoare se pot
sclie atuncl (n :2k)

-ùt ¡ -tl_l ,' , ,, 
-tr, 

0 , Í, , t, ,, , ., lt,

446 TIBERIU POPOYICIIU

prin urmare crr atât mai mult

Is-t 1 fr1 Is¡¡

çi pe baza observaliei de mai sus

min (lr -*¡l¡ : rnin (ln -*"-,l, lø -ø,1r l)

i : L,2,,..,s-1,sf l,s+ t+ I,...,n!4,
adicä v¿+r : s -1 sau s f j, tocmai ceea ce trebuia demonstrat

In cazul când s : {, sau s+ i -1. 
: nf 1, demonstralia se rnodificä

pulin simplificându-se çi este inutil sä p mai reproducem.
Dacä permutarea (4) se bucurá de proprietatea cä este posibil de a gäsi

un r, astfel ca çirul ('I3) sá fie nedescrescátor, vom zice cá aceastä permutare
sau fornrula (5) corespunzátoare aerificã, proprietatea de núnirnu,m.

6. Formulele de interpolare (ó), pentru care çirul (13) devine nedescrescätor
pentru un ø convenabil, apar,tin deci toate tabloului (3) format cu nodurile
luate în ordinea crescätoare.

Nu toate cele 2'' formule (5) aparlinând tabloului (3) verificä proprietatea
de minimum studiatä.

Se poate afirma cu siguran!á cä qel pulin 2z dintre acesbe forrnule verificá
pr.oprietatea de minimum. $i anume, dacá luäm succesiv pent,ru z mijloacele
intervalelor (ri,r¿+t), í : L,2r..., n, veclem cä permutárile

L,2,...,nIL ; nlL,n...,2, 1

precrlrn çi cel pulin câte una dintre permutärile de forrnele

í+I,i+2,... ; i+1,i,...
verificä proprietatea c{e minimum pentru i : L,2,..., n-I.

Pentru n : L,2 avem 2n :2'', deci, în aceste caztri, cele 2, r'espec-
tív 4, formule aparlirLând tabloului (3), verificä proprietatea cle rninimum.

Dacä n : 3 avem 2" -2n 
: 2. Luând succesiv pentru ø mijloacele inter-

valelor (rrrn"), (rr,r"), (frr,r+), (nr,rn), se verificä cä 6 din cele B permu-
tári consecutive permutärii L,2, 3,4 verificä întotdeauna proprietatea de
nrinimum. Permutärile rãrnase, care sunt 2, 3,4,1 çi 3, 2, L, /+, verificá
ploprietatea de minimum dacä avem respectiv

:\ * ï+ 1 r 1n,* fr:t si r, I *" 1 n {rtl !r+

2222
Se vecle cá, dacä t4l fr+* nr]- rr,7 dinLre cele 8 formule apalfinând

tablonlui (3) verificä ploprietatea de minimum, iar dacä ø, * nq: ï"* fi2,
toabe cele B formule verificä proprietatea de minimum.

Dacá n'è 4, nu toate cel6 2E- permutári consecutive lui I-,2,. . ., n I L

velificá proprietatea de minimum. ,A.stfel, este imposibil ca cele patru per-
mutäri (în care este suficient sä scriem primele 5 elemente)

2,3,4, f ,6,...
3r2, I,4,6,...
2,3, 4,6, ,L,. . .

3, 2, 4, L,6,. . .

6
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DE cERTAINES FORMULES D'INTERPOLATION

1nÉsuttlÉ¡

4{8
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iar permulãrile care verificä
permutãri ale nodurilor

I
poprietatea de minimum coiesprrnd urmãtoarelor

0, --tt, tr, _- t", tr,.,,, 
-lt, rtt,

tz, "., tr, , _- th
pta lui 0.

'oit*ffi,åi:*1a sunt de atrret singurete

Nodurile în ordine cìescãtoale se pot

;i:,,f ,'"îïii,Ïlî rîîï, Jî:fîl, Xi 
;' ;,. *L ; 

u; 
J' ;;.; iiì," c o r e spu n c, u.., ã,.

- Lt , tt , - l, , 
^ 

,, .. ,. ,, ,, ,lrt _rrir,,

lYi 9. At"rte permutãri sunt cle altfelmrnrmum d.acá r este srrficient àä

T 
"' 

iå?;lï ;l¿ ;," ìl'liî,: JJi l'"'i: å îj.å
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(T{PATKOE COAEPXAHøE)

(1) rrHTepIoJrflqt¿l¿ coorBercrnVer
Kos{rjlø_¡{renrsr ( B ) ero ri {opr,ry",lsreír, Hawíonee B¡,rroÀHo fi ssnnórcq

e Bospac-
ÃJrfr. KO-

þoprutytt,
cnocoóo¡rl

er\r npøMeHeHwfl. Kraccv:ilecl{øx fiop ny tt


