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1.. Polinomul lui Lagrange relativ la functia f(z) si la nodurile de inter-
polare
AN o At (1)
intervine de obiceiu in utilizarea ei practicd in formula de interpolare a lui
Newton 1),

13

(@) =3 (@ —a) (e —a0) ... (z —2) 1, ..., %15 f] = R (z).  (2)

i=0
Goeficientii
[y, Loyev oy Tigas [l l =0717"'7n

al acestel formule sunt elementele de pe latura superioai (descendentd) a
tabloulni (triunghiular) de diferente divizate

% f (2)
L I ()
[xla xz? f] )
Lo f (%,) [,, @y, 23 f]
[xZa L3, f] [xla Zy, L3, Xy 5 f] » (3)
Z3 I (z3) : [2,, 2, Ty f 0 ’
: - : ) .- [xl,lx27"-7xﬂ—‘r1;f]
x‘n f (z;?n) s [xn—l,- Ty Znprsf] oo
[Zn, %413 /]

xn+1 f(xn-H)

') Termenul pentru ¢ =0 se reduce la [21;f] = f (z,). Ne folosim de notatiile
(@1, @3y . . ., 235 f] pentru diferenia divizatd a functiei f(z) pe nodurile Fof < 3



442 TIBERIU POPOVICIU 2

In formarea acestui tablou, ordinea nodurilor este respectati.
La orice permutare
Tujs Bugh v+« By oy (4)

a nodurilor (1) va corespunde o formuld de interpdlare de forma (2)
Hz) = > (—wy) (2—y,) ... (2—2y) [By,, Dvy..., Ty; 15 IR (2) (D)
=0
Bineinteles cd restul R(z) nu depinde de permutarea consideratd gi se
poate scrie . : :
R(z) =1(2) [#, 2, @y, .. ., #ns1; ] (6)
unde
Iz) = (2 —z) (8 —25). .. (& —2ny1) (7)

Utilizarea practicd a formulei de interpolare (5) ve depinde si de rapi-
ditatea si(xactitater calcului coeficicntilor
[Zv)s ugy o @y, 3 f] 0 =01, .. 0 (8)
acestel formule.

Acesti coeficienti se vor gisi pe latura superioari (descendenti) a tabloulai
de diferenfe divizate corespunzitor nodurilor luate in ordinea (4). Ins#, pentru
formarea acestui tablou, va fi avantajos ca nodurile (4) si fie in ordinea cres-
citoare a valorilor lor numerice, céci atunci toate impirtirile ce se fac cu
diferenta de noduri in vederea formirii tabloului, se fac cu numere pozitive
pe baza relatiei de recurenti

[xvz, LR Y fl — [x\,l, Tygy + -+ v il

[x‘/lv x‘lzv' <oy Ty g f] =
Lyppr 7 Ty
In felul acesta sunt eliminate erorile care ar putea proveni din neatenfie
la semnele diferentelor de noduri.
2. Pentru simplificarea notatiilor, si presupunem ci nodurile, pe care le
socotim distincte, sunt luate in ordinea cresciitoare, deci ci

e e i L

Atunci, pe baza observatiei precedente, tabloul (3) este cel mai avantajos
dintre toate cele n 4 1 tablouri analoage obtinute permutind in toate
modurile cele n 4+ 1 noduri. 2

Observim cd nu numai formula de interpolare (2) se bucurd de proprietatea
cli tofi coeficientii sai sunt cupringi in tabloul (3). Si gisim atunci toate
formulele (D) care au toti coeficientii lor in tabloul (3). Vom zice ci aceste
formule apargin tabloului (3). Pentru aceasta este necesar si suficient ca pentru
orice, i = 0,1,..., n punctele Ty)y Tyy, « ., Ly, S8 fie 1 4-1 puncte consecu-
tive (luate intr’o anumitd ordine) ale girului (1), deci ca permutarea

91, Vz, N e | (9)
a numerelor 1,2...n 4 1 si se bucure de proprietatea ci orice sectiune

V1 Pay oy Vig, 0 =01, ... 0
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a girului (9) s fie formatd din i 4 1 numere naturale consecutive luate intr’o
anumitd ordine,

Dagd convenim a spune despre o astfel de permutare (9) ci este o permutare
consecutiod permutdrii initiale 1,2,....n 4 1, vedem ci:

condifia necesard i suficlentd pentru ca formula de interpolare (5) sé apargini
tablouluy (3) este ca. permutarea (9) sé fie o permutare consecutivd permutdrii
miiale 1,2, .., n+-1 [permutiinii cu care s'a format tabloul (3)].

S& numim elemente veeine unui element al tabloului (3), acele elemente
care se gasesc in coloana imediat precedentd siin coloana imediat urmatoare,
situate imediat deasupra i imediat dedesubtul elementului considerat, Ele-
mentele vecine elementului [, @, . .., 25 f] sunt atunei figurate in schema

(=i, Zigay ..oy Litj—1; f]\ /[‘”#—h Tiy oo Zirjy; f]
f /[xis Tigty o xi+i;ﬂ

[%it1, Bitz, -, Litjs [@iy Tivty oy Zigjyns f]

Un element are deci, in general, 4 elemente vecine, Fac exceptie numai ele-
mentele de pe laturile tabloului triunghinlar gi anume: elementele [20; 2013 1]
care au un singur element veein, [z,; f], [25;7], .. o [ [l (2, 25, . - -, Zogrs fl
numai doud elemente vecine, iar [, &, f], [0y @y g3 1140 - o[, 2y oy 205 ]
[0, Zni1; fl, [Tty oy Bug1s fly [a, Tgy v v, Zngt ; f1 numai 3 elemente vecine.
Este usor de vzt o dacd n = 1 existd numai elemente cu unul sau dous
elemente vecine, iar daci n = 2, numai elemente cu unu, doud sau trei
elemente vecine.

Goelicienfil (8) ai formulelor (5) care apartin tabloului (3) sunt atunci

caracterizafi de proprietatea cii doi coeficienti consecutivi oarecare sunt

elemente vecine in tabloul (3).

3. Numérul formulelor de interpolare (), aparfindnd tabloului (3) se poate
ugor determina. O formuld (5) se obyine alegand coeficientii cAte unul din
fiecare coloana, doi coeficienti consecutivi fiind vecini. Numirul JV,, al acestor
tormule este deci egal ¢u numérul drumurilor ce se pot descrie plecAnd din
prima coloand péna in ultima, trecAnd numai prin elemente vecine. Toate
aceste drumuri se terming cu elementul [z, @, ..., Zni1s fl. Dar elementele
(@1, &ey -« oy ZTasfl, [@2, Zgy. ., Zage;f] sunt vecine cu elementul din ultima
coloand, iar numdrul drumurilor care trec prin fiecare din aceste elemente
este evident egal cu N,y Rezultd deci ¢ N, =2N, ;. Insi, N, =2
deci IV, =2" ]

Putem de asemenea determina numirul formulelor (6) apartinand ta-
bloului (3) in care primul nod este z; Daci notim acest numir cu Ot
avem evident Cy=1, Cy=1 si pe baza recurentel precedente

. 1 g D
CL-I‘;1 e CILLil + Clll——i’ 2 =1,2,. 5 s, n—1.

: . n o\l
Se deduce cu ugurintd de aici ci Cfl—iz( )|.

i—1
~Mai general, numdrul formulelor (5) aparinand tabloului (3) in care
primele j noduri sunt #;, ®i1q,..., %, intr'o anumit® ordine oare-
i i [(P—TH
care, este egal cu 27‘1( Sl ) -
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4. Sd presupunemcd (n +1)! se divide cu 2751 fie atunci (n—+1)!=2"p-
Se poate pune insd intrebarea dacd nu pot fi gdsite p tablouri de diferente
divizate, obfinute prin permutiri convenabile ale nodurilor (1), astfel ca
ele si contind toate cele (n-1)! formule (B). In acest caz ar trebui ca fiecare
din cele (n-1)! formule (5), s& apartind unuia §i numai unui singur tablou
dintre cele p tablouri considerate. Vom ardta cd acest lucru este tmpostbil
afard de cazul banal n = 1.

In primul rand, trebue si observam cd (n-+1)! se divide cu 2" daca i
numai daci n+1 este o putere a lui 2. Intr’adevir, se stie din teoria nu-
merelor c¢d factorul prim 2 figureazi in (n-1)! exact la puterca (n>1)

i
nt+1 — Zao

=0

unde dagay. . .a; este numdrul n+41 scris in sistemul diadic. Trebue deeci sa
I
i R

avem > a; =1, de unde @y = 1,0, = a2 = ... = a; =0, adica
{==0

i i =t 20 (10}

Mai exact, sevede cd (n4-1)! se divide cu 2" numai dac# avem {10) s1 atunci
catul p este un numdar impar. 3

S& presupunem acum cd avem (10) sicd n > 1, decik > 1. Fie atunci p
tablouri de diferente divizate. Daci toate cele (rn.+1)! formule (B) ar aparfine
la aceste p tablouri, ar trebuiin particular si apar{ini acestor tablouri exact
n! formule cu primul nod z;. Insé, oricdrui tablou de diferente divizate apar{ine
cel putin o formuld cu primul nod 2, si am vizut c¢d numdrul formulelor eu
primul nod @, care aparfine unuil tablou nu poate fi decat

WL () (i) s ()

Fie atunci ¢ numérul tablourilor, dintre cele p considerate, cirora apartin
n '
( ) formule cu primul nod #,. Trebue sd avem
i

Qo+ dy +...+ay=D

n (11)

n
g —i—(i)a1+(2)az+ coe g =1l

Acest lucru este insi imposibil. Intr’adevir, din (11) deducem

Z[[) Je--

care este imposibil, deoarece inipoteza (10) se demonstreazi cd toate numerele

n ; :
( 1 ) —1,t =1,2...,n—1 sunt pare, iar numirul n!—p este 1mpar.

o
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5. Sa presupunem cd nodurile (1) sunt in ordinea cresciitoare, deci ca
Z) < T, <T - < Zuy1 §1 fle zun punct fix al axei reale diferit de aceste
noduri. Ne propunem atunci si determinim permutarea (4) astfel ca numerele

[(z—z) (z—2) - - (7= i S Resn : (12)

sa fie cele mai mici posibile.

In utilizarea formulei (5) a lui Newton, aceasti proprietate se pune
atuncit cand voim ca multiplicatorul I (z) al restului (6) sd fie cel mai mic
posibil in valoare absolutd, atunci cind oprim aceastd formuli succesiv la
1, %,. .., n+1 termeni. Intr’adeviir, avem, pe baza formulelor (5), (6), (7),

fo
f(z) = % (2= (@—T0y). . . (x—20) [0y, R

F 1
T (B=o)) (2—0s) . - (e—=y, ) [2,20), oy, NSOV AT 5

]L§te usor de vézut cd problema noastrd este echivalenti cu wmitoarea:
Sd se determine permuiarea (4) astfel ca sirul

]x—x‘,ll,|x~x()2],...,[x~x‘,”+1[ (13)

sd fie nedescrescitor.

j Prin aceastd proprietate, permutarea (4) nu este neaparat determinati
in mod unic, dar vom demonstra ci:

x fitnd un punct dat al axei reale, orice permutare (4) pentru care sirul (13)
este nedescrescdtor este o permutare consecuiiyd permutdrit initiale 1,2,. . . n--1.

Proprlgtatea aceasta subgsistd indiferent de faptul c& z coincide sau nu
cu un nod.

Pentru a demonstra proprietatea va fi destul si aritim ci daci VTEn 1 oo
sunt numere naturale consecutive intr’o anumitd ordine si numerele naturale
Vi, Vay. .., Vi, Vig se bucurd de aceastd proprietate.

Sd observim intai ci avem .

|z —x,| = min (|2 —a])
=420, n+1
dacd si numai daci

Ty + x?'g r - Xy "‘I" xr+|

2 A 2
B A il e
(o= T pentru r =1 si _,QL =z pentru r = n +1)
.ba presupunem acum €84 Vi, Viy, ...,V sunt ¢ numere naturale conse-
cutive si fie s, s-+1,..., s4+1—1 aceste numere. Avem atunci

|2 =2y i | S| —ae |, |2—0,| < | @ —a04]
deci

T\ e da 110 A
i Sren s 4+t xé s+ S+t

2 2

AN

2%
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Tl

prin urmare cu atat mai mult
Ty < X< Bsyg
si pe baza observatiei de mai sus
min (e —a[) = min (2 =21 ], |2 —254])
j=12,....,s—1,s+i,s+i+1,...,n+1

adicd v; 4 = s —1 sau s i, tocmai ceea ce trebuia demonstrat. :

In cazul cand s =1, sau s 4t —1 = n 41, demonstratia se modifici
pufin simplificAndu-se §i este inutil s& o mai reproducem.

Daca permutarea (4) se bucurd de proprietatea ca este posibil de a gisi
un z, astfel ca girul (13) si fie nedescrescétor, vom zice ci aceastd permutare
sau formula (B) corespunzitoare verificd proprietatea de minimum.

6. Formulele de interpolare (5), pentru care girul (13) devine nedescrescitor
pentru un x convenabil, apartin deci toate tabloului (3) format cu nodurile
Tuate in ordinea crescétoare.

Nu toate cele 2" formule (5) apartinand tabloului (3) verificd proprietatea
de minimum studiaty.

Se poate afirma cu sigurantd c¢d cel putin 2n dintre aceste formule verifici
proprietatea de minimum. $i anume, dacd ludm succesiv pentru z mijloacele
intervalelor (zi,2i11), ¥ =1,2,..., n, vedem c# permutirile

5 i SR et ] S S8 SR
precum si cel putin cdte una dintre permutdrile de formele

L I S R oy T T s
verificd proprietatea de minimum pentru i =1,2,..., n—1.

Pentru n = 1, 2 avem 2n = 2", deci, in aceste cazuri, cele 2, respec-
tiv 4, formule apartinand tabloului (3), verifici proprietatea de minimum.

Daci n = 3 avem 2" —2n = 2. Luand succesiv pentru & mijloacele inter-
valelor (@, @), (21, 23), (T2, ), (25, %), se verificd cd 6 din cele 8 permu-
tdri consecutive permutarii 1, 2, 3, 4 verifici intotdeauna proprietatea de
minimum, Permutdrile rdmase, care sunt 2, 3, 4,1 §1 3, 2, 1, 4, verifici
proprietatea de minimum dacd avem respectiv :

8i x2+x3£x§L+x4

R =

xl+x4£x£x2—l—x3
Al TR R )

Se vede cd, dacd x, + x4 7 2. |- 4, 7 dintre cele 8 formule apartinind
tabloului (3) verificd proprietatea de minimum, iar dacd x, 4 z,= 2, | @,
toate cele 8 formule verifici proprietatea de minimum.

- Dacd n =4, nu toate cele 2* permutdri consecutive lui 1,2,...,n +1
verificd proprietatea de minimum. Astfel, este imposibil ca cele patru per-
mutdri (in care este suficient si scriem primele b elemente)

23,4 1,5 ...
d 200 E By, <,
B g Anin gk
SR A
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sa verifice proprietatea. Intr’adevir, pentru cazul contrar ar trebui si avem
Ty Xy = T + 2381 2 + 25 = X + 25 deci ¥y = x5, ceea ce este in contra-
dictie cu ipoteza e¢d nodurile sunt distincte.

O analizd mai aminuniitd ne aratd ci in cazul n = 4, dintre cele 16 for-
mule (0) apartindnd tabloului (3), cel putin 11 si cel mult 14 verificid pro-
prietatea de minimum,

Ar fi interesant de vdzut, pentru n oarecare, care este numarul minim
(=2n) si care este numirul maxim (< 2" dacd n > 3) de permutdri conse-
cutive permutirii initiale care pot verifica proprietatea de minimum.

Pentru o configuratie datd de noduri numérul formulelor care verificd
proprietatea de minimum se poate determina ugor. Pentru determinarea
acestul numir nu este nevoie si examinidm monotonia girului (13) pentru
toate valorile lui @, ¢i din motive de continuitate, numai acele valori ale lui
x pentru care sirul (13) este nedescrescitor fird a fi cresciitor. Aceasta
revine la a examina valorile (in numar finit) ale lui 2, pentru care avem

x—x,-|=]$’=3«”s| (I'iS)

l

egalitate care nu poate avea loc decat daca

Este destul deci s examinim numai punctele # care coincid cu mij-
loacele segmentelor determinate de doud noduri. :

In particular, daci nodurile (1) sunt echidistante, punctele # care in-
tervin sunt nodurile insesi precum si mijloacele segmentelor determinate
de cate doud noduri consecutive.

O enumerare detaliatd, pe care nu o mai reproducem, ne conduce la
rezultatul c¢d dacd nodurile sunt echidistante, num#&rul formulelor (5) apar-
ginand tabloului (3) si care verificd proprietatea de minim este egal cu

n n+1
4.2[?]+ 2.3[_2 LG—ﬁ

unde [a] este intregul cupring in o.

7. Pentru aplicarea formulei de interpolare, in punctul z se va alege acea
formulad (5) care verificd proprietatea cd girul (13) este nedescrescator.

S# presupunem, in particular, ¢i nodurile sunt simetrice fafd de un punct
al axei reale. Acest punct poate fi ales originea 0. Trebue atunci sa distingem
doud cazuri, dupd cum nodurile sunt in numidr impar sau par. Dacd presu-
punem ci se interpoleazi in vecinitatea originii, trebue de asemenea si dis-
tingem doud cazuri dupd cum punctul z este la stdnga sau la dreapta lui 0.

Cazul I. Numir impar de noduri. Nodurile in ordine crescatoare se pot
serie atunci (n = 2k)

— U, —t,l._1,...,——tl,O,tl,tQ,..., 1
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permutiri ale nodurilor  © © b mmatoaleloﬁ GONSIDE DE CERTAINES FORMULES D’INT

RE { R 4, s INTERPOLARE 4:49
IT TEO D NOR FORMULE DE INT

r 1 T ASUPRA U » N

ERATIL

—— ONSID

WS R ESa Layeoy, — 1 b

(RESUME)
0,4, T taiety L » b

dupd cum 2 este la stanga sau la dreapta i 0. : |

Daca x este suficient de aproape de origine; acestea sunt dealtfe] singurele
permutari- care verificd proprietatea de minimum, .. - .

Formulele de interpolare corespunzitodre sunt' generaliziri
ale umor formule ale |ui Euler; la care, ge, reduc cand nody
cchidistante. FicAnd media aritmeticd a acestor formule, se deduc
ralizare cunoseutd a formulej de interpolare -a: Ini Stirling.
Scriem aicl explicit aceste formule,

Cazul 11, Numip par de noduri, Nodurile in ordine crese
serie atunci (n = 2k — 1) ;

b i ‘interpolation donnés, correspond
ity e ng;ﬂ‘l:l{is I(\;Ilgw{itjg?ml?es coetficients (8) de ce{.te
Illjlg.au des différences divisées. Le ta_blea,u l:ia .p 3:
struit avec les noeuds pris dans lo%i re d
les formules d’interpolation (5) po ;
toute section de ces formules, on
insi construit,
ion de Iutilisation des formules

4 aute permut [
. -r:;lﬁle dinterpolatio
figurent dans le ta
lgeux est le tableau (3) cons
roissante. On démontre que
g le reste est le meilleur, pour
uel fficients compris dans le tableau Sl o
e ques constituent une justification

g;;l-i;;,ner:_rll’a]'guleI', de Stirling et de DBessel.

CUnoscite -
irile sy
€ 0 gene=1
Inutil g5 J
dtoare se pot

— 1, ‘t/,'_l, ——tl,tl,tg, o A

iar permutirile care verificx proprietatea de minimum corespund urm
toarelor permutiri ale nodurilor

e
—b, &, Sl Ty 3 -‘i/;,t/;
Bl ==l =S e T ‘
dupi cum zeste la stanga sau la dreapta lui 0. Aceste permutari sunt de altfel
singurele care verificy proprietatea de minimum dack 2 este suficient de
aproape de origine, , ;

. Formulele de interpolare corespunzitoare sunt generaliziri cunoseute aleal= =
tor formule ale Jui Euler, care de altfel se reduc daca nodurile sunt echidistanto.. ¢
Iieand media aritmeticg a acestor doud formule, obtinem o generalizare =
cunoscutd a formulei de interpolare a lui Beggel. Inutil s mai scriem !
explicit aceste formule, i

Proprietatea de minimum pe care am stabilit-o, constitue o justificare a =

utilizarii acestor formule, in ¢azul cAnd se interpoleazi in mijlocul tablonlui 3
diferenttelor divizate. '

S

TEOPETUYECKUE COOBPAYKEHUS OTHOCUTEJILHO MPAKTUYECKOIO
[TPUMEHEHUSA HEKOTOPBLIX POPMYJI VHTEPHOJAIIUN )

(KPATKOE COJEPYKAHUE)

Besikoii  mepecranosxe AQHHEIX y8i0B (1) uHTEpmOJALMNY COOTBETCTBYET =
ORHA (hopmysna uHTEpTONIIHYH (5) Heiorona, Koadguumentar (8) aroit hopmyb .
HMEIOTCA B TaGIHLUE pasfefeHHpIX paamocreil. HauGousee Beropmoii spagercd
Tadununa (3), cocrapiennas ua YSJI0B, DAcHONOKEHHBIX B Iropsjke BO3pac- j
Taomnx penuyny, Jlokaswiaercs, uro (hopmynsl mHTEpIONTUHY (5), ang Ko- =
TOPBIX  0CTATOK JyHIle Beero OFDAHUIEH IS BCeX 4YacTed oTmx Gopmyls,
HMEIOT CBOM KOS(hUUMenTS, 3aKimoueHnbe R COCTABJIEHHRIX TaKUM CIIOCOOOM
Tabmuax (3).

OTH 3amedanus ABIAIOTCS ONPAaBaHUeM NpUMeHeHUs KIaccuieckux opmyl
ditenpa, Crupamura u Becees,




