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ASUPRA RESI]UI,UI

STUDII lI cERCETÄnt IIT\TBNIATICì'l

Tomul III, Nr'. 1-2, 1952

Îx UXBI-E FORX4UI,E DE DER T VA Iì8,

NUMBRICÃ

(I) c,A.rEVA PROPRIETÃTI ALE {91l1qLJI--9t--DE 
DERIVARE

r\UMERICÃ OP EXACTITATE MAXIMA
I]Iì

TIBERIU POPO\¡ICIU
llltllllllLi CìOlìnSI'ONl)trNT rll, rfc"lllElIID lì't' ll'

$ 1. Iìormule tle exactífate maximir

t. O forurulä ùe deriçare numericít' este o formul rea

anroximativä a valorìidlrivatei de un anunrib oldin Ïl
;fi;'^ä;i, priutr'o combinalie linearä datä a v nur

iää*tnit'¿ìntrn cierlvatele sale succesit'e, llta cle

uuncle dabe.t""ä"in,iJ.iX 
,te d..;\,are nunlelicä c.ste dcci o fornulä de forLna

r- l I t'¿-1

,r"''t-')iro) -'2o,i'i' (*o) + > 2 o,,¡ l'¡) (r,) ) R (l)

care aLribuim lui rrativä' s¡rnti tÌin

il; a ltere ft¡. rn &i, Ì :0' t' ' ' . '
t' - 0, 1, . ' , ïi -- e'constante reale

date r / :0' 1, " ' 1'" '' r.'¡-L'i':"I''2'" '1s

;;; óíl.i liL)'ql "r 
cesiYc Í'(r)' 1" (r)' ' ' ' ìn

purtctcle dalc ro, ìJ1 , T21 .. . , f'"'. 
Numárul l? cljn lì.rii¡.rr äi"äcit.u al formuìei (l), 1s.t9 restal acesbci for'-

,trulu. O expresie a restulu rc!'iei I (ø)' permite 
.o^ 

cI3."

luare a erorii care se co lióatä a menlbrului întâi'

2'Trehuesáprecizãn.revorlipåsLrateintoatãt
lucrarea çi care sunt i (1)' Tutoclatã' vom fixa

çi câieva denumiri îl
to. Punctele

:[,y, l'.2r ... , f" (2)
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0S/ -lr,0 {r'¡Sr¡ i i:1,2,. .)s'

Egalitatea r' : 0 , respectiv rí: 0 , îlsemneazä cä punctul cle derivare ¡

respectiv rtodul ø¿, nu figureazä efectiv în membrul al doilea al forrntilei (t).
Egãlitatea r':r () 0), respectiv ri: r,, însernneazå cä coeficientul ¿,-r,
lespectiv a¡.-1 , esíe diferit de zero.

Prin defini!,ie, suma ri| rL + ... * ri.f /" se Ya tttnti ordintt'L for-
nì

I cu 0. Aceasta este

lo i. Orice altá formulä
din 9K are ordinul pozitiv.

Furmula trivialå nu prezintá niciun interes pentru problema derivärii
numerice.

4. Gradul de exactitate al formulei (t) ne aratä cât de bunä este aproxi-
nra,tia studiatä in cazul particular, când func,tia Í (n) se reduce la un polinonr
de grad suficient de mic.

Restul Ã al formulei (1) este yaloarea, datä de aceastä formulä, a unei
a pune in eviden!,ä func,tia f (ø), vom

; åîåil r'i#dÎ11""1, | *| åïå J' ä'åt å
ient de ori în intervalul [4, å] qi cleci,

in particular, toate polinoamele.tPrin 
definilie, grãdul de exactitate al func,tionalei ^R [l], sau al formulei

(t), este un numär întreg n 2 - 1, astfel cä:
I'. RlPl:0, pentm orice polinom P (r) de gradul n 1).

2'. RlPll0, pentru cel pu,tin un polinom P(ø) de gradul n+ I.
Defini,tia se aplicä evident oricärei funclionale care este clefinitå pentru

toate polinoamele.
Din cauza aditivitä.tii qi omogeneitä.tii funclionalei, graclul de exactitate z

se poate defini çi prin urmätoarele proprietä,ti:-1". Dacä Rltl+ 0, avem n : - L. s

2o. Dacä A t1I : 0, n este cel mai mic numár întreg, astfel ca

Rlnr):Or i:0,t, '' "n,Rlr'L+1)f 0'

Este utilä urmätoarea observa..tie: pentru ca gradul de exactitate al f unc
lrionalei nff] sä lie > ru,este necesar qi suficient ca så avem RlPl :0 pentru
orice polinom P (ø) de gradul n qi R (Pt) :0 pentru cel pu,tin un pJlinom
Pt(*l de grad efectiv rL + L,Intr'adevã.r, orice polinom Q (ø) de gradul ru + L

esle de forma Q (") :CP,-(Q I P (r), unde C este o hgn-stqntä $i P (r)
un polinom de þradul r¿. A-vem atunci Rlq:CRIPÀ +''R[P] :0.

Sä introducem polinomul \ \

l(r):(n-rr)"(r-nr)'"...(r -r")'"' (3)

rìEs'r'rJr, îN UNELE rolìltut,n DE DIìRI'\/ÀIìD NUiIERIcÃ (I)

A'r'em atunci

1) Un polinom c1e gradul - 
1 coincide cu poÌirrornul iclentic nr-rl

2

ì

I.

cle pe axa realá, presuptse distincfe çi în numär de s Þ 1,Ie vom nttni nodurile
formulei de derivare numericä.

2o. Fiecärui nod r¿ îi este ataqat tn ordin de multiplicitate r¡. Nurnerele
rt, t'2, . .r r" sunt numere întregi pozitive.- 

3õ. Punctul ro esLe dílerit de nodurile (2) çi îl vom numi punctul cJe clerí-

çare al formulei (1).
4o. Punctului de derivare øo i se ataqeazä un ordin de multiplicitate r, pre-

snpus întreg pozitíç suu nul.'5". Nrrrirårtl nt,î,ntreg pozitíQ sa:u nul, î1 vom numi indicele de deriçare al
fclri'triei (1).

In fine relativ la func{,ia I (ø) vom face urmätoarea ipotezä, notâncl cu

fa,bl cel mai nic intelvai închis care con,tine nodurile qi punctul de deri-
\/arg.

6o. Funclia reaÌä I (ø), de variabila realä r, este definitá, _qi .continuã. in
irrtervalul ¡ø, a1 . Atará àe aceasta, se presupune cä ea admite derivatele care

intervin efeciiv în formula (1) qi cel pulin în punctele în care valorile acestor
cìerivate figureazä efectiv în formula (1) 1). j. , .

Ipoteza-continuitårrii este fácutá în vederea studiului restului formulei (t)'
Orice altå ipotezä'fácutá asupla datelor problemei va fi menlionatã. ìrr

urod expres.
Exisiá o mullirne infinitä 9K de forrnule de derivare numelicã (1), c,are

sunt ob,tinute dând coeficienlilo:l^ a¡, a¿,¡ toate valorile reale posibile qi având
toate urmätoarele caracteristic¿ comune :

te. Nodurile, 2o. Ordinele de multiplicitate . respective ale nodurilor,
3"..Punctul de ãerivale,4o. ordinul de multiplicitate al punctului de deri-

are.
f t suma oldinelor de multiplicibate ale noduri-
rs:p f t. Atunci pÞ0 çi p + L reprezintä
fiecale socotil cu ordinul sáu de multiplicitate.

Pentru toate formulele din 9K, numerel.e Pttt r¿ sunt aceleaqi.
ataça douä numere caracteristice irn-
ena,ctitate al formulei.

cizarea sumei ordinelor de derivare,
Pentru aceasta, vo,m defini în felul

te nodurilor çi puíctului de deri-
vare:

i:- t este oldinul cel mai înalt de derivare care intervine efectiv în

: Îl i; - t','au{ ;iålJ"iii' ,,i, i u,

de derivare care intervine efectiv în
punctul ro în membrul al doilea, 4.ti, ^. ...' y':Oidacx r:0 sau dacäto,ti coeficienlii a¡, Ì:0,1' " '1t'- t sunt

nuli,
or,-r*0, a¡ :0, i : t'',r' I L, "', r - t dacá coeficien,tii ¿¿¡ rìu sunt

to,Li nuli.

5tt 'I'IBERIU POrlOVICIU

r) Àcest lupt însem[eazä cá coeficientul r¿l sau a.¿,¡ corespunzáto¡ este cliferit

de zelo.
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" Lii' (*o, noì, ! ' . , ,fu2,
T ?..2u

Dacä punem

c¡ : Cl,*+'l @o\, i:0, t,

c,,, : clii*') (ro), i: 0, 1, .

FORMULI{ DD DERIV,A.RD NUMERTCÃ (I)

,l' - L,

,Ti- L, i:L,2, " 'rS

57

(e)

(10)

Un calcul imediat ne dä atunci ( ot'4 U'' )

Ë t(ø - ro\nl+r t (n)l : l(r- no¡*'+' t (ù)Ytr| -
(m*

llm-m,) (no) $)

prima sumä. din membrul aI doilea dispare dacä r :0' Aici C ¡ (r):C o' ¡ (r) '
(ø) sunt polrnoame å"-gr"¿"f p + r, complet delerminate'de condi{'iile

L". C!,t¡(n¿): L,

2". Cl:l(n,):O, pentru l"* i l+ l' - il+0'

unde
C¿,i

(m-m (8)

dacá'm,esteunnumärîntregÞ0.Pentr[ÍrL,>ri¿aceastäexpresieeste
iferit de 0 pe baza ipotezelor fåcute'
exãctitate äl funcliônalei 'R[l]' Mai

P*r*m'
eierminat în mod unic'
din 9ß este egal ct m ! t - f,

lucru ce se Poate constata uüol' 
---" 

t Sä ão'nsiderám potinomut d'e in'terpolare de gradul p + '
L (ro r frot ' ' ' , fro, fri, í', ' " ' rlo+r ; Ílr)

relativlafunclial(ø) çila sistemul de 2 f r * t n duri, format dinpunctul

ro repetat de r: ori Ei din Puncbele

À i :0, Lr...,r¡- L, i :0rIr -.'rs (re:r)

avem
(5)

Llm+tl fro, ro, ' ' ', fro

çi rezultá cá

r-1
r\, r'2, ' , ,, rí+t;llro): Zi:o

^ l" -1
+ i î t,,,lo)(*,)

ú:1 i: o

t¡ Íti\ (*o) +

frb fr2t ' . .t frp+l (6)

care reprezintä nodurile (2), fiecare repetat rle atâtea ori cât indicå ordinul

säu de multiplicitatr.-Sì*ì.iä"f (6),1-eprizintä deci o renumerotare a noclurilor

iä; ît"ä;ä"liä"i" ¿ï lîrt+ii"it¿í1ite'tor. Pentru fixarea notaliilor se poatc

presupune cä:

fr1,+r,+...+r¿-r+ i : fri¡i '-= Lr2, "',\' i:L'2' " '' s' (7)

Dacä r : 0, punctul øo nu este nod al poliiomului çi nu figureazå in nota-

fn+rl (ro\ : Ll^+') .(!o, Jo,_. . ., ro rl, rL, ,n ¡Ílro)+R (E)

cste o îormulä cle derivare numericä aparl'inând mullimei 9Ïõ'

pe baza formurelor (g) este clar cå purdro ftx 7 p, iormula (E) se reduce la

poate scrie sub forma 
n_a¡r+r+...

øo -l- c{r @-a) ! a"r(n--a)2 + ' " -l ø¡-r (*- o)t-t -l- oc¡+z(

çi dacä coeficienÇii üo, út, ' ' '.t 6í-!nu ar fi toli nuli' polinomul ar prezenta o

iacunä de cel pulin dî"r'*.ri, ceeâ c" este în cónlraziccre cu realitatea tuturor

rádácinilor. cru*,rpí*î,ìä.ñÞ;s,- cl otdinul efectiv aI polinomului este

celpulin i._ 
^x .ìo.x r rq:\ pste lul p f r, avem

Observám acum cä, dacå I (ø) este un polinom de grac

L (no, no, . . ., no, n'1, rL, ' ' ', ri+t; flr) : | (n) (tt)

çi pentru formula tql "-":lt 
atunci Rlll:0' Aceasta ne aratá cä gradul de

exactitate al lormulei (E) esle àn ¡r' Se vede imediat cä concluzia se

;i.,iË"çt d;;å-aEi;. ò¿"" la forinula banalä'

,il

1

I

i

I

,}

{,

+
/ .r!-.r ¡(i)¿-r.t Lpi-ì\ I lrii: t \'"".,

0,1,.,.,s (ro:r)'i:0,Lr"',t'i-L, L-

Forma exPlici lincmului (5) e ste bine cuncscutá [3], [11.]' Vom rea'täapo
ac e steminti câteva din rezultate sub fcrma utilizatä aici.

Polincmul (5) este de forma

L (ll,o, , ro, ri, r'2., . .

t-l

, nþaú Íln) :'2 t,(r) lfl (qd +
i:o

c¿, ¡ (r) Íti) (*t),
,- s rí-l

-l- rsa \-t¿¿4
¿: I ,:tl
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Dacá m ( p, formula (4) ne dä, în particular,

Rlø - ro), t (r)l: r* 
I:rt t(,,,) (*r),A [(, - ro),+tu r)] :

_(m-l rll
Qn - L)t

max{a-1,0) <p+r -t'(rf ø-(
gradul de exactitate este àP t r'

za (13) este .inadmisibilä.
are:
mulelor de derilare n'umericä (l) enistit
de eractitt'te ntarim çi tt'ceastã f ormulti

va numi o fotmuld' de dcrioare n'u'me-

lei (E). Acestordineste-( P I r I L.

i mai rnic decât P I r I t, Pentrucá

r pozitiv. Sä presuPunem cä acest
In acest caz, formula (E) cste în

umericä dintr'o mul,time 9Kr, cate se

prin reducerea unui numär a
t numár de ori, menlinând însä

ecerea în 9K. devine P * r --æ. Dar
formula având gradul de exactitate este o formulä
de exactitate mäximá în 9lZr. In c se reduce la
io.,n"fu trivialá din 9Tðr, sa.,- a"e mult egal cu

p I r I 1, - a. Prima ipotezä es ar rezulta ca

í,,.,.,r1" sá se reducä la^ formula este în contra-
zicere cu ipoteza m <p. Din a doua ipotezä rezultä cá a f1 1, clecì ø : 0,

Sâtl ø .: 1.

Cazul ø : t are loc dacä unul dintre coeficien.tii cr-t ¡ ci,ri--¡ í:1,2, "', s

eite nul. De l, ceilal{'i.sunt
ìn ¡rocl neces din mul{,imea

ét¿ irr mullim are sau odatä a

unui nod å¡. -t resPectiv,
satr rämân'neschimbate. Primul caz \ù poate avea loc decât dacá' m 1p,
pentrucá altfel am ajunge în contrazicere cu faptul cã' formula în 9Kt nu se

ieduce la formula trivialä.- 
De asemenea, prin trecerea în 9lõr, polinomul l(ø) rämâne neschimbat

I (r)
:Sau devlne

tu eL

Formula consideratä are în 9K, gradul de exactitate I p i- r çi rezultä -

,cä acest grad de exactitate este chiar p lrt adicä în 9fðr.formula se gáseçte

în cazul õând gradul sáu de exactitate se märeçte cu^o unitate'
Din cele ce" preced rezultä cá vom âv€â Ú¡-1 : 0' clacá çi numai dacä

l(ùL+t)(r,o):0. Acest caz nu esteposibìl decât dacä r > 0 -çi 
atunci to[,i coefi-

cien,tiì i¡,,rt, i: L,2,...,s sont diferili de zero, iar dacä r > 1 avem çi

c. z*0. De asemenea, âye',r c¿,¡.-1 : 0, clacä qi numai daca 
[ !!.f"'"' : o

Ei atunci to1¡i coeficie ntTi co,,'o 1{ 0, o- : L, 2, . . . , i* L,ti +i',t*':'',, 'e'

Avem de asemeneã ct-t;t0 dacä r)0 ryi c¿,ri-z* 0 dacär¿) 1.

Din discu.tia cle mai sus rezultä ulmätoarca teoremä:

(12)

I

i

I
{

t
St

I

i

l

ì

I

T

,r"-rt lro)

çi polinoamele (r -ro ), 1(r), (r - ro),+r I (z) sunt respectir. de gradele efectivel¡lt, I1, p-lr12.
Dacá m,: 0, avem I (ro) * 0, pe baza ipotezelor fãcute, iar dacä m ) 0,

[,inând seanä çi cle lema 1, se vede cä nu putem avea în acelaçi timp

l("') ç.ro¡ -- o , l(tn-.) (ro) : o.

Deducem deci urmãtoarea teoremã:
T e o r e m a r. Grad,ul d,e enactitate al lormulei (E) este totrleaunaàpfr'
Dacã, m > p acest grøcl de eractítate este egal cu n { r _ l.
Dacã. m _{ p, gradul de er.actttate este egal cn p {
-e-gal 

cu p + r I L dacd, l("') (xn¡ : g.
Mai rezultã de aici cä (E) se .äduce la formula tr

cste
r clacòi l("') (xo) ;¿ 0 ,lt

jvialã dacä çi numai
tn

7 le )ofo rmulä din 91õ, cu gradul de exactitateÞpir.Vomaräta
cã aceasLå formul ä se red uce la formula (E). Pen tru aceasta, sä presupunem
contrariul. Atunci, cel pu[,in unul din coeficien ttli a¡ : ao, , a¿, i esíe diferit
cle coeficientul i respectiv. Pentru mom

ffl restul formulei (E).
ent, s notäm w Rlllrestul formulei )qi

Pentru fixarea ide presupunem cá

c¡
(1

co, ì ¡ c¿,
I
a

cu .R,
ilor sã

I
0p, ì -- ca, i J

I

*0, i :"
:0, / --,a I l, u" ! 2,

(ro: r) (13)
,r¿- l,

Scäzând membru cu membru formula (E) din formula (1) çi rezolvând
în raport cu ¡@') (øB), gäsim o formulä de forma

Í@) @ù: 5 oí l0) (ra) + å'Ë o; ¡Í(i¡ (r,) -t n,lÍl (4)
F*o Êr i-o

unde, dacã. P + 0 in a doua sumä din membrul al doilea în loc d.e r?. ) r() se
in,telege ir,, r respectiv. Restul Rrlfl al formulei (14) este

R,lÍ): R'lÍl - RlÍl
&B,q - cþ,ø (15)

Âvern, bineinleles, d I rB - t (rn = r').
Pentru formula(14), numercle p,"r, m,J,evin p I r -rß,Inax {ø - 1,0},0

les¡rectiv, decì, Ie baza unei obseiva[,ii dcla puhctut a, gráaul aà o"n.lltïtã t
Sl
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T e o r e m a 3. Dacã. mfip, grad'u,l de enactítate al tormuleí (E) este cel
mult egal cu ordínul sdu. Grad,ul de eractitate çi ord.ínul, sunt egale d,acã, çí
namai dacd, xo este o rddå.cind., d,iferítòi d'e nod,urí, a unuia d,in polinoømele

¿(n,) (r), lþn*rt (r),[ l(*) 1'*' , í: l, 2,... , s (16)
ln-fr¡J

In general, gradul deexactitate este p+r çi ordinul este p*r*1.
Gradul de exactitate çi ordinul sunt ambii egali cu p + r -l-- i., dacä xrt
este o rädäcinä a primului polinom (f.6). Gradul de exactitate çi ordinul
sunt ambii egali cu p * r, dacä ro este o rädäcinä a unuia din ultimele s-f t
polinoame (16).

9. Din analiza precedentä rezultã. cä douä oarecare dintre polinoamele
(16) nu pot avea o rädäcinä comuná diferitä de un nod. Acest lucru se poate
demonstra çi direct. Dacá m:0, polinoamele, afarä eventual de al doilea,
nu au rädäcini diferite de noduri. De asemenea, proprietatea este imediatá
dacá, m - p, pentrucá atunci

ttr+'t (rò: (p + L)t +0, fll9-l('t :p!+0, í- !,2,...,,s
l-n- r¿l

Sä examinäm cazul general.
Din lema t rezultä cä orice rádåciná comunä a primelor douã polinoame

({6) este un nod de ordin de multiplicitate cel pulin egal cu nx + 2.
Punând în eviden,tä unul din ultimele s polinoame (16), putem scrie

tt*t@) :l t (r) 
lt*t @ - n¿) + *l !@\ 1r*-'t

Lr- r¿l I r- nil

Se vetle de aici cã orice rädäcinã comunä a polinoamclor ¿(') 1*¡, I 
lJfr)-li"'i

Lr- æ¿l

este o räctäcinä comunä a polinoam.to" fJ 
Jt)-'l(-) , lJø 1'*-t) çi, pe bara

Lfr- lril Lr- r¡l
lemei 1; aceasta nu poate sä fie decât un nod de ordin de multiplicitate cel
pu,tin egal at m I L.

Avem de asemenea

RESTUL lN UNELE I'ORùÍULE D¡] DDnIVARE NUÙIERICÃ

nu pot avea o rädäcinä comuná diferitä de un nod. Avem însä

çi deci, pe ba.za lernei t, este un nod de ordin de multiplicitate cel pulin
egal cu nx + L.

In fine avem çi

ttn+t)(ù:f ¿ (r) 
l,'"*', (, _ r¡) I @ i Dl t(r) lr,"t (7\

I r- fr¿J Lr- r¡l

care ne aratä cå orice rädäcinä comunä a polinoamelor

t@+') (*),lt-._.,1''

l*t-"]-" ld9--1''

(18)

este o rädåcinä comunä a polinoamelor

lJ@ 1'**" (, - *,), i¿(rll(*).
Ln- ríJ Ln- r¿l

Rezultä cä orice rádäcinä a. polinoamelor (18) este sau nodul ø¿, sau,
pe baza lemei 1, un nod de ordin de multiplicitate cel pulin egal cu m + z'.

Din analiza..prececlentä mai lezultä cä prcpriet cr_rt
c"-2 (dacä r ) t) de a nu putea fi ambii nuli estõ o c ui cã
polinoamele l@+') (*), ,t*+2) (r) nu pot âvea o rädäc tä de
un nod. Acest din urmä fapt rezultä din lema 1 orice
rädäcinä comunä a acestor polinoarne este un nod de ordin de multiplicitate
ccl pu,tin e gal cu nt, { 3.

De asemenea, faptul cá. c¡,rr_.¡, ci,r¿_2 (dacä r¿ ) t) nu pot fi ambii nuli
rezultä din faptul cä polinoamele

TIBDRIU POPOVICIU

I (r) nL) t (n)

(r - r") (r - rs)

t (n)

8 6t

(1e)

ì
t

de unde se vede cä, dacä d + þ, orice rädäcinä comunä a acestor polinoame
este o rädäcinä comunä a polinoamelor

I _ t (*) l(n) li I (n) 1@-rt
l@ - r")(r- rp)l' l@- &)@- rr)l

l*l'' -l;%f'*' ,, - n¡) *,,1-JJØ--*](^-'t

de unde se vede cä orice rädäcinä comunã a polinoamelor (19) este o räcläcinä
comunä a polinoamelor

1i9..,'1'-" loYu]''-"
deci; pe baza lemei 1, un nocl de ordin de multiplicitate egal cel pulin culn+1.

'l'eorema 3 çi rezultatele precedcnbe se pot stabili çi direct, calculând
coeficienlii cr_tt cr_z, cí.,r._r, ct,rr_z i: lrir...rs ai polinomutirl 1tO¡.

(r-rs)lm
(m-rl

(nt-1l,

(* - r") (r - *s)

I (r) lm\ (r-r")lm
(n - n") (r - rs) (r - n") (n - ns)
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Folmula (20) ne dä, în particular
10. Sá revenim la formula (E)' Vo

tä însä cå cele trei aspecte reYin unul
mea 9lõ într'o mult'ime analoagä 9l(1,
risticelol lui 9K'

în 9K, atunci ea Prezintä:
tä prin märirea cu o unitate a ordi-
erivare çi micçorarea cu o unitate a

indicelui de derivare.
tä prin märirea cu o unitate a ordinului

ea prezintä:
prin micçorarea cu o unitate a

erivare çi märirea cu o unitate a

indicelui de derivare.'-ãr".."tul 
3ó în nìullimea gKr, ob!,inutä prin micEorarea cu o unitale a

"rdi;,ií;iï; ;.i;ipii;iil;; pr-irictutii de dbrivare, rnárirea cu o unitate a

ildi*l"i-de derir,dre çi mãrireä cu o unitate a oldinului de multiplicitate a

indicelui de derivare çi micEorarea cu
a nodului respectiv.

11. Echivalen,ta celor trei-aspecte ale"exceplion:litälir^,1e poate^exprina

prin formule. Pentru a stabili aceste formúIe sá consideräm formulele

generale:

L(o',r&2, .'.to,t,+ti Íln): L(ar, a, 1"'1útÌ; Ílr) *

L (ro , no, , ri, r'2,. . ., ri+t; Íl r) -
r

:L(ro,r¡1,..1ts
r+r

ri, ízr. . ., .ÌJ'r+t; Íl r) -
J

- (r-rò, l(r)lro, fro,..., fro, fr|, ri,..., !rlp+t; Íl:
r 1,

L ( iro ro , ïo, r|, rL r. .,, .ti+t, x)¿; Il o:) -
t'

- (r-rs)' l(r)lro, to,. . ., ro, 11, rL,. . ., :x'¡t1-t, r¡) l)
r

f)erivâncl de nz -l r ori qi J,inând seamä de ¿("')(ro) : 0, deduccm

L(il,-lrJ (ro, ro¡. .s ro, ri, rLr. . ., ri,¡t¡ Ílro) :

: ¿lttt '''l 1*o ,'ro, ,lr'1 , r'2r..., rlp+t; Ílro) :

I

Ij

I

:

r+L

- ¡,lrn-rrl (x:o, ïor. . , ro, ri, rL, , n'p¡r, r¡; f I rç), ¡l("') (r;o) : 0l
I

care indicä trecerea formulei dela aspectul 1o la aspectele 2' çi 3' respectir'.
De asernênea, formulele (20), (21) ne dau

L ro, ro r' '-, , , ri, rí r. .,, r.ir-¡t; Íl r) :

(20),
It

, a++ti Í)t
: L (ro, fror, . ., ro, xlt, frír. . ., x'p-tr; li r) l-f II (r - n,)'la, a'r,

-

i:t r-L

L(or,,&2, ,..¡iltt+ti Íl*): L(or, dzr "',d'n, 9; Ílr) -l | (r - :ro)'-t l1r¡ ¡ro , *o , 1x: , :ri , rL r. . ., :ri,¡rl' Í) :
(21 ) r

* (a¡,+r - P) il @ - n)'lnr,or, ,r.tr+trþil) : L(ro, flor..., ro, r.i¡ ri,.,., ri+t, nii I la,) *- :--vr_-' r-l
,fnr, orr . . .r drt+l ; l] este
k+L noduri &r¡úzr'..
definilia qi princiPalele P
Itfel aìe polinoamelor de

sau nu [6].

f (ro-rr) (*-*o)''-t l(r)lro, ro, , x''1, ?'2, , rlr¡Y r¿1 lf
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I

I

i

I

(ro,

Derivân

¿hn+r¡

d d.e m f r ori

_ L(rr+r) (fn, ro, , ri, r'2r..., ni+t ; Íl no) :

f2. Fie 9lõ0 reunirea mul,timilor 9õ, ob,tinute variind punctul de derivare

,r^ sì lásând nescbimbale cclälalbe caracleiistice ale lui 9K. Existä alunci un

;ïr,"À;;-i*it, áe formule exceplionale in 9K0. Acest nurnär este..e^gal cu

""-erU 
total al rädäcinilor distincte de noduri ale polinoamelor (16) dacá

al rädácinilor distincte cle noduri ale
dacá r : 0'
cle douä feluri' Unele, sá'7e z\cem ím'
durilor. Acestea sunt toate nodurile,
re sunt ,"i rädäcini ale polinomului

.r,1""-r) 1n), dacá. m > 0. Orice rädäcinä improprie este

ae mrìttiþticitate ,;i coincicle, pe baza. lemei t, cu un

nlicitateisal cu nt' ! L, cel pu,tin. Nl'ai precis, numäru
äot" .oitt"iâ cu norù-tl r'¿ esle eg'al cu max { 0, rr- nzl'

at räcläcinilor irnproprii ale polinomului ¿("') (r) este egal cu

i,rru* 10, rr- (1. (22)

Celelalte räcläcini ale lui ll"') (r), sä le zicem proprií, sunt r'ädäcini. sirnple.

Asbfel de rädäcini pot exisba numai dacá. m > 0. o rádäcirrä proprie.poate
co u cu cel mai mic sau cu cel mai mare

di ate rezultä din faPt-ul cä,

rä nile reale aPar-tin totdeauna
0e rädäcinile Polinomului' Pe

baza acesbei proprietá.ti, clacä ,t"'l ln) se anuleazir într'un nod extrerìÌ,

,t"-11 p) r" 
"nìlu"rä 

de asemenea i1 acest nod. Acest nod are deci ordinul
ar -.ìtt'iptlcitate cel pu.tin egal cu_ tn + L si cleci este o rädácinå improprie'
'Dacá. n¿ este rádäciní;ï;p;i", trebue sá avem r¿1tn - t. PenbrLt- r¿: t¡7

avem ¿('') (r¿) + o.

Nurnärul rädäcinilor proprii ale lui ¿l'n) @) este egal cu

ly',,, : p + L - tn - i-n" 10, r, - nt'1,

Dacä ,¿ - 0, avem N,r:0. D""t:'
räcläcinile proprii sunt distincte de no
..çi bineîn,tetes cel mult p + L - n't'1 1

Numárul rádäcinilor improprii ale

): max {0, r, - m\ - max {0, r¿ - ml { max {0, r¿ - nz-1'\'
í:t

Rädäcinile m sunt simple qi' pentru acelaçi mo-
tiv ca mai sus si de cel mãi mare nod. Rezultä cá

numärul total imelor s polinoame (16) este egal
cu (s - t) (1f, dela punôtul 9 ne aratä cä douá
oarecare rädáõinä comunä diferitä de un

"o¿. 
le cä, dacá l¿ este o rádäcinä- proprie

ã unuia e rädáciná proprie a ambelor poli-
noame ( a niciunui ãlt polinom (16)' Dacä

d seamä de l@+1) (øo) : 0, cleducemçi ,tinân

n|, râ,.fror"',
, ni+ti Íi ro) :

,fri', tL'r..., nï; Íl ù i

r

/

I

I

I

I

r-1.
- 

r (rn+rl: !a' W:':, fr!, ri, n'2,.'., fri+t, x¿i fl*ì, Utu*r,(ro):0]r -4"
"""iäTot',',ïTi.',ïîårj:iîriî:i'iî aspectul 2o la aspecrere ro çi B. respecriv,

L (!ú:'=:-'' ng, rí , rtz,' ' ', ri+t; Íl n) :
r

:L( ro, ro,
I

,ß¡ i

I

l

I
¡'
t,
!i
I'

ir-l i,

I
I

t(

1

1
\
.:

,

t (n-rò #,V, :yts, ri, râ,. . ., ri+t; fr r) -:

:L(ro,fro,.. r't I2 ,ni';fln)l
r T

* (u-no) @-ro¡' I (r)
lro, frT, fro, ni , rí,..., rí+t, Í)fr_ri

I
unde ri', rL' , . . ., r',o' sunf, noclurile (6), dintre care s a

r

nodul ø¿

duce

Derivând de m { r ori çi linând seamã de
É+,1

Ll,"I,'ì (ro, fro, , íüi, ai,. . . , fli+t; Íi ro) :
r

- tr(tn+r¡ ?o' 
".::!,, 

frí', rL',. . .', ri' ; Il ro) :
r

Lþ"+,) (ro , fro, ., fro

supnrnat odatã
(nL)

:0, se de_

, ri', ni',..., x);'; Ílrì, 
[(r_.,-r¡;;1,,:r,r t

care indicä Llecerea dcJa aspectul B" la aspe.cteJe 1, gi 2" respccl,iv,
o,rr*Jii'rïitåä¡le 

rormulã ¿.'".àäiiî"rËÄ"*¡-¿ excepÇionarä cste asrrer conr-

5
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pentrum > 1. 
N^-max lo's- 2l < N' { N^

I N" al lormulelor (!) d,in glLo, al.cäror ord,in este egal cu p _j.t,.
0 dacdm - 0, 

" - b,'egal cu r'- t ¿o|Aäî0,' r > 0 çí aerilídt

(s _ t) (Iy',, _ 1) * tr/_+,

<N,, < f (t-t)(lV--1) -l- iYm+lt dacár:0
- I (" - 1) (1[,, - 1) + 2N,,+r; dacã r > 0

pentru m > 0.
NumdrulN ar f orn¿urer2r (E) eycepriona.re dit.¿ ØILo este cgar cu,a dacdm -r- (),egàlcas-t d.acd m:0, i,>O íirrri¡tra i',rigltiîaiiîi*""

(s - t) (N,n- L) l- N,, * N^¡r- max {0, s _ 2) _(

-s 1V S I 
("-- 1) (N'"- t) + N'' I Nm+t, dacã r: 0

I ("-t) (¡f,,- l)+ rtr, *ZN*+t, dacä r> o
pentru n > 0,

rile irrfcrir are sc poatc amel, "a ilr
aceastà chestiune.

-convenabil numãruJ (22) in furrelic
folosi de urmãtoarea là-'ã; 

-

. ., dkt þ sunt nenegatiee aeem i¡tr_

-".{0,å*, - *p}såmax {0, o¡- þl<max 
{0,å 

o_,_ þ}. rznl

Este destur sã temonsträm proprietatea pentru k :2, cãci pentru Å(ìal'ccare va,rezulta prin induc.tie-completã.'
renfru ft :2t inegalitãrlile revin lä ,)

l"' + ez- 2þisin, - pl + lnr-_ þlsln, * æs-_Bi + p
care se verificã imediat z).

t) Avem max {0, o' 1,!:, (o*lol).
2) Fiecare membru este rinear in p, in intervarere determi'ate de punctere 0. a, ,n"9# ' ut * az,* co. Este dcci destul sã se verifice inegalit{{ile pentru extremilå{ile

finite ale acestor intervale gi pentru B ) a, f an.

õ
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Prima inegalitate (23) revine la o inegalitate clasicä qi este adeväratã.

oricare ar Îi nurnerele ø, , il', . . . t dk t p.

Revenind la clelimitdrea-sunrei (22), carc ptntm tn:0 cste egalä crr

p * L, avem' Pe baza lemei 2,

nrax {0,p * | - sm} < i'rou" {0, r'¿ - m'l <rnax {0,p i2- s'*rn} (zr}0),

cleoarece ri- L20,nt - t>0.
Obselväm acum cá t) o, - rnax {p, T} : min {o - P, a. - \\ çi cledtrccrrr

min {p} 1 -n,s l}<^/,,,<min {p+ I -zr,(s- 1)nr}, 
e4)¡n)0 (¡/o:0).

Numerele (s-1) (1V,' - 'I), N*, /V¡¿a1 sunt nule pcntt'u 5:t'
Dacá m: p, singurr.rl punct øo pentru care lormula poate sã lic erce¡r-

!,ionalä este
.,t .s' )' ., *, (21)p+Lii

pentrucá aceasta este rádã.cina lui i(r') (ø)'

Dacás)1, 0<m<P,avem
(s-1) fmin{pf t--m,s--7 } - 1.ì-rìax {0,s-2}}0, min lp-m s-1}}{
('are ne alatä, linând searnã. de (24), cä avetn

(s- 1) (N,n- 1) * 1[,,+r - rnax {0,t - 2l>L.

Jinând deci seama de beorema 4, deducem beorerna urmäbcarei
T e o r e m a 5. Ìn mul¡imed, gl9 eristà totdcauna lormule (E) encepçtu

nale, alarà de urmàtoarele trei cazuri:
1o s : 1". 2o m : p çi punctu| (25) coincide cu ùtt, nod. 3o ril : 0' çi r:0.
14. Dacä in formula (t) avem m -l'r > 0 qi dacä coeficicnlii ao (dacä

/ > 0) ai,o, i- L,2.. . , r sunt tc,[i nrìli, l.tílmrrla este in acelaçi timp o for-
mulã de derivare numericä pentr'u derivata 1' @) a f uncliei I (ø). ln act st
caz, vom spune cä Iormula (1) este red,uctibüà. In cazul contrar, vorn spulc
cá lormula esle ired,uctibild,. Formula (t)este deci r'eductibilã, respectiv ire-
ductibilä, dupä cum in aceastä formulã nu figureazãr. niciuna, respectiv fi-
gureazä efectiv cel pu.tin una, din valorile funcliei in nr:duri çi în punctuì
de derivare.

Este inter.esant sä examinäm care sunt formulile cìe exactitate rnaxinri
reductibile. Pentru aceasta, sä examinãm reductibilitatea formulei (Iì).
Sä presupunem cä formula (E)'nu este trivialä qi este reductibilä. Trebue
atunci sä avem / :0, sau / > 'l çim f r ¡ 0. Sä nl,tåm cu (E.) aceastä lor-

r) Avem
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cleci ele diferä numai prin niçte factori constanli de polinomul (27). Aceqti
factori constan!,i sunt de altfel diferi,ti de zero, tot pe baza formulelor (8) 1).

Condi{,iile c!,0:c2,0:0'sunt deci echivalente cu a doua rela,tie (26). Prima
rela.tie (26) este o consecin,tä a analizei precedente.

Simultaneitatea condi,tiilor (26) se poate demonstra qi direct. Avem

t \rr /æ-a'r l(r)l' (r):lrr(n - rz) * rz@ - nr)) 
@ _ *i@=rr)

De aici se vede ch orice rädäcinä comunä a polinoamelor ll'") (r),

çi o astfel cle rädäcinä, pe baza lemei 1, coincide neapärat cu unul din
nodurile fit, fr2.

In clefinitiv putem enun,ta teorema urmätoare:
Teorema 6. Dacd.m--1.p, fornzula (E) este red,uctibild' dacd, çi numui

dacã:
Lo, T:0, s : 1,, sau
2".r:0, s:2 çi xo este o rãdòícind', diferítã' de nodurile Xr xz ale poli'

nom,ulu,i

I I (r) 1(tn-t)

l@-r,)@-r,) I
Proprietä,tile sunt exprimate prin formulele

1) Din C1, ()(n) i C2; s(") ! r rezultð cä acegti factori sunt de semne contrare çiegdi

(n-r)t(r)

rz- L

în valoare absolutã,'

r1 69

+

-v-

(m-7

rr
¿lnrl

Lrr-

Lþ'") (r.r, fr1 1, ,. .1 g

t (r)

, frzrfrzr...rIZ;f'lf')

rtrfrlr"'rfr

r7

de unde deducem

¡t,"1 (r) :lrr (r - nz) * rr(r - rr))

(m-21

(r - rr) (n - rr)

(r - rr) (r - rr)

este o rädäcinä comunä a polinoamelor
(n-2)

: ¡1"'-t) (*r, ,r,

unde øo,verilicä a,doua condi,tie (26).

(n - rr,) (n - rr)

t (n)

r I @) 1(,n-z).* (p * L) (tn - 1.)l-¡ \r I -/\' l@- nr)(n-rr)l

; fl n) - trØt-Ll (r,. i nr.,. . ., fr!; Í' lr),
rt- L

, ï2, frz r. . ,, 12; Ílro) :
r2
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mulä' privitä ca o formulä de derivare numericä pentrurunc,tia l,(t): g(r)Folosìnd deci nota,tiile (10), ;l;-.-

Pe baza celol sbabilitc mai sus, puûern presup(E) esbe p_!,,+.1. Sä notäm cv- p\,i,i""- r,omerelformu.lci (E.). Toatc_accstc-fapt" 'iritira 
r¿ ) I,atlnci p* :p.-S,S :J,/ :! SAu r* _';_irlt..

une cá ordinul formulei
c.p, r, s, corespunzätoare
i:1,2,,,., s çi avem
dupã cum r :0 sau

P.) ¡¡te. p1-r-tsaupf r,clupä
ronara, deoarece punâncl g(t) : lt(r)iri-t.

ate fi reductihilä decât in urmätoarele
Lo. r :0, s :1. In acest caz, niciuna din formulele (E), (E.) nu esteexceplionalä.
2o, t :0,.s : 2. I' acest caz formula (8.) este excep,Lionalä, clar (E)nu csbc exce.pþionalã.
Sá se obserivc cã.o.f,ormulä (E) excep.tionalä este totdeauna irccluclibilã.In cazul 2', condiliile de exòefçionailtate se scriu ,

lþ") kro)+0, t (n)
4

(m-21

(r - rt) (n - nr) -0. (26)

15. Rämâne sä mai demonsträm cá în cere do,å cazuri cre rnai sus formura(E) este efectiv reductibilå.
In cazul 1o avem

L 1rr, n,r,,. . . , nr; Í t r):''5 @ -. r)t ¡ti) (r1)
,, f=-o Il ' \ r/

deci Cr,o (n):1, de unde Cl:¿(r"):cr,,:0(m>0).
In cazul 2", polinoameJ.e C't,r(ù, CL,e(ø), cle gradul p _ \,, pe baza for_mulelor (8) se divid cu poìinomùi "

t (")
(n - rr) (n - rr) (27)
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$ 2. Câteva considera,tii asupra resúului

16. In anumite cazuri particulare _impor.tante, rcsbul ,R al formulei (t)
str pune sub o formä simplå ,si comoclã. In òazul formulei de interpola.u a Ì.,iLagrangr:-Hermite

I@o):L(:{,ni,...,);'r*ri Ii¿o) l /ì (2g)

¿ìvenl

n: RUI:l(¡,o)Lxo,al, rL,..., rc,,,1r ) f7 eg)
rnde I (r) este polinornul (3) deja definit çi carc pe haza notaliilcir (7) sc
poate scrie ;i

l(r):(r - r] (r . rir) ...(,a _ *i,*r).

{"tt.ql ft,rmulei (28), sub forma (2g), se exprimä ca un produs dintre u.
nnrnär diferit de zero çi independent de func(ia l@) çi o diferen.tä divizatä
tle ordinul p + | al funcliei I (r).

Pe baza formulelr;r

)

i

I
I
I

r
\
I
i

extremitälile intervalului [ø, ä].

altfel, în cazul, aproape banal,
recunoascä dacá se Poate alege

In cazul când restul este de formä

lul (ø, ó).

a restului putem aprica urmätorul ,.nrri,Tfitiu 
recunoaçterea formei sim¡rltr

C. Peniru ca lincçíonala R lTl aditi

noamele.
o func gt*

rliferen.te '!!;Func.tiá 1.t"
toate ace rle-

t,älile utilizate aici
O func.tie necon

rle ordinul n),= I,
adrnite derivate continue de ordinel
In general, o astfel de funclie nu are
Drrnctele intervalului (a, b).' 

In general, câmpul f' al funclional
vexe de ordinul n in (a, ó) pentrucä,
este format din func,tii coritinue în [ø,
rlepinde de valori ale derivatelor de
C este însä întotdeauna aplicabil d

[7], rezultä cä este suficiént sä con
rrrdinul n càte apar[in lui F.

19. In enuntrul ciitcriului C condilia RlÍl+ 0 se poate înlocui cu condilia
Rllri Rtfrl> 0 pentru douä funclii oareóare. lt (r) !l Ír(n)ÇF,.convexe
au',ji'Ainü' n. Aceastä proprietate rezultä din urmätoarea lemã, foarte
rrtilä în aplicarea criteriului C.

L e mä 3. Døcö. n este grad,ut d.e enactítate al fwnclionalei R$.1 aditivã-

çi omoge,nã, çi d,acä putenx gã,si d,oud lunc¡ü f. (x), fr(x) neconcaçe deorilinu'I
n'ln în interçølul [a, b] østlel ca

Rll,l RlÍ,1< o (32)

,il.ul¿ci e,ristö, o lunclie 1(x), convenã' de ordinul n' î'n [a, b], astlel ca

ft ffl - 0. (33)

l.d.t, dz t. . . , eh1-1i rif : I
ì

0, pentr"rr l:0, 1, . . ., k - L

1, penlrrr r\:fr (30)

e'ste vizibil cá formula (28) are gradur clc , exactitate p. punând
l^@):t:(t)= r"'' t..... ìnf?g)¡i linancl searnã de formula (11), vedem cãfactor,ul cliferen!,ei divizate din (2g) este egal cu

Rltl: R¡nt+t,: I (¿o).

. 1J.- Jom spune cã restul formulei (l) sau cä funclio'ala ,Rlll este rle fornzdsim,plã. dacä avem

Rlll: ll[.I4r,tr,...,En,r;Í) (31)

oricare ar fi functia. l.(r), _unde n rte gra formulei,
{ ". constantã at¡ritia" a" zero i",í"p Í (r), iar
Çt,1zr. . ., Eot.z, n + 2 puncte d,istí te din i t.' '

. In acest :?r, 1.9 baza formulelor (30), co de egali_
Latea.Il,I : R.lr,,+11=.R.lPl,.unde P (ø) estc ac g"äa,ìt
n i L, cu primul cocficicnt 1.

Puncfe le E¿ depi'cl ìn gencral cle func!,ia I (ø), iar inter.valul [ø, á] c.ste
cel prccizat in $ 1.

" Dg exempl', a$a crun vorn vedra mai j.s, restul formulei (2g) este deft'rmå simplã.
Pentru simplificarca nota,tiilor, vom nc ta crr D¡. [f] o diferen!á divizatã

d e ordinul /c a funcliei Í(r)peklTnod luri.. distincte arbitrare din inter'-valul (ø, tr). á deci orm I are ul db ru çi dacä
cste f

p men,tine çi pentru
) aYem

n:-4, , cu restrictia cä în acest caz, puncL , poate coincide çi cu una din
rl Criteriul sub aceastä formð este sulicient aici. In general, dinfaptul cä nm+O'

ft*ntjruã.ic.luncfie convexä de ordinul n, rezultå cä gradil de exactitate este n.



êt 
')

Íi@) -- Ít(r) *
Rl@ - ù"+'f

RlÍrl

, n+1
a)

Íi@): Ír(n) * nÍ@ - q"r'l (r -'s¡"+r
sunt convexe de ordinul n'.

tinând seamä de (32), un calcul simplu ne aratä cä

I
RtÍil nlÍ;l:î ov,l Rll,l < 0.

Rezultä cä func.tia

I @): tT @) - lUi trøRtÍ;1',"', ',

este convexä de ordinul n' çi, se verifioä imediat, satisface egalitatea (33).
Lema 3 este deci dernonstratä.

se deduce urmätoarea beoremã:
I un c¡io n alei R lff , adíti o it:
f, (x) ( F, neconcøee de
c!íonøla nu cste delormù

20. Restul .B al formulei (1) se poate studia sub forma mai simetricä,4,
R lll : >' ã t,¿, ¡ l(Ì) (ri) (94),

i:0 i:0
unde pentm moment putem presupune

a:'frl(#r{

2l RDSTUL îN uNEr,E FoRIIULE DD DBRIVÀRE NUìIERIc-[ (I)

Sá presupunem deci cá. b¿,t,$0, b¿,¡:0, i:k)-L,, k+2,.'., uncle
k2n*2.

-Fie e un numär pozitiv destul de mic çi care în cursul demonstra,tiei va
fi precizat qi mai mult'-Sä definim func,tia continuã' g" (rr) în felul urmätor:

L". Q"@ù:L l

2. e,(ø):0 pentru r€,!a, ni-Efvlní+e,bl, r€la*2e,b), respectiv

tÇ1a,, b -2"1, 
dupá cum 0 < i < s, l:0, respectiv i: s._ \-

- 
30. g" (ø) este linear in fíecare din intervalele rämase din fø, ó] cleci in

lr¡ - e, r¿) qi ln¿, r¿* e), la,a!2ef, respectiv lb -2e, å], dupä ,curn

0 < i < s, l- 0, respectiv i: s.
Avem atunci e. (.r) Þ 0 pentru n Çla, bl.

Sá consideråm acum funclia

l.@):
(* - t)"-t
(k-L)l q"(t) d,t.

TIBERIU POPOVICIU

RlÍrl

2A'

s.ç çlir. cä^o co+.rbina,tie linearå, cu coeficien.ti pozitivi, de mai multe (un
numär finit) func,tii neconcave de'ordinul n', dínire care'cel pu.tin una eìte
convexä de ordinul n', esLe o funclie convexä de ordinul z'. Sä o'bsórväm ac¡rll
cä Íunc,tia (r -.a¡"+r este convexã de ordinul z'în intervalur [a, å]ii.-p; á;altä parte, FL(n-a)"+tl+0, din cauza definiliei gradului äe e"áctitã¿e"
Rezultä cá funcliile

I
T
t

2

tr

l;'

i'
I
I

I

lr
I

I

I
¡)
I
I

ir
!

)

l
j

Ì

)

i
lì

$

I
lr
,lt

l,
rl'

ìli

i

1

,l
I

l

.

I

rt

ti¡
I
I
I

l

!

n

i1

i

5"

Atunci, dacä e<max flt-- frO t frs- fr"-I ¡ avelnì
I

Í'J't (*) - q"(n), pentru n Çla, bl,

0 : /Í'-t, (o) < lft-\ @) I ltJ'_') (å) - [' 9"(t) d,t: e, penLru n Qla, It]
)"

Í(!,(*):\,"ffi-,f,!-,l(t),l¿,pentrui:0,L,..',k-2.
Rezultä atunci imediat cä

0k/y)(e)-{rt!-!-'1-, pentru n€la,ölEii:0, 1,' .., k- 7. (35)
\ro-'-l) !

1 r"= b. Fie acum Á o constantä oarecare diferitä de zero qi sä consideräm funclia

Í (n) : AÍ"(n) + I .4 
I

Avern atunci

e (b - a¡t'-n-z
l(lt-n-2)l

Bineîn-þeles, ggm.pul-F al funcþionalei (34) este format din func.,Liile Í(r\,continue in !a, bl -çi admi!,ând derivatele în punctele unde intervii efebìií
în expresia lui ,B fll.

vom cäuta sá stabilim câteva proprietäli în lcgäturä cu forma simprä
a functionalei (34).

sä presupungm c-a gradul de exactitate este z. vom aráta cä functionala
nu poate depinde efectiv de derivatele de ordin > n t f. in caz cä'forma
ei este simplá. Pentru aceasta va fi destul, pe baza teoremei 7, ca in ca,ntl
contrar sä construin douä func,tii Ít(n), Ír(n) €,F neconcave de ordinur
z, astfel ca sä avem inegalitatea (32).

^ .t) Se poate ar{ta, de exemplu, cà derivata de ordin¡Ì ¿' -f 1 a funcliei este pozitivã-
îrr inlervalul [ø, å],

(*- o)"*'. (36)(n* r)

¡n+r) @) : Al,:nr,(ø) * I + ü-#
çi deci, pe baza lui (35),

l"+\t (n) >o; u (lø, bf.

Aceastä inegalitate ne aratä cä funclia l(r) esle neconcavä de ordinuÌ
ln in fa, bf.
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lti) (*) :

AÍ?(ù, i- **2, n+g, . :;: :' 
n{t

¡rc.ntru ø Çla, bl.

finând seama de (35), avem

lÍu'I(n)lS2ll'l(t-o)*-t-i{, /-0, 1,...', k -t, rÇla,bl. (Bz)

Dacä acum presupunem cå

I
; min I ri+t- n¿\. (88)
z í:O, 1,.,., s

avem qr

Ítil(*n):0, pentru i à b, n- 0, t, . .., i- 1, í+ !., ..
Jinând seama de 7{rLt @¿):.4 çi de (94), (B?), (39), deducern

lÆ t/l - b,,oAl 
"(å 8,,0,,, t)z ¡ .4 l.max tL, (b-a.),,-,ì.".

.. Aleg"ând.pe.".destul de mic qi în orice caz astfel ca inegalitatea (3g) sã
fie verificatå, deducem

lnul-b¿,x,4 l< lbt,o Al
2

e formä simplä, este necesar ca coefi-
n 1). Intr'adevär, sä presupunem con-

Ælrl: >h+0 ,
i:0

lc,zultä cã ,R t/l t' 0 pentru orioe func{ie pozitirã l(e)'
teoremä:

;i suficientã' ca lunclionala (40.\.sã' li9.
e foimã' símpld' este ca, toli coelícienlü
n', lã,rã' sd lie toli nuli.

em deci

s /s \
2hÍ (ø¡) : l> á'l D, Ll)
¡ã \i:l )

<lare exprim¿ binecunosc r continue'
Ài"i lol¡ : in general inchis fla, Zrl'

f)acä, ää "". 
unul din bg,. .', b"-t

este áiferit d e alege în ).
necesarä çi

for i cu restul
ca j:L,,2r...

exactitate
,atnnci, conform teoremei 8, ea este 1n mod necesar de lorma

fi Ul : 2\ Ia,lt'o) +b;l'ltt)|. &\l
¿:0

Condiliile ca gradul de exactitate sä lie 0 sunt
s

)åt:ot:0 åtr, no+b¡+o
i:0

(42)

Sä cäutäm acum condilii necesare peutru ca func,tionala sä fie çi de formå
sirnplä.

Þrima relalie (42) este necesarä cäci t çi -t sunt ambele lunclii nedes-
crescätoare qi avem

n[r].,ît-11 :-(>t'r,ì
\;?õ )

,1i rlacä condi{ia nu ar fi lnr eplinitä, am satisface la inegalitatea (32). ¿' 
De asemeiea, a doua condilie (42) este necesatä, cäci altfel am avea

.l? [ø] : 0, çi ø este o func[ie crescätoare.

1) Aceasta lnsemneazá cä r umerele sunt toate nenegative sau toate nepozitive. Un
singür numãr esl,e considerat ca având totdeauna acelaçi semn.

|inând seama de (36), deducem

.EÍ!t@)+l1l e (b - ø)k-n-z
nl (

(r - a¡"+r-'i ,-l -n-

, s. (39)

:$
I

-,|

4'
.!

i

J.
I

lr:
;.

J

(ja.re ne aratä cä atunci,R [/] are semnul lui b¿,* á. Dar .,4 a fost ales oarecare.
Luând 4 =t 

qi,no_tând. cu lr^(n) funclia (36) astfel ob,tinutä, 9i luând a¡oi
A .: -!^.li notând cu l, (r)-func!,ia (36) astfel obçin,rta, inégätitatea f ili¡cste verilicatä.

Putem dar enun,ta urmätoarea teoremä:
T e o r e m a 8. Dacà, gradul de enactitate at lunclionatei (J4) esic n, acea\tìt

Junclíonalà, nu.poa,te Ji de lormd simplä d,ecô,t d,acà ni conçine'electív d,eiioate de
ord,in> n + 1.

. cu alte cuvinte, îunclionala nu poate fi de formä simplå decât dacä
'b¿,¡j0 pentru j>nJ-L, i:0, 1,.-..,s.

vom examina in particular Iunc,tionala (32) cu gradul de exactitate -1, 0
sau 1.

2tt 9ä.pr.esupunem cä gradul de exactitate este -1. Teorema g, carc
se aplicä çi aici, ne aratä cä funclionala (32) este in mod necesar de forlma

Ã [/] : È o,lø¡ (ao)
¿_0

tlacã. ea este de lormä simplã.

þ

)
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Fie acum / (*) o_ func.liB continuã, nedescrescätoare, egarä cu 0 pentru
t€,1a, îr¿_tl el qi egalä cu l pentru n €,Lr¿-¿,bf, ( fiind un númãr pozitiv deu-
tul de mic [e <ll*,-r¿-r)]. Avem atunci

R lfl:b¡ * b¿+t +... + ¿".

Pe baza teorenei 7, t,rebue deci ca numerele

b¿* b¿+t*...*ó", i:1,2,,.,s (431,

sä fie de acela.si semn.

entru ø S r¿ - e, egalä cu 2e pentru
e, ri I e], unde e este un numãr.

ri-tl. Aceastä funclie este nedescres-

RLÍl: e [(á;* b¿+t i.,. * ú") *b¿+t lb¿+z +...+ b,)+bí.
Deoarece e poate fi luat oricât de mic, se vede, tot pe baza teoremei 7, cä
numerele

b'orb'1 ,;.,rb', (44),

împ_rcu-nä cu numerele (43) trebue sä fie de acelaçi semn.

, ^.Il.lio9,"pp.pune 
în eviden,tä încä o condilie necesarä. Fie l(n) func,tia.

definiLä in felul urmätor:

(r - r¿-ù

Observám acum cá

s

T (r¿ - ü-t) (b¿ i b¿+t+ "' *0") :
-J'i:r \

26

s '1,

Zb'*t

.neea ce se obline fäcând Í(r) : r in (4L) Ei (a6)' Condi!'ia (45) implicá deci

i';;i"i".ï ttiit.t"lt (a3) nu sunt toabe-nule'
'*'' O"tl acum f (r) esbe o func{'ìe crescátoare' aYelrl

- lr¿-t, rt) Íf) 0, i : L'2' "' ' s' l'(rù20' i -- 0' t' " " s

çi faptul cälurnerele (43¡, 1zt4; 'otttiei (46), cá Rlll { \)'
õo,ì¿iiía (/r5) älrag dupä sine a doua
sunt de acelaçi semn.

i suficienl.e pentru ca fnnc[ionula (4I)
ir, simplir, sünl' c& sã, açem'

s

(n¿- r¡-ù'
i:L,2,...rs,

, pentrú n Qln¿-¡ , r¿),

Avem atunci
6

l' @) :- ;- (n-r¿-ù (r - r¿), pentru n€lr¡-t 1 r¡], í : 1,2,,,.r s.
\:I¿ - r¿_ù,

çi se vede cä. func'lia este^continuä çi derivabilã în intervalul [ø, å1. Insã
Í.(r¿).:rí,Í' (ri) :0¿l^:Q,.1, ..., .e çi Í, (r)>0, pentru r€-(r¡_i, n,)i :\,2,..., s aça cä funclia I (ø) este c"éscätoare çi'avent

R lÍl :' È b, *,.

l)educem prin urmare condi,tia necesarä

È o, r,+0. (4b),
' ¿:(,

Sä arätäm acum cä conditiile stabilite sunt çi suficiente,
Pe baza primei rela!,ii (42) pLtem scrie

"'RlÍl: ).{*,-r;t) (b¡tb¡+t+... -f b")lr¡-t, r¿;Íl+ å bí|,(n¿) t+øy¿:t 
=ocare se obline aplicând formula dp transformare a lui Abell

)bi :o ,
¿:0

)hu{0i:0

'Çi ca numerele

' b", ó"* b"-r,...,br]- b, I" ' + Ó; ' b'u' b"''"''b''

*:ry.ß'""ä'Ji::t::Kí"(r) sá aibä gradut de exactitate 0¡i sá rie de- rormå

simpiä, esbe trr"..o. se àíem m f r<t çi a¡,,.i=O; i.:'),3, " ' ,ti-'1,
¿"Ji,'2i..".,-r. Éãi¡ru rãri*r" ceiorllle äonai1il, trebue sä se liná seama

cle poztlia mutuall a nodurllor qi a ntrnctului dc derivare'
pentru fixarea-ideilor, putem'pr"r,ipon" cä nod,urile sunt in ordinc cres-

cätoare, deci
. nL1 n21...1 n". (47)

Trebue sá clistingem aici trei cazuri:

Lo.m:r:0. Presupunând n¡-t1fro1r¿, condiliile necesare çr su-

ficiente sunt atunci

sä fie de acelaçi semn.

Dacá i: t sau ú : s * t primul, respectiv al. doilea qir de numere (48)

dispare. In aceste óazuri avem #0 1 frt, respectrv ro) fr"'

*-nù(2r-n¿-t-Í(n):r-

èt

I
I

(48)
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De asemenea, funclra

UNELE FORùIULD D!) DERIVÀRE NUùIDRICÃ (I) ?9
26, t1

çi ,u2;r#r;. 
orilr: l' Presupunând iarãçi 't¿-t 1 r¡ { r¿condi,tiile necesarc

"r+å ai,o:0, øono* Èo,,or¿*0ú:o ¿:1

|li"rt]itïumerele (48) sã fie nepozitiv(ì, cu restriclia de mai sus, dacä j: f.
3o. m.: l, r:0. Condi,tiile necesare çi suficiente s,nt

2"',0:0, år,,or¿*o
çi ca numelele

ai,o * d¿+t,o I. . . -l- ¿",0, i - 2r3,. . ., si aí,t, i _ 1,2,. . .,s

ad de exactitate 0, care este cle fornrÈr
5.
gradul de -exactitate I qi de forrnä
este în mod necesar de forma

nlÍJ:åtr, f (r¿) + oiÍ, (r,) + bí, Í,, (r,)1. Ggl
Condiliile ca gradul ¿"=-i"*rrit*te sä fie I sunt

s

,à0,: o, 
å,r, r¿ I bi) -0, å,r, u? +'zoí n¿+ 2bi,) +0. (50)

,".,rÌå :iåiîi 
iarãçi condiliile necesare pentru ca runclionala (49) sã fie dc

Primele douã condi,tii (50) sunt nccesare, deoarece funcliile l,_1, t, _t)sunt neconcave de oráinut I çi

Rtrt Rr-l1 : - [årl', Rtrt Rr-n]:_ 
iå Ø,*, + bí)],.

Sä considerãm func!,ia

eete neconcavä de ordinul Linla, D] çi avem (e 1& - ui-ù

Rlfl:À¡lÀ¡+r +...+À"+ó; *bi+r -1-"'aal + (b2)

I e(h* b¿+t *"',f ¡")'

Fonnulele (51), (52) au loc oricât de mic al ti e pozitiv. se tleduce imediaL,

pe baza teoremei 8, cä numerele 1)

f ^, * À¿+r +...+À- +¿í 1-bí,.. +'..+ b',, i:1,2,...,s (58)

ì 
^,*r 

-t- r¿+z +. . .l- À" l- Ö; * bi+, +. ' '-F å:

tlebue sá fie de acelaqi semn."'Ftr ;;il11r¡ funclia nulá pentrg øS 9¿: '', egalá cu (r- n¿{ e)^

in iniervalul'tø¿'_ ",r¿*.1 çi egalá cî 4e@--.nù. p.entru rZni* e'

Á;*;ã r*i" o iunclíe contiïu¿ nãconcavä de ordinul !- in la,b)2) çi pen-

tru e destul de mic (e 1 ni - frt-t ¡ frí+t - Ø¿) avem,

RlÍl: ezb¿ l2eb'¿ Ì.Le (À¿1r l- ì¡+z * ' ' ' * l" * bi+t *

Numärur e putântr ri oricâr u.,,,ì. p",iti| ';:::".JJi.:.'*., ,, .n"u.-
cä numerele

bi;,b;',...,bi' (54\

sunt de acelaçi semn cu numerele (53)'-- 
i,1 ii"., .å çi in òarui n:g,'no'tt pntt. in eviden!á încá o condilie

necesarä. Fie l(ø) funcþia definitä în felul urmätor:

'* - t:=A-q-"rY, pentru rÇlr¿-1, r¡f, i: I,2,.. ., s.Í (rl : 3)2 - 
\* 

(r¡ _ n¡_t)z

Avem atunci
,1,

l" (r) : - -. to 
.=(n - rt-ù (r - n¿), pentru fr€ln¿-t nrf, i:1,2,' ' '. s'

(r¡ - n¡-ù'
Se vede cä funclia este continuä çi are o derivatä a doua, continuá în inter-
valul [a,ö]. Inså l@r): r!,1'1r)-2rí,1" (ri):O,i:0; I,..., s Çi Í" (*)>.0
peLtrü- n(.(rt-r, ir),i:1,2:r.'.., s, aça cá func,tia l(ø) este convexä dc
ordinul t çi avem 

ä 

'r 
: å tr, n? + zuí r¡\.

i:0

I @): 2

1) Pentnt ri - s, al doilea numár se leduce la Dl.
s) Este util sã se fac{ o reprezentare graficã a acestei fu c{ii, ca çi de altfel a celorlallc

functii auxiliare lntrebuintate aici.

-n*ni-t*eI fr-fr¿-¡-e

Í(r): fr- ri *el-lø r¿l el
2

unde e este un numär.pozitiv 1x¿ - ø¡-1. Aceastä funclie este neconcavàde ordinul I in la,ål çi'avem 
\ ryr

\,. R[Í]: Ài+r * À¿+z*...+ À" +bi +b!+r*...*öl_r
* e(b¿j_bi+t+...+ ¿-) 

(51)

unde am pus

),¿: (ø¿ - t¿_ù(b¿lb¿+t +...+ å"), . _I,2,...,s.
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Avem, aça dar, çi concli!,ia necesará

s.
Z (t', *? ¡ 2bí nù * 0. (bb)
í:0

Sä arátäm acum cã condiliile gãsite sunt qi suficiente. Acest lucru rezultä
din formula

s

RlÍl: ) (rL- r¿-t)(À¿ * r¿ rr l-.. . + )," + bí I bí+t *
i:7

+...+ b!).lri-r, ní-r,r¡; flJ_ þft,- r;t)(À¿+r fl¿+z*
¿:L

+...+ ì" + ó; I tí+r-,L.,.+ b'").|*r-r, ri, ni;lr + å b,,Í"(*,)
t:0

ðare este valabilä câncl primele clouãr condi,tii (50) sunt îndeplinite. Aceastä
folmulä este un caz particular al formulei generale de transforrnare a diferen.
lelor divizate çi se obline aplicând de dou¿i ori formula de transformare a lui
AbeÌ f6l. Dacá punem Í(r) -ø2, dedncem

s

) (rt - r¿-ù (À¿ -l À;1r +. . .+ 
^, 

+ t)i I bi+t +. . .+ å;) +

,11x, r çi ä de nodt . Aceste condi,tii sunt destul de com-

plicatearätämífiecarecazcumaducemrestulla
forma , çi pentru carc ptrnctele. øo , r!'.' '. r" sunt ip
ordine vor Ii exprimate atuncr cu aJutorul coelr-

.cienlilor bi , bí , bí'.-^"-ï;;b"; 
åá h'ist inge,n 6 cazuri. vom presupune ìn general cá n¿_1 1 no 1 n

1o. n?,:r:0. O serie de condi,tii necesare çi suficiente devm

s s ! ',

2 o,,o: 1, 
^> 

(a¡,0 :r¿ I a¿,t): ro, å tn', o r7 i 2u¡,7 r¿) t' rfr
íi Ft t=2

,iar celelalte condi-tii se deduc reducâncl restul la forma (49) t) ceea ce revine

la înlocuirea în (49) a qirului de puncte fr¡1frt," ''t fr, c1r fi!, fr¡r"'¡ tí-r,
frs. fri t. . . #" Ði Punând aPoi

b¡: ü¡¡r,o t b'i: ai+r,r, b'i : a¡¡r,2, i:o, L' " ' i - 2

b¿-1: - '1, bi-r: b'i-t: 0

b¡:{t¡,0 t bi:a¡,t , b'¡':a¡,2 , i:i,ít1'"''s

2o. rn:0, r:1. Reclucere analoagä, numai cã. a doua serie de formule
,i56) devine

b¿-t: &o, b'¿-1: - L, bit:0,

3". n¿:7, r:0. Reducere analoagä,'a doua selie de formule (56) devine

b¿-t:o, bi-r= - I, b'i-r':0.

4". nt:0, r':2. Reducere analoagá cu

bí-t: ao, bít: ãr, bi'-t: - L'

'5". nt.: r : L Reducere analoagã. cu

b¡--t: ao, b'r-r:0, bi'-t: - I'

(3". nr:2, r:0. Reducere analoagä cu

b¿-t:b'¿-r:0, bi'-r: - I'

In cazurile 4o, 5o,6" semnul tuturor numerelor (53), (54) corespunzätoare
.este nepozitiv.

Dace i:l deci rn1 \, prima serie de formule (56) sesuprimä, iardacä
i: s * t deci n, 1 ão, a it.ia serie de formule (56) se suprimä'

Existä b formule 1"e¡ ae grad de exactitate t pe care le vom semnala in $ 5.

t) Nfai cxact (pentru simplificn|ea expuneÌii) res[ul, schimbat de semn este atlus la
.ttcca-!tã formã, fajil care nu :iestrânge geñeralilal.ea problcmei.

(56)

s

+ > (r¿- rt-t)(),¿+r * l¿+s f . .. * À, + bí +bí+t 1...+bi) :

: ;¡L {å, rl | 2bi r¡)
¿:0

çi atunci, pe baza ipotezei (55), cel pu,tin unul din numerele (53) este diferit
d.e zero,

Dacä l(ø) este o func'lie convexä de ordinul 1, avem

lr¿-t, fri.- 7, n¿; l] > 0, lri t, r¿, L¿i l] > 0, i : L,2. . ,, s

Í"(r¿) >-0,i:0, 1...,s
aça cä primele douä egalitäli (50), conclilia (55) çi faptul cä numerele (53),
(51r) sunt cle acelaqi semn irnplicâ nll)10.

Sã. se observe cá in aceleaçi condiliuni a treia relalie (50) rezultä.
T e o r e m a 11. Condi¡iile neces&ì'e çí su,ficiente pentru ca fu,nclíonala (49)

sã lie rle gradul cle eractitate 1. çi de formã. sinzþlä swnt ca primele douã. relalii
(ó0) sri lie aerí'fícate, ca itleg&litatea(ó5) sã.lie verifícatã, çí cct nnmerele (53),
(54) sðt, líe de acelasi semn."

25. Pentru ca formula (1) sä fie de gradul cle exactitate I çi de formá sim-
plá, este necesar ca nz* rl2 çi ca tt¡,¡:0, i: 3r4..., t¿ - L,i: L,2... s.
-Exprimarea celorlalte condilii depinde de poziliile mutuale ale nodurilor çi
alc punctului de derivare.

Sä presupunem cá nodurile sunt în ordine crescätoare, cä aùern deci (47).
Vom putea exprima atunci condi,tiile necesare çi suficiente dupã valorile lui

6
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$ 3."Un criteriu pentru recunoaçterea formei simple a restului unei formule
tle exactitate maximä

26. Sä reluäm formula de derivare numericä (,8). Vom presupune întâi
r':0, deci vom considera formula

Í1,") (rr)- tr@) @i, r1,...,n|+r; Ílno) I R. (b7)

Pentru studiul restului acestei formule, putem pleca dela cazul rn: O,
crnsiderând întâi formula (28).

Deoarece la un moment dat va fi comod sä consideräm punctul øo ca
variabil, îl vom nota atunci, pentru mai multå claritate, cu ø, Formula
(29) ne aratá cä dacä punem

R (r): t (r)ln, ri , r'2,, . . , r'p¡t) Í) (58)

restul formulei (28) este R: R (øo), iar restul formulei (57) va fi dat de
egalitatea

R: n]fl: Rþ"t (ro) . (59)

Deriì'ata cle ordinul tn, I¡tu!(r) se poate calcula din formula (58). Avem

Rt") @): þ tfl ,r**i) 1r)ln,,r',,rí,. . ., *,,r; Í)('). (b9')
d:0

Insä [5]

]fr, o.t , ez ,. ., on ; l1(¿) 
: i I
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(65)

(661

uncle coeficienlii A^,i(n), ¿ : 0, L,. . ., n¿ sunt polinoame în ø, complct
determinate qi independente de func'lia l(ø)'

Aceastä formulä ìezultä dintr'o formulä generalä cle transforn-Lare [6] apli-
calá funclionalei aditive çi omogene (62), definitä pentlu func,tiile I (ø) date
pe punctele

fr, frr., ., r, rí, frL r. .,, :xi+t

mlL
(64i

luate ìn aceastä orcline.
rmula (62), aplicând il urod convenabil di- 

,
I doilea fornrula cle recuren!á a difereri,telor' '.
en.te divizate se exprimä linear qi omogen îrt
ordinul p+Iluatepe cãLep f2 punctc

. . )m se pot calcula explicit punându-se suì
ula (63) 1n raport cu ø qi tinând seama de

formulele (59) çi (61), deducem

m+7

2

l'inând seama de fortnula de recuren!ä

lr, rr..., r, fr't, rLr..., r'n¡t;; l):
i+-2

fr, frr. .,, fr, ri, r'z r. . ., r',t yt-i; Í) :
L

lr, nr..., fr, rt't, rLrr...r l,'u,i; l)-

Z A'"t¡i (r)
¿:0

(r) ln, frr. . . , n, rl , r'2,. . ., fr!r1.r-i; l] +
I

(t + 1) Arn,¿(r)ln, r,..., r, r'1 , e:'2,..., rj,.1.r-ii ÍJ.frrfr r, , ,rfrrãttt2 t, .,ruú Íl (60)

L

tn+>
í:0

din care se clecluce si lormula mai generalti

frt fr r..,¡ frdL t&Z¡. .., O^; l](') :

I

(61)

, ri,¡ti Í). (62)

(r+i-1)!
(i - 1)!

lr, n r. . ,, r, &!, dz r. . ., a,,', i)
lX - frp-¡I-i

L
I
t i+2i+i

unde ø, , dzt..., a¡ sürt noduri fixe çi r este o variabilã
tinând searna de (60), formula (59') devine

Rþ') (r) : * | I t::Plr, r,. . ., n, ri, rî,. . .?o(m_,)!_aï_
27, Yom tlansfr,rma acum lorrnula (62) într"o altá formulä carc seva clo-

vedi utilá.
Putem scrie 

r

. Rtut @): 2 Au,,¡(n)ly. . ., ,, ri, î12,. . ., n'o¡r-i; il (6:t)
r:U . ii+1,

-ln, rr...r r, ri, r'zr...r,r'p¡t-ii Í) I
Ii:íT-

çi idt,ntilicând coeficienlii în (65) deducenr

A2,.1-r,i(r) - A^,¡ (r)- (t + 1) A'"'Y(n) ¡ t !:-t:@
f,- Ipl t_ì ;U-:üp+z_¿ 

((j7)
i:0, 1, ...,m { l, lA,,,t(n): A,n,o,+r(l):0].

28. Pentru a gãsi forma explicitä " poìi.rn"rnelor -d,,,,i(ø) vom mai in-
tloduce câteva notalii utile. Punem

ls(n): [, l¡ (n) : 1r-r'ù qr-r'z),. ..., (n-rí), i:1,2,. . ., p ll.

t¡
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Avem atunci lo¡t(r):l(ø) çi

ti+t(r): (fl - rí*t) l¡(r), i : 0, L,' ' . , P, (68)

Dacä, pentru simplificarea scrierii, convenim sä punem

l¿, "(r) : + - úi-'"t (*), o.:0, L,. . . , i, (69)
\L-q,)t

din (68) deducem imedial rela!,iile

| , l¿+t,o+t(r) : Ii,o¡r(r) | (r-ni+ù li,"(r) (i0)

tl?),@):(t ; . l9)' h,*_e,@). (7r)
(i - o'-) I

In calcule se ia totcleauna l¿, o (r) :0, dacá ø" ( 0 san ø > l'
Nodurile (6) le putem scrie sub forma

rí:ro*h¿, í:Lr2r...rP+L (72)

atunci hr, hr¡..., hp+r sunl abateril¿ nodurilor respective de la punctul de

derivarc ro .

Vom nota cu H¿, í:0, 1,.. ., P i
funclamentale ale abaterilor h¿ , í: I,2,.
11¿:0, dacä l<0 sau í>p+t' De
a.:0, !,,' . ., i polinoanele simetrice fu
h,, h,,. . ., h¿(Hr,o: L, (i> 0) çi f/¡," :
airnci formulele Hp¡r,a: Ho , a: 0, L,

l¡,o(ro): (-1)" Hi,o, e:0, 1,...ri, i:0, Ir...rp + I' (73)

Având în vedere cele expuse mai sus vom demonstra cä avem

A^,¡ (r): tn!(r-r'¿._-i)lp-r,p_,*(r), i:0,L,. '., tit" (74)

Penbru aceasta ol¡serväm cá, Ao,r@) : l(r) : (r - rlo¡ù lo, o@) qi deci

perrtru m:0, formulele (74) sunt adevärate. Sä presupunem cãr acesbe for-
irrrlle sunt adevärate petit.t'nz qi sä le demonstrám pentru nt' I l. linând
seama cle (67) çi (74), deducem

Anr+t,í(r) : rn! llp-i,p-*(r) ! (r-ri,.¡ri)l'p-i,p-,n (r) -
(¿ + 1) lp-r,p-*(r) ! ilp-i+r,p-u,(r))'

Dar din (70), (71) r'ezultä cá

L!p-i,p-u,(r) : (tn - i + L) In-i,r-u,t(r)

lp-.i¡r,p-,"(:r,) : lp-i,p-- (i) + (n-r'01;i) lo-t,p-*(r)

qi Ìnlocuind în (75), gäsim

A,n+1,i(n) : þn t 1')l (r- n'r¡r-.i)lp-i,p-,n-r(r), i:0,I,"', m I L

care aratä cã. folmulele QQ sunt generale'

(75)
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29. Aplicând formulei (63) formula de transformare a lui Abel, avem

Rt^) (n\: 5-t 15 ,,,. i+o(n) I I tr, n, . . ., n1n'tj nit . . ., r'p-t) 17 -,3 ltt 116 (7ri)

-lr, r, ..., n.,r't, rL,...,n'p¡t-i;il |+ l2 o^,, (r)ltr, ri, nL,...,np+tilf'
lli=Ji+r

Dacä, însä, în formula (63) pune m Í (n) : #P*1 ,i ,Linem seamä de (30) de-
ducem 

,tx

2 o,,,i(n) : tþ") (ù- (77)
i:0

Observäm cä din (70L Q4) rezultä
' n¿-i tit-i

àO,,", 
t ¡ o (r) : rn, 

àrll 
p 4-i - o, p -,"¡t (Æ) 

- llt li - a, p -,,¡r (ø)] :

: ttx! lp_i, n_*+t (r).

Jinând seama de folmula de recuren!ä (66) qi de (77), formula (76) devine

' 'm-7t ¡1tn) (n) - * Z A,,-r,r(*) l*,fr,'',r, rl, ri, "'., fi'p¡r-í; l] +Êõ T ,(78)

+ tø") (fr)lr, n'r, ri, . , ., r'o¡rl 'Í1.

Formulele (63), (78) subsistä, bineîn!,eles, oricare ar fi ø (qi dacä r coin'
cide cu unul din nodurile øi).

30. Nnmerele A,,,¡ (n), i:0, L,. . ., rz nu pot fi toate nule. In cazul contrar,
am avea RlÍl:0, olicare ar fi func,tiaÍ (n), ceea ce este în contrazicere cu
faptul cä formula (57) are, pe baza ipotezelor fäcute la punctul 2, un grad de
exactitate cleterminab. Cel pulin unul dintre numerele 47",¿(r), i-0,L,.,, nt
este diferit de zero. lìezultatul acesta, precum çi cele ce urmeazä, subsistä dacá
lärgim pu'Çin ipotezele dela punctul 2. Putem sä presupunem, mai general, cä
no poate coincide qi cu un nod. Trebue sä presupunern însä atunci cä

nt lr¿ dacä ro : n¡, í: Lr2, . . , ,s. (79)

' Dacä fro: friqintl /¿ restul formulei (57)este nnl oricare ar fi func,tial(ø).
Sä presupunem cä numerele A^,i(rò s-unt toate de acelaçi semnl).

Atunci, din observalia de mai sus çi din (77), rezu,llá, cr¿ lt*) (ro) * 0. Prin
urtìlare, gradul de exactitate al formulei (57) este p. Pentru fixarea ideilor sä
presupunenr cå

A*,¡ (rr) $ 0. (80)

Din formula Qa) rezultä atunci cä

- _L -ltuo t tup+r.-r. (81)

r) \rezi trimiterea t), dela pagina ?5
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86 1'IBERIU 
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Dacä acum l(r) este o funclie conYexä de ordinul p' aYem Aplicând acum formula

L (ro , fro, , . , , flo , fri , fri, , , , , fr'o+t; Í lr) -
lfrorïo,"',fr, ,rirr!2,',.,r'p¡r-i;l]>0, I - 0,1, "',ffi' (82)

r
L (86)

Dar, o func,tie convexå de ordinul P
diferentele diviâate de ordinul p f t ale
sunt pozitive. Din (81) rezulLä deci cá

l!:*;:-:'*v r'1' ri' '

i+t

(>0) se bucurä de ProPrietatea cä
àate, pe noduri nu toate confundate,

- ', ri +t-i; ll > 0. (83)

-l(r)L (!o, 
*r,". . ., *o,'#rl 

)* 
r.- nò'' L(ni,,n;,' ' ', ni+t Í (n)

1'(*-*r)'

funcliei Í (n\ - L (r) çi,tinând seama de rela,tiile

ezultä atunci cä avem RlÍl + 0'
teorema urmátoare:
, i:0, Lr..,,m sunt toa'te d'e'ei (57) e|ste P çi restwl este d,e

i de forma

R - Io'") @o) Dp+{ll.

demonstra,tie absolut analoagá ba-
n!ám
0 si d,acd, numerele Ar-r,i (xo), '

gräd,ut'd,e enactítate at lormulei (57)
ã, simpld.
e forma

R - trr ,t*-rt (r) Do+zltl

tleoarece din (62) deducem

Rlnn+21- m lþ"-') (no).

teza (79). Intr'adevã.r, dacá r¡ 1nt
(øo) : 0 sunt incomPatibile Pe baza

eral al formulei (E)' Vom aräta cum
0.
adul r -{

L fro, fro, "',
1

-0
r

L !o,fio:"!o',fri, nî, "',fri+t; Í@\ -L(n)ln
r

:L(fro, fro, .,., fro, n1, nlz, ..,, fri+t; I I Ð - L(ø)
,"

deducemI

L (nr, ro, , fri, fiâr ..., frlp+t; Í I u) -
r

: L(r) i (n- uo)'L(rl, n:2, . . ., ípp; ln,fro, fr0, .',,, fio; flln)
r

de unde

L(tù-tt)(Io,ror.,,,r , fr't, fr! r,.,, frï+t; Ílnr) :

(87)

-W+l"t^t @'t,n'2, . , fii+ti fn, fro, fro, , tr; /ll no)

L(r):L (frn, frot ' ' ', fro Íl*\ (8/r)

Dar, din (85) rezultä çi

Í(**'t (rù :W* 
rLt* , 'P,". (sB)

,l

Sä notäm cu r? ffl restul for rulei (E) çi cu l, ffl restul formulei (57). Avem
atunci, linând seama de (87) çi (88),

n yl : (* I r',' Rrll*, no ¡ no ¡ . \ yo; flf (s9)
rn! - 

,

t'

çi dacå linem seama de formulele (28), (29)' deducem

l(r) -L(r)
(r - nù' -lrrrorfror...,

r
roi Íl' (85)
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32. Pentru a merge mai departe' y( m demonstra mai întâi
L e m a 4. Dacã,"lnnctríonaia aditíçfi çi omogenã, R, [f] este de grad. de

enoctitate n (> 0) çi 
'd,e 

formã. sím.plã., atunci func[ionalo, aditíviL çi omogenã;

RlÍl : K' Rrllr, &r ¡ &2, ' ' ' , "u; ll] (91)

unde K$ 0 este o c entä de fu .' ' ', d'¡ slrtlt
l< puncté fine, este ítate n { imp^lã'.

^ Demonstrâ,tia s Avem [ø - 0, P-entru
¿ - 0, t, . . .,lt'- I ceastä dif un Polinon
de gradul i-k., cu primul coeficient 1, deci

lfrro"r, &zr...ratr; rif : ai-lt + ...

De aici rezultä proprietatea relativä la gradul cle exactitate.
Sá presupunä^'"rrm cõt | (n) este o"funclie convexä de ordinul n t k.

Spunem atunci cä funclia cle'rl'n',dt,d'z,,..iou; l]-este convexä de ordi-
nul n. Intr'ader'är, a\¡ern

[Þr,9r,...,P,r+z in:x,o t,üz¡'","u;Í]f:[9r, þr,"',þn+2,dL,d2,"'ø'nill>O
dacä nodurile nu sunt toate confundate, Egalitatea (91) ne aratä cä 41fl+ 0,

¡;;i." orice funclie f (n) convexä de õrdinul , l'k, cleoarece Êt [g] t 0

þentrn orice func,tie' ç (r) convexä cìc ordinul n, deci în particular',

Rrll*, a.r ¡ dz, . . .1 c/.rt; fl|+ 0'
Lema 4 este complet demonstratä.
Tinâncl seama de fõlmula (89), clin teorrmele L2,13 rlcducrrn, bazându-ue'

pe lema prece dentä' Teorär a L4. Dacù. r20 este î,ntreg f¿ dacci nutnerele A¡,i(x¡),
i:0, l, ..., nt sutl,t de ncelas,t semn, lorntula de deriçare numerícö' (E) Are

gradul de eractitatú p + r çi restul de formã' simplã'.

, P. baza formulei (12) reslul se sclie atunci

¡¡: (m * r) I 
¿("') (øo) Du+, +r [Í]. (92)

m!

Teorema 1.5. Dacã' rÞ0 este întreg, dacù l@) (*o) :0 çidacd nu'-

mereleAm-r, i (xo), i :0,1,. ,T* -l t""t,l'r' oiitoçi tr*ìr,ibr*uli' ¡J'e d'eriçare

numericfi' fnj'*ì'"' gradit'd,e eractitate p * r + L çi restul de fornt'ít símplù'"
Pe baza formulelor (12) re stul se scrie atunci

Ij- ¿ :(tn *,_) \.r{,,,-1):1øo) Dp¡,+zlÍ).,
(nt - I)l
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Teoremele L4, 1'5 sunt valabile în ipotez a-tia (79)'

:g, Oin cele spuse rezultä cä formula (E) q de formä
sinrplú dacá.m:'0.Formula (E)pentrum-0 aíep lr
Ei rcstul

R, - l, (øo) Dp¡,¡r l-Í)

în ipotezele dela punctu! 2. In aceleaqi condi{,ii, formul¡ (B) are gradul de

exaätitale p+t' +1 çi restul

R : I(no) Dp¡,¡zlÍ7

clacá. n¿ = t. Ei ír,-o este o
Condi.tia impusä num

An-r,í(ro), i : 0, 1,' . .r
aibä restul de formä simP
în care sunt luate noduriìe (6). Mai

de exactitah" P + r Ëi sá aibä restul
I din aceste sisieme tä fi. fot-at din
ru aici nece$itatea acestei condilii în
azul m: t condi,tia este çi necesarä"

t

' S 4; ,r\supra câtorva aplica,tii alc rezultatclor preeetlentc

.Yom'Íaee aplica.,tii ale formuìelor precedente la urmätoarele 3 exemple:
i4. Enentptit l.'pwctul de derivãre ro este înafara celui mai mic in-

terval deschis care conline nodurile (2).
Dacä presupunem cä, mai general,' ipoteza exprimatá de condi,tia (79)

este indeplinitä, avem

tþ") (no) + o, (93)

deci formula (E) este cle grad de exac
odatá excep.tionalä. Intr'adevár, r-äd

interval inóhis care conline nodurile
(93) este demonstrat, Sä presupune
In acesl caz ll") (nù * 0 pentru u2r¡.
cä (93) rezultä gi de data aceasta,

À¡äterile t)'h¿, i:I,2,..., P f lalenodurilordepunctulde derivare
sunt în aOesl óaZ'áe acelaçi'semn'qi, anum.e nepozitive,'lespectiv nenegative,
dupä cum

ro2ni, i : I,2,..., p + l, respectiv fro3rí, i : 1,2,..,, p + t'
Formula (73) ne aratå atunci'cä

lo.,r(qo) : eDLHo,"à 0, respectiv (-1)ï h,"(ro) - Ho,^¡2,0,

oricare ar fi ø çi y.

1) Vezi punctul 28.

..t IrìnRIU ?OPOVICIU

1fr, fro, fro, )fr

, r'p¡ti lr, ro, flo , ' ' ', frol Íf I øo) -l

-,-
r

(e0)

; ll]

3G.

iar formula (E) se poate scrie

lm-t,) (rù :9# L@) qr,r, r1,

l

i

J
I

n,I
m! r

I

t
¡
I

I
1
t
7
I

I
I

I

,i

,Ì
,I

;i

ì

ii

ii
rl

rì

t,

i
þ
i
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'finând seama de formulele (74), avem atunci respectiv,

A,,,,¿ (ro): (-t)p-'¿+1 ml hp¡;rHp-r,p-n> 0, i : 0, t, . . ., tfl,

(-L¡n-*-t t A,",, (no) : mt hp+r-¿Hp-i,p-*> 0, i : 0, 1, . . ,, th,

Toate ipotezele în care a fost stabilitä teorerna t4 sunt deci ìndeplinitc
¡i putem enun,ta

Teorerna 1.6. Dacd. rÞ0 esteîntreg,m sd,ti,sÍa,ce condiçía enprimatã
de (79) íar xo este î.ru alara celui mai mic interçal d,escl¿ís care con{ine nod,urile
(2), aaem lormula d,e deríçare nu,mericd, (E), cu gradul de eractitate p f r ,sr
cu restwl d,e lorma (92).

Ipotezeleîncare beorema este adeväratá cer ca in cazul când s:1, punc-
Lul ro sä fie diferit de noduri.

35. Erempløl 2. Nodurile (2) sunt simetric distribuite fa!ä de punctul de
rlerivare øo . Pentru a simplifica limbajul rrom spune, în acest cazl cá. formula
(E) este o formulðt, simetricit.

In cazul simetric, putem sä presupunen cá punctul de derivare øo

este diferit de noduri, deci cä abaterile å, sunt dilerite de zero. Numärul
nodurilor este atunci par çi egal cu 2q:p f 1, unde q > 0. Pentru mai
multá claritate vom nota cu ¡þ ú¿ , i:1,2,..., g abaterile, unde fr, tzr,..,t,t
sunt qr numere pozitive (distincte sau nu). Vom nota ut Tr, j:0, L,...,ll
polinoamele simetrice fundamentale ale numerelor frz, t3,.. .,t3(To:1, T¡:0,
pcntru i < 0 qi pentru i > ,Ð. Vom nota de asemenea cu 7¿,n,*:0, L,...,i
polinoamele simetrice fundamentale ale numerelor t7, tZ,. . ., t? (T¿,s: L,
T,,n:0, pentru ø40 çi pentru d>i), Avematunci To,¿:Ti, j:0, 1,...rI.

Avem

Dacä o¿ estepar) H*,v' Y:0' t' ' " 'd' 
sunt polinoamele sirnetrice funda-

rrrcntale ale numerelor f t¿ , i: L,2,"',å'U"calculelementarnearatäcä

I 0' dacä Y este impar
H -l Y - (apar) (95)
"n'^t ì t-tlt ,ä,+, dacäYesl'c Par'

Dacä ø este impar Ho,t 'n(: 0' 1' ' ' ' ' 
ø sunt potinoamele simetrice funda-

mentale ale numerelor f t¿, i : L,2, .' .,+ çi rt1' Formulele (70)' (73)'2-f,
impreunä cu (94), (95) ne dau

\-1
(-D-T tu+t To-L.t-r 

¡
222

RESTUL îN UNDLE IORMULE DD DDRIVÂR!] NUMERICÁ (I)

dacä 1 este imPar

:39

(ø irnpar)

9t

divizatã,,

Hn,,
Y
T,

Formulele (74) ne aratä cä avem
T

0,

t

r\ Pentru simplificarea notafiilor în polinomul de interpolare çi în diferenla
riotãm õ; ,; I ti cele douã noéluri simetrice ro - ti , î4 I tí'

Y

-r)2 T*- dacä y este Par

dacå i este impal

lt*J (no) :
0, d,acá rn este impar

NL

(-t)' m'! T --* d,aci^ m este par.
t2

Rezultä cá. lþ")1nr¡;Ë 0 sau : 0, dupá cvm n't. este par sau impar. Formula
(E) este în acest caz excep,tionalä dacå r ) 0, iar rezultatele dela punctul
l1 ne aratä cå este destul sä consideräm numai cazul când n¿ este par, cazul
ru impar reducându-se la acesta prin modificarea numärului r.

In cazul când indicele de derivare r?¿ este par, îl vom nota cu 2¡r, deci
m. :2V, unde 0 <W < q.

Sá luäm acum nodurile in ordinea urmätoare:

fro-tt, fro * tt, ro - tz, ïo* tzr,.., fr\-tq 1 fro + tq,

Avem, aqa dar 1)

o - ,|- fr¡: (-i)" t¡q+rl r ú: I,2r...r2g, (g4)to,-' 
Lrr

Pentru a calculanumerele Azu,t(no) vom calculaîntâi numerele (73) cotes-
punzätoare, unde -fl¿,¿ corespund la abaterile (94).

1) [z] însemneazã cel mai mare întreg cuprins în z.

Azn,¡(rr) : (-t¡o-,' (2v.)l tl_LT r_r_*,q_t _t , dacá ¿ este par.

Se vede dar cá avem

(-t)o-* A2¡,, ¡(n¡) 20, ¿ : 0, L," ' , 2 Q

si deci cå toate condiliile teoremei 4 sunt îndeplinite. Putem dar enunla
"t' ïäoïr";;"{1." Dàca-r}g este m numã.r î,nireg., d,acã. ¡t este.v'n numã,

int igi ãtl¡tf to 0 < t, 1q,Tof trt,Lr,... ,lq, !I Þ L numere pozítive' avent

lormula d,e d'eríçati numericå'L)

l(2p+r) (ro)' : Lztr+rl @o, no,-)grsItt,roltz,.',, roIt,t; tlro) +
r

+ (-1)o-* (2r, f r) ! To-* Dro*,1ï)

.d,e grad,ul d,e eractitate 2q + r - !. .*- 
iA. g*t'mplul3. Indióele de derivare 

'?? 
este egal.cu 1'

Pentru a examina acest caz, vom presupune-cá nodurile (2), deci çi
(6), sunt în ordine nedescrescätoare, deci

nilr'-<.'..
precurn gi

rt1frz<...

I
ì
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Condilia m: I implicä p>1,. Vom presupune s> 1, deci cä nodurilenu
sunt toate confundate. In cazul contrar revenim de altfel la exemplul I
studiat mai sus? care epuizeazå atunci problema.

Pentru simplificare, sä notäm cu 9 @) polinomul Z, (ø). Avem deci

ç (r) : (r - r'r¡) I @) (97)

çi
At,o(r) : (n_no¡1) g,@), Att(n) : g@)

de unde
' At,o(r) At,t(t) : l(n) 9' @)

,dacä polinoamele At,o(r), At,t(n) sunt construite luând nodurile în'ordinea (6).
Condi,tia ca aceste polinoame sä fie de acelaçi semn devine deci

l(n) q'(ø) Þ 0. r (98)

analog' o"'u n;äî: 
(r _ ni) þ (r)

deci

þ (r) : (r - nâ) (r - râ) . . . (r - r'p¡ù

qi dacä formäm polinoamele At,o(r),, At,t(r) luând nodurile in ordineainversä
r'o¡r, nlo, , . , , ri, condilia ca aceste polinoame sä fie de acelaçi semn este ca

l(r) ù'(ø) à 0. , (99)

. _ 
Ipoteza exprimatä prin condi,tìa (79) revine aici la faptul cä øo nu coin-

cide cu un nod care,nu este simplu.
Ambele inegalitäli (98), (99) sunt verificate pentru n.: rü daqä øn coin-

cide cu un nod sau dacá no este înafarä de cel rrrai rnic interval care cônlinc
nodurile. Suntem atunci în cazul exernplului f de mai sus.

Dacä avcm

ç' (r) þ'(ø) S 0 (100),

una din inegalitä,tile (98), (99) este verificatã pentru fr: s,o. Dacä deci,ln acest
c_azt fro nu coincide cu un nod care nu este simplu, formulanoasträaregradul
de exactitatu p + r çi restul de formä simplä. Va. fi deci destul sä exarúinäm
punctul .qo din Þtervalul deschis (rr, n"), pentru care inegalitatea (100) nu
este .verificatä. Dacä in plus, în acest caz, gradul de exaõtitate esie pf r,
vom vedea cä restul nu este simplu.

37. Pentru a aräta acest lucru, ne vgm baza. pe criteriul C çi vorn demon-
stra mai întâi

L e m a 5. Dacã, xo € (xr , x") çi dacã,

. q'(xo) r.1,'("0) > 0 (t0t)

putem gå,si o lt11c¡ie converå 1 (x) de rdinul p l r în intervølul fxr,x,l, astf el
ca sd. açem R [f]: O. ì

f+L RESTUL îN uNrr-B FoRIIIJLII DE DDRIlr.{Ru NurltunrcÃ (r 93

(r02)

(r03)

Sá presupunem conclilia (79) îndeplinitä.
Pe baza iemei 3, este destul sä putem construi douä funclii lr(n), fr(r)

neconcave de ordinul p * r, astfel ca inegalitatea (32) sä fie verificatä.
Pentru aceasta, sä consideräm funcliile

9^(r):{ 0, pentru fr elfrLl ),)

(r - ),)o+'', ¡rentru r ( [], r"]

.definite pentru ì. ( [øt , rl.
Funclia 9^ (ø) eìte neóoncavä de ordinul p lr inlnr, r"f'Dacá privim

pe À ca variabil, R[e¡l este un polinorn de gradul p * r în raport cu

.n -\, in orice interval care nu conline pe ro çi nodurile'
Avem formula

,qlpÀl : (no- r,) Q'@t)ly4at*lr',!o, nl, rL, .'., níi 9il *
r+r

* q(øo) lro, fro,..,, n0, r\, rL, . .., nL+tl g¡,f'

2r

Dacä presupunem ïs-t 1À ( l" Þi ø" < tr, atunci se vede cå -R[9^] este
tun polinom în r,-1, care se clivide cu (ø"-tr)p+r-r"+1 çi coeficienlii acestei
putèri a lui r" - À provin numai din prim¡l termen al membrului al
doilea al formulei (103). Avem însä atunci

lro, ro, ,,, ro, fr1 , rír,,. r ri+ti g2.l :
/'+ 1

(z 
- À¡i'+"

&S 1 &S t . , . t ¿S ' (*- ro¡'+t k" {n)
rs

1,

(r"-1) !

polinomul fr" (r) fiind clat cle t(r) : (r- ro)''' It,(r)'

Fäcând calculele gäsim

J? [qi] : (q" - ¡¡2*r-r"+r l (1": i' 
(rn - r') 9' @o) '- . " 

-|

|,,"_,,1 t. _ .r*nút'^l-r .'' J

t¿rmenii nescriçi liind divizilrili cu fr" - 
-i'.

De aici se 
'r.ede 

cä, clacä À esbe suficient de allroape de øs avem
Ã [çr] * 0, $i mai precis 1)

sg Ã [qr] : - sg e' @ò. (104)

1) Punem sg z: _ 1,0,1, clupã. cum z < 0,2 :0, z ) 0' Àvem relafia fundamentalã
sg ztzz:s9zt.s8 zz,
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r+2
gásim, ca mai sus. cä ¡rolinomul ntq,J în r, -'Àeste de forma

ÆtùÀt - - (r,- ).¡P*'-r,+'[6 1,1ff49+ 
]

Funcþia {^ (ø) : çi (z) - (,r - À)p+'' este de asenrnea neconcavä de

ordinul p I r. Dacá presupunem l( ø0, l€ (lr, ør) çi folosim formula

A |',],,^] : (ro- frt) g'(no)l_frr, fro,.. .) r , fri, ri,. . ,, ïit-t; ùÀ] +
r+L

* t (øo) lro, n0,..., , îL, n'sr. . ., øi+r I ür]

Polinomul g'(ø) are s -dupá cum t" : 1, resPectiv
lrf crescätoare, prin /' zr, . .

a.tunci

2, resþectiv s - t, rädäcini diferite de norluri
r"'> 1] Sä notäm aceste rádácini, în ordinea
., zi-t, unde zi-, nu existä dacá r" '- l' Avem

r¡ 1/t' 1Aitt, i : I,2,'.,s-2

iar dacä r'" ) t, aceste inegalitäli au loc çi pentru- i:.f - 4'

Din präptieiatea binecrinoscutä a varia,tìei .rãdäcinilor derivatei unui
polinorntcu toate rádäcinile reale [8], rezultä cå

!!¡12',, i:L,2,"",s-2 (106)

: - 1, dacá r" > 1'.

z!r- : lr"r dacä ts: l, Atunci, inegali-
na çi Pentru i : 's - l'
(ø), deòi pi I (CI) 9'(o), scliimbä cle semtt,

trecând prin punctele zi, zL,. . ' Dar, din (97) rezultá cä

t(g¡) ç'fu¡): - v'@,) <o'
Rezultä deci, cä inegalitatea (98) este verificatá numai in intervalele

r (- æ, Ír], fzi. uz), ÍzL, n"),...,121,-r,r,-1), fzi-¡ cn ).

sá notäm de asemenea ct zll ,z'í,...,2í'-r rädäcinile, diferite de noduri,
ate i,i þ'(*), unde zil nu existå'dãcä i'r: t' Ca çi mai sus' se vede cã'

q 1 zl¡' 1. !¡ 1 fr¡¡t, i :'I;2,' ",s - I'

inegaìitá!,i care sunb adevärate totdeauna convenind a pune' prin tlefi-
nítie, zi' : rr dacã. tt: l.

' ñ.rrrltX atunci, öa çi mai sus, cå inegalitatea (105) este verificatã
numai în intervalele

( - co , zir'\, lur, zL'f, lr", zL'\,. ' ., [r,-,, z!,-1], lx,, 'n j

l--rin analiza precedentä rezultä în definitiv
Teor"-a 1,8. Dacå,r2} este un nu,mã.r.î,ntre_g,dacd, xo nu coincide

cu, un nocl care tzu esle símplu çi dacã, rn: l, lormula de deriçare nnrnerrc[t
(E) este:' ' [á-. Cu gradnl d,e enactitate p * r * t li cu restul de formd' simpld', rLøcd'

xn ccincide cu unul din' punctele !t, !2, ..'r Ys---l-'" 2". Cu grar),ul cJe eraititate p +; çi-cu. re,sti,l rJe formã, sitttplit', dacã' xo

aparline uñ,uia d,ín interçalele-

(--, zi',lzi-t, Ø), lzi , z|+tl, i:L,2,..., s -2'
3". Cw graclul rJe eractitatep + r, însd, cu rest dilerit de forma simplã,

<lacci xo apd,rline unuia din .interçalele

(zí',"u¡), (t/¡, 2il, j - L, 2, "' , s - 1'

Restul, în cazurile 10 çi 20 respectiv este

.R: (r f t)ll(ro) Dp+,+zlÍ1, n - (r + 1')l l'(rr) Dr+"+r[l]'

ri

i

ll

i

:il

,i
:

r

li

l

I

unde polinomul /cr(ø) este dat de t(n):(q'-*r\'''kr(n),^.iartermenii nc-
scriçi öe divid cu Cr-À.De aici se vede cá, dacä ), este suficient de aproape
de 11, avem Ã t.]l^l + 0, çi mai precis

sg R [ù¡.] : sg Ù' (ro)' (lob)

Formulele (102r), (105) au fost deduse pe lângä ipotezele 9'@o) + 0,
q' (ro) + o.

Sl consideräm acum funcr;iile

lr(r) : pr," (ø), fr(r) : ùi, (r).

Atunci, dacä I, este suficient de aproape de r, iar l* suficient de aproapc de

ø", din (101), (t0zr), (105), deducem

sg A tlJ Rllrl - - sg9' (ro) Q' (ro) - - 1

çi inegalitatea
Lema 5 est atä.
Din cele ce dacå nz: I qi dacá oo nu coincide eu

un nocl care n ulele de derivare numericä (E) prezintä
rrnul din urmätoarele 3 asPecte:

1.o. Dacä t'(ro):0, gradul de exactitate este P I r f 1, cu restul cle

lormã simplá.
2'. Daôä ro€, (rr, r,),1' (no) * 0 çi dacå ineg'alitatea (10f ) este. veri-

fioatå, gradul äe exãctitate eîte p *'t însä r'estul nu este de formä simplã.
3'.' Þentru boate celelalte valori ale lui ø0, gradul de exactitate este p f r'

çi restuì de formä simPlã.' 38. putem determina cu mai multä precizie pozi!,ia punctului øo dupå
cele trei cazuri semnalate'

Fie y1, U2,..., y"-, rädäcinile distincte de noduri, ale derivatei l'(r)'
Aceste rädácini sunt separate de nodurile (96) çi putem presupune

r¡ 1U¡1 fri+t, i - I,2,..', s:1.
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Aceste rezultate au fost g1*!tq,pe altä cale çi sub o formä mai puþin gene-
ralä, de G. D. Birlchof f [t].

39. Din rezultatele precedente se poate tra
(E) în cazul când til, - 2. In acest caà, d,acá. l'
At,t(ro) sunt de acelaçi semn, restul formulei
realizarea condi.tiei de semn va fi destul sä d

L e m a 6. Rã.dd,cinile cleriçateí a doua, l" (x) a potinomului I (x) su,nt
Íoate cuprinse î,n interçalele deschí,se

(- -, zi'), (z',_t, -), (zí , z,.iù, j - I, 2, ... ,.ç -2,
Demonstra,tia se face simplu, dacå ne bazám pe felul cum variazä rädä-

cinile derivatei când rädäcinile polinomului variázä [B].
Sä demonstr{m, cl9 exemplu, cä în intervalù ly-¡,- zll polinomul 1,, (n)

nu se anuleazä. Acest lucru este er.ident dacä i - .e I t çi 1¡ ;= t, pentrucá
atunci %-1 este cea rnai mare rádãcinä a lui l'(r) çi acea stã rädåcinä eltä simplä.
In celelalte cazuri observäm ci l" (y,),t 0 pentrucä y, este rädäcina simplä
a lui l'(ø), iar din (112) tlcducern.

l" (z) - ç" (zí) (zj - r") $ 0

pe.ntrygq atunci zí * n, iar g" (zl + 0 cleoarece z'¡ este rädäcinä simplá a
lui 9'(ø).

In intervalul deschis (A¡, zl¡), polinomul l" (u) poaLe a.rrea cel mult o
r'ádäcinä pentrucä, altfel, l'(r) ar ilebui sä aibä'o'räcläciná în acest interval,
ceea ce este imposibil. Sä presupunern cä ar exisÌa o _rädácinä a lui l', (ø)
în ccastä rädäc
în *rr*...*
+ ar varia. Fã.
pe , vedem cä
în

P:2,frt1fr21ï¿, i:L (L07)

penfrucä, in timpul acestei varialii, ?l¡ , zi rámân la distan,tä finitä pe axa
rcal ä.

In cazul (107) avem insá Utlz't-*'-!þ qi r'ácläcina
2

a lui l" (ø) este mai mare decà,í z'r. Proprietatea este clemonstratä.
Polinomul l" (r) n:use anuleazä deciin intervalele ly¡, zil i - L,2,. . ., s - L.
La fel se demonstrcazá. cá. acest polinom nu se ánuÌeazä în intervalele

lzí', !J,], i:1, 2, ... , s - 1

Lema 6 esbe complet demonstratä.
Deducem prin urmarc
Teorema 19. Dacd, r20 este unnumitr î,ntreg, dacã, xo nu coincide

tu un nod care nLL este sintplu ;i ducit m : 2,l" (xo) =; A, formu.la d,e deríçare
tzmtericci (E) are grad,ul de eractitat€ p + r f I çl restu,l de f ormù, simplö.

Restul formulci este

R: (r + 2)l l' (ro) Do¡,¡zffl.

I

i

I

I

I
¡

I

I

I

tl

:

l

,]

)

-

$ 5. rlsupra eâ,torva lormule cxplicite dc ilerivare numcrieä

Utiìizarea practicä a formulelor de derivare numericä (E) clepinde în mare
rnäsurä cle forma explicitá sub care se pune derivata lesp:ctivä a polinomului
'tle interpola^re. Raplditatea çi preciziã calculului numeric efeôtiv depind
de aceastá forrnå explicitä. De asemenea, utilizarea eventualã a tabielor
numerice çi a maqinilor de calcul necesitä un studiu amänunlit al acc,stor.
forme explici'Le. Problema aceasta are o foarte vastä literaturä, Ne limitäm
aici sä citãm cercetärile lui S, E. Michelacl ze,l4)qi J. F. Stef-
fensen [10].

Vom examina douä feluri dc astfel cle forme explicite:
1o. Formule de derivare nurnericä fárä ciiferente.-
2o. Formule de derivare nurnericä cu diferente.
ln aceastä lucrare ne intereseazä mai ales sä dán o completare a rezulta-

te lrr din $ $ precedente. Intr'o ltrirare urmätoare vorn reluä qi alte exemple
iur¡o rtante.

Fornt.ule lã,rd d,iferenle

40' Formulele de derivare nrimericä de exactitate maximä se pot crasi-
tr, t'2, . . . , r" care inträ în carac-
dupä natura lor particularä, ca de
ctibilitate, excep,tionalitate, sirnetrie.
zintä un interes deosebit si studiul
de cätre S. E, Michelddzel4l.

durilor çi de ordinea lor de märime
nrutualä,- unui sistem de valori ale lui p, m, | îi corespund atâtea tipuri
de formule în câte feluri putem alege ordinele de multipiicitaLe rr, rr,..., r,"
cu suma egalá cu. p + L. Acest numã.' este egal cu numãrul op+r ãl soiuliiior
in num,:re întregi nencgative dIt dz1 ... 1aolr ale ecua,tiei diophantiene

qti 2azl 7cB * . .. + p up * (p I L) ap¡t : p + I.
D"ou.u"u ru ia. r'alor.ile 0, 1, ..., p, numärul formulelor pentru p Çí r claÇi vafi (p * t) Opar.

Rezultä cá numärul formulelor-(E) cu grachrl cre exar,titaf,e e (ì c) qi
neexceptionale (generale) este egal cu

0, * 2O2 + 3O3 +... + (e I t) e"*1.

Pentru enumerarea fo.rmulelor (E) pe baza
rezultatelor dela punctul 10, sä consider pl,ionaleärir c i acestor

, r deoarece astfel de formule nu pot
I çi imb, pentru s) I si nt.)O,pe bäza
, €X Pentru p,t',ffi dali (çi s) 1) aceste

1) Formule prezentând aspectul lo (purrctul 10).



formule nu dispar decât pentru pozi!,ii mutuale particulare ale nodurilor.
Ir, .nn*ur"rea formulelor excepliottul" ttn fa.cem distinclie între diferitele

rädåcini, distincte de nc,duri, ale polinomului ¿(-) (ø). Rezultä atunci cã

,rù¡ner"i formulelcr exceplioáde cu gradul cle exactitale e ( à 2) este

6 -¡- 2e¿r * 3Qo + ... + (e-t)n" -'(' :t)'. ..2 | 2È-3 I v¡¡4 ¡ ... I \' -' " 2

9)0. An

ä"11,.Ï,t"Ì:l
I formulelc r'

o, * 2o, * Bo, *. .f+]"t+l .

Dacá e este par, boate aceste formule sunt excep.tio

impar pentru t':0, formulele nu strnt exceplionale'

" * L ç>"t, dinl,re acesLe formulc suut neexceplrion-alc'ô:Á2
Pentru enumet,area formulelor reductibile deosebim douä cazuri. unele

cu toate nodurile .o"f""áàir (; - 0, s: t). Pentru ul p ttat existå-p astfel

de formule, 
"o..tpottrãnâ 

vhorito,4',2,-"';, P ale.lu1 rn', Gradul lor de

exactitate este p; ""i*ie, 
deci, e astfôl de formule de grad de exactitate

;Ëi.'ð.f".f"ftã io.m.,l"'re duótibile au douä noduri distincte (r - 0, s-2),

car,e pot prezenta f 
r--l1l r,ipr.i diferite. Din[rc acestea insä, numai la

L2l
lpjJl -I pot corespunde formule reductibile, pentrucã dacä r, - 1,

L2J
ir- p, polinomul (27) are toate rädácinilc confundate' De asemenea' rn r\t

pi"tu lua decât valorile 2, 3,' . ., p - 1" Pentru un p (2 3) dat' avem

98

crc,,i (p -^ll+l-')
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nale. Dacá însä ¿ estt+
Deci, în acest caz,

astfel 'de formule. Aceste formule fiincl ne-

47

Gradul
de

exacti-
tate

L (a) - L (rr, no,

r
çi din (85) deducem atunci

lao * hi, fro, fio r. . ., nol Íf -

RnS'ruL i¡q uN¡r,n TORTIULD DE DERrvÀttE NUilDRTCÃ

Numãrul formulelor

Neexceplionale Excep!ionale

tlmt @o):0í^' @o)+o

99

Simetrice

Neex, Ex. Total

Íut (no) (110)

(Ltr)

J

,t

.,

I,

6

7t

I
l)

17
4t

41. Pentru a'ob,tine formulele de exactitate maximä, putem pleca clela
cazul r -0,_s = 

p + 1. Aceastä dinurmä condilie este echivalentåcu faptul
cä toate nodurile'sunt, simple, adicä punctele (6) sunt distincte. Avem atü"ài

(ní, ni,...,ûio+,;Ílù: ä_/ffr,^ ,or, (ro8)

-Pentru-a exprim_a -coeficìen,Lii formulei (E) cu ajutorul abaterilor h¿ are
nodurilor de punctul de derivale, introducem, pe lângänota,tiile dela punctul
28, çi numerele .t/i,'), d:0, 7r..., p care sunt polinoamele simetrice funda-
mentale. ale lui hr, hr.r..:, lrr-r, h¿+r,...,hp+t(f/f)- l, H!'l -g pentlr
a(0 qi pentru øÞp). Fie

À (ø) : (u - hr) (r - hr) . . .(r - hp+ù.

Avem atunci l(r) - À(ø-øo), deci l'(ni): t'(å,) çi formula (73) ne dá

Itul (*o\ - (- L)n+r-**! Hp¡r_m
precum çi

lJ@-|@r - (-t)e-m ñ HfL ^, í- r,2,. . ,, p + r.
ü¿Jt,:ro

linând seama de formula (108), deducem

( - 1)o-- P+r rttl
*,f Ít^t (*o) : à'^\-r)l @o * h¡) t R. (109)

Trecelea dala cazul r - 0 la caztl r ) 0 se face utilizând formula (g0).
Formula (84) ne däexcep,tionale, existá (r- 2)(l+l- 1) astfel d'e formule cu gradul d'r

exactitate e (>,3).

Tabloul urmã.tor rezumä disoulia de mai sus relativ la numärul formu-

lelor de exactitate -"ti*e, dupä riatura lor sp_ecificatä, dela gradul de exac-

titate 0 pânä la gradul de exactitate 5 inclusiv'
' fi"u-'seamã d'e urmátoarele valori ale numerelor,

7
q

Ð

4

5

0

I
o

3

4

5

I
1

l)

5

1

;

T

,
6

I
5

74
34
69

r35

t
I
5

5

74

li
i

ìl
'l

l

ì;

1l

ìl

l

t;

,

r-I;Ílç)-2
,:0

D- no)i

it

T

tú Ir 
ø, + o, - ?__# 

y,,,1*o)f

O z:2, Os:3, Q¿-5, Qs:7, Ou-{1')

\

L

lt

Totals:2
Reductibile

s: I
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asa cä linând searra cle formulcle (90) çi (109) deducem

( -4\I'-',o ,<1f '{l _!,1-r_l .lut (ro) +*-Í(D¿+f)(,u^) =
(tù + r)i lrl 2t h',-r x' \h,)l il '

p+1 H\! "'+ >, _f (r"* h,) *..r!, h';íïk)Í @o i h') + n

rleducem

(rLzJ 1- L)t'+I H r-¡tr#l T

(rr6)

åu:0
H,t, ¿+*#"1*l (u

-0, i:'r,2,
Dacã Hp¡r-r"*

dacä restul este de
0, aceastä forrnulä are gradul de exacbitatc p * r, ryi

formä simplä, avem

R - - Hp-1-r-,, Du+r+t lÍ).

Eliminând pc

(-l)'f I 1t"t . d:0, 1,...,/- 
"T- L ¿ (r) l,:.,"'

clin ecualia (115) qi din primele i f I ecua,tii (116), deducem
Dacä f/p-1-r-,r: 0, fot'mula d,evine exceplionalä çi are gradul de exactitate

p I r + t Þi dacä restul este de formä simplã, avern

R : Hp+-2 ,"Dp+r,+z l'lf'

Plecând dela formula (111), stabititä ìn cazul cànd abaterile l¿ sunt clis-

t,incte (çi diferite de zero), oblinem celelalte- tipuri de.-formule de derivare
n.,meriòá (E) Îäcâncl ca, p'e grirpe convenabile, abaterile sä tindä una cátre
alta.

42. Pentru a e\¡alua coeficien!,ii lui l{it (ro),i:0, 1,...'r'-lin formula
(112), putem sä ne folosim de formula (86), Referindu-ne la nota,tiile din
fonlulã (10), cleducem tlin (86)

Hp

H p-t

H p+t

If,
00
Hr.t o

0

0
(- t)'"-' Qnl r)lC, L-¡: (r 'I-i)tH +

p+1.
H p.¡.t-i If p¡z i

H¡r ,,. -i H u-^rr- ¡¡i

II p-¡t

II p-,u

'j ,lriri.ro) - [,t,lr(
Í (-ø)

)l

(r?+r')
(r13)

i:0, L,..',t'-L'
Comparând aceastä formulä cu (112) deducern ìn definitiv

fr|, ro, , frt¡i fr
L (rl H,,

H p-t

Ir o*t
H,

0 0

0

0

0
r

H|;!,, (- 1)'

nlr*tU: Hm

IIp¡t
Jinând seama de (110) avem

Itrrl l( *o, .rr,. . ., lot #r t -)lL \-,,

p17

7_-
(t17)

(i ¡¿+r)
Hp+t-¡ H
Il p-,,, i H

p+2- i

p ùI.-i-i l

If p¡t
H¡,-,,,(LL4)

't 1 -\r(rnFr') .fl(ø)ltit:,à 
itU(r) 

(r- nùJ'"" '."'.1'11óJ"*"

Insä, pe baza formulelor (69), (73),

lI(r) (r- rr)il(l'];] : (- t)p+l-rn-r'+i @ * r)! Hp1-¡-n-r¡i .

Din compararea forrnulelor (tt3), (tt4) dedLrcem deci

i:0, L,..',r-L.
43. Sá consideräm câteva cazuri palticulale
1". Pentru r : 0,.ç: 1r avem

. lt"') (ro) :'ä (- 1)i # l'',,, @o + t) + (118)

+ (- l¡t)l1 ttt ltllll t: h,+'-"' Dr-,lll.
(p+1 - lr)!

Aceasta este formula lui Taylor, cu o nouá expresie a restrrlui. Pentnt
m ) 0, oblinern prima serie de formule reductibile.

2o. Pentru P: tn: 0, ob,tinem'formula

I t,',t.r^):-:--l . ru)(r^\+L.Í(rcr*h) -hD,ttlll. (119)
ì'lt \'o/ - A it tr' ' ' \*o'/ rl' ' -

( - L¡r'-"-t (m { r)t.

þ-n,-*-,n"çSi#,1::,. (1 l5)
(r- i)l

Dar, din egalitatea

L(r\ 7 :l
I (r)
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Aceastä formulä rezultä çi din formirla lui Taylor (lt8) (pentru z? - 0
çi cu o schimbare de notalie). Pentru P - rn - r:0, cele douä formule
(118), (119) coincid.

3". Sä presupunem cä p : L, rn :0. Un calcul simplu ne aratä cä, do-
terminantul din membrul al doilea al formulei (tt7) este egal cu

il¡, _ ¡,*,

Dacä å1 * hz:O, formula (122) devine exceplionalä çi se poate scrie

sub forma

hr- h,

["-11

#' l('*') (,0) : - :å' *+, -, - r" # ¡v-t-zit (rJ *
1, -.+ :r"r lÍ@oI h) + (- 1)''*'l (¿o - /')l - h'D'+slÍl'

M.Drlllreformuleledegraduldecxactitatelsnuvomscrieexplicit
decâï-pe ãc.lu* pentru 

"at. 
í - 1, dec sunt toate con-

d;äil; ul"te ¡i*i"1 ' Restul acestor

l;ñ;i;'".i" d" ro, 
-' 

f;"1¿Jl3;,fu1;
rmula (tt8) çi câte una din formulele
3, 7 respectiv t2 formule råmase dupä

;, *l i"tf iîlkJïìi".'i.?, |".':i*ti;
narticulare De care lc scricm, prcsupunem #o - 0' Se-lrece la cazul lui øo

ä"*.r"r., prìnbt''o transformare lincarä sirnplã'

Gradul de enøctítøte 3z

(F1) /'(0)- |Vø -l(0)l -21'(h) *tt" Ø) -h'DnlÍl (2,1,0)

{F2) Í" (0) - *tl (0) - I (¿)l + }r øl -2 Í" (h\ + 6h'zD4lll (2'4"1)

(F3) l"'(0): f;ft trl -l(0)l -u*t'(D++f'Ø)-LlhD^lf) (2,1,2')

Gradul d,e erøctitate 4:

L
(F4) l', (0) : lvtol- tt0)l-31'(h)+ hÍ"(h)- ( I"' lr)*onDr1ll (3, 4', 0)

(F5) l" Q) :#U(o)-l @l++f Ø)-5f '(h)+hÍ"'(h) _.BhsDslll(3, 1, t)

(F6) l"'(0): 'fiV ø- I (0)l -'fif @ ++ l" (h) -al"' (h) +
(3,1',2)

+ 36h'zD|lll

(Fz) Í''(*):'fiv ol- Í(h)l*'#¡' @ -#1" <nl +

L 
(3, 1,3)

;1"'(¿) 
_' 96 hDnlfl

çi deducem formula

4 Í"'(rò : -rl
¡-l I h\-i+t - ht-i+r

fut (*o) -i:0 it (h|hù'-t h' - h'
(120)

#--^;,lh;+'Í @o-th,) - ni" I @o* hùf I hth,D,+zlJl.

Din aceasta se deduce Þi formula limitá (h2--->hr:þ)

1;Í"'(øo): -,å= # l('l('o) *#t@o* h) -
(r2Ll

- #Í' @ot h) ¡ ¡z D"+zlÍ!.

4o. Pentru p: m - l, determinantul din membrul al doilea al formulei
(116) este egal cu

hlr*t _ hL+,

h,-h,
çi deducem formula

1. +(r+1)(ro): 5(r*l)t ' i:o

L h';-, - hL-'
Ít'.t (*o) +

il (hrhz)"-t h, - h,
(t22',)

."ll
ll
rì

ilr.

I

,1
I

,]

rì i,

l:,
ìr.,

1,
l

r

t:
;'i

* w#,-rrlnLÍ @,* h') - hiÍ@o+ I¿,)l + n'

Aceastä formulä este de gradul de exactitate r* 1, dacä hL+hz+0,
dar restul în general nu este de formá simplä. Din aceastä formulá deducem
çi formula limitä (hr*hr: l¿¡

i

I

of' l("*')(ro) :2 íF. tut (*ò - r",t(ro + å) +
(1 23)

* #t'@o* 
h) - 2hD,+zltl.
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(Fs) l" g -#,u @ -l (0)l - |rÍ,rol+Í,(h)l+Í,, 
(h)-2h.D'lÍl (2t2,0), (I.-17) Í'!' (o) -#Í (o) - I @t +fit' ru +fit' rrt

(Fs) Í"' (q - #u (0) - I (h)) +fir, <ot +fir, <ot -
| Í" ru + LB h'zDslll

1r'ro¡ ¡'u (q :T,y @ -l (0)l -'fir o -fir, tot +

Gracrul de enactitate 5: 
fiÍ" ru- 72hD5lÍ)

(Frt) l' (q : 
+u @ --l (0)t - 4 Í, (h) + | n¡,, 1o¡ -

*0, ,,, 
, (h) +A*f, (h) - hsD,lll

(FL2) Í" tor :T,u (0)- (Í h)l +| t, tol -s Í,, (h) +

* * r," ' (D -# Í'" (u + to h.D.tfl

(Fr3) /"'(0) : gfiv url- l (0)r -fir 1n¡ +?!rÍ,, (h) -
-s l"' tr¡ + t nf' (D - Go hB D6ll)

(Þ-1zr¡ 11r (q :'#ff (0)- I @J +ff r, tol -9fir, tnt +

(3,2,1)

(2,2, l> -ff t" (/¿) + 3 Í" ' (h) - 2L hr Du lÍl

(l'18) f' e) :ffu Ø - Í to)t -¿,{ t, (0) -'ff t, rrl +
(3,2,2\

84 f' rD . ÏÍ"' (h) + t44h' DulÍ)
(2,2,2ì Jt.2

(I.'t 9) /" (o) :ffrrrol - t@)+'ffI'(o) + ffr'rrt-
(3, 2, 3)

(4, I,0l,, =# l" (h) +t]Í" ' (h) - 4so hDulÍl

(F20) /,, 
, (o) :9-f v (¿) -l(0)r - {0,Í, tol-- * 1,, (0) -

(2, 3, 0)

d - ?#,,' ø + ] Í" (h) - 6 h3D6ul

U (0) - I @t.r ff t' ot +fit" {ot +

+ ff Í' Ø) -'jÍ" ru + 72h2 D6tl)

(4,I,'IJ

(F2t) l"'(o) : 360

hL (2,3, 4)

(4, 1.2',1

*'*," ' (h) - +f' &) + 2Lo h, DulÍ)

(4, r,3)

(F22¡ l' (o) :'# y (h) -l (0)l - Yo! r, ,r, -.f"t,, tot -hÐ h4 hr (2,8,2),

-ry Í,(h) +6.0,1,, Uù- 360 hDßUl
h^ t h3¿

45. tr'ormulele excep!,ionale se ob,tin impunând abaterilor restriclra
[f p¡r-m: 0. Vom scrie formulele excep,tionale de grad de exactitate5'] 5,
ìnsã numai pe acelea corespunzätoare lui s:2, fãrä acelea care rezultá
din formula (1.24).In acest caz, cele douä abateri distincte h1, h,rsunt,legate
de o rela!,ie care permite sä le exprimám sub forma ah, ph (ø, p fiind douä nu-
mere fixe). Raportul numerelor ø, p nu este totdeauna ra,tional. Restul ace-
stor formule este de formä simplá când n¿ :1,2, sau când formula este
simetricä. Pentru gradele de exactitaLe 3, 4,5 avem respectiv 2, 8, 16 astfeJ
de formule, dintre care la 6 forma simplä a restului nu rezultä din cele ce
preced. In parantezã, indicäm valorile lui p, r, nz, precum qi restriclia la care
este supus ht qi hr, ordinul de rnultiplicitate a nodului ø, fiind cel pu,tin egal
cu al lui rt .

lrrs¡ ¡u (q :#u aù - r rill-# t' &) +ffiÍ" tot --

-')r"' (h) + | r"(¿) - 600 h DuLÍ)

(Fr6) i" g :2+,tÍ (h) - I (0)f -+ f' g -+ f (D +

+ 3 Í" (U - t Í"' (h) + 2 h4 D6lll

(4, t, 4)

1

I

j

l

i

i,i

(3, 2, 0)
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Grad,ul ile eractitate 3z

LI(F23) l'(0) - :n¡Í {U -l e2h))-Tf (-zh)-4tt\ Dnlfl

(2,0,1-i2h* år - 0)

(F24) Í" (0):#,Ur-zh)-Í( ¿)l + fir tu -6h,DitÍl

Grad,ut de eaactíta,te 4: 
(2' 0' 2 i h * 2 hs - Ql

9:I(F25) t', (0) : ffirt øl -Í (-}Dl-/6t'(- 3h) -

-Tr'r-sh)_ 27h4D6rÍl (3, o, 1 | Bht* hz: o)

(F26) l' (0) - fiU <rl: Í (-i'),-+U'Ø\ + f (- h)l+ hnDutÍt

- (3, 0, 7; h1* åa : 0)

\F27) l"(0) : fiVø-Í(- l¡¡_ f,'rÍ'(-h)- ,!,"r-hl-4hîD8yl
(3, 0,2 i h* hz:01

(F2B) Í,,(0) -Æ#U (U- Í (- 12-l.ânl - e-VEl nfrn¡-

- hl'(-12-vah)I + 4@ l/3 - rl h'DulÍl

(3,0,2 ; n?* 4hlh2* /¿å: o)

{F2e) Í"'(0) - }"u @ - Í (-sh)l- 
fi,t,rrl + fiÍi''rnl + a

. 
,3, 0' 3 ; hr* 3åo: 9¡

(Fao) Í"'(0) : #r, (- h) - Í (h)l+ 
f,*y,ru + fe ul -Lzh,D.rfl

:: (3,0,3;h*hz:0)
44'\(F31) Í"(0) :fu,ttø¡(h) + 1.1Í (-2h) -27t(0)l + *|e2U -

- th3D6LÍl (2, 1 , 4.; 2\ i hz - 0\

(Fs2) Í"'(0) : #rt,(o)-81 (h)-l -_z¿t+ ]rø-Lsh,D6tf)

Grad,ur d,e enactítate 5: 
(2' l' 2); h * 2h': g¡

,(FBB) l'(0) - ffiu@ - Í(_ 4h)l_nï*,,r- 4h)-2Åu,,(-'Lh)-

- 
ftn, Í"'(- 4h) - 256h5D6rÍl (4, o, i.; 4htr hz: 0)

(Fs4) l'(0) : ffiverl-r?s4l_ *5p7l,eh) + 64f (- sh)l-

-#r'r_ lh) + LoBhsD.LÍl (4,0,1; Bht1_2hr:s¡

(F35) Í"(0) : ffirrro, - Í(-snll-ffiÍ,elù -.']Í,'t_ rul -
-Tr"r-Bh)-27oh4D6L¡ (4,0,2; Bhr1-2hr: g¡

(Fs6) r,,(o) :ú##9ltøt -r(-=rcr)] .
*eß+#J0[c,u - 2) r (t¿) *E rt-=re r)] - ü# t,, (h) --

2 (s + +[ß) n'nu¡¡1 (L,0.,2; en? + 6hrhz* hZ:0)
rl

{}-37) Í"' (0) : ffiurto, - Í(- 2h)t- ffit, e 2D - fbhf 
, e 2h) -

lÍ"'{ 2h) + R (4, 0, g ; 2ht*Lhr:g¡

{F3s) . Í,,,(0):r*#lt[tt_ta _''ßlh)_Í(h)] +

*rßEPg Í, (_ ts _ 
'.6t nt +4!fiffi Í, Ø) _

- 
g (2 +-3 /6) 

¡r, p¡ ¡ R (4, 0, B ; n? + 6hLhz+ Jh'^-s¡
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Í"'(h) + R (4,0,4; ht* 4hr: g¡,

(F3e)

(F45¡

(F46)

(F47¡

¡,r'(0) : #u*ue 4b - ÍØ)) + hÍ' Ø) - ffif",r, *
),L

trt'10) : ;L^127 Í 
(0) + I ezh) - 28Í (¿)l + -:-*13f', (0t l2l' (h)l -

-72llz D6lÍl (2,2,2)h*zhz:0)

(E4B)

(F53)

(F54)

(F55)

4I
'5h l

I

(F40) 1,, e) + #u( - 2h) - Í(3h)l + 
:I-r,wtÍ' ßh) + 2Í' (- 2h)l +

+ #Í"(-2h) + R (4,0,4; 2tt,l3h,:g¡'

45(F41) I" (0) : ,#lrt l(h)+ 47 Í(-3h) - r2gl(0)l + 
s; 

l' e3D +

n Ï Í" (- gh) - b4h4 DßlÍ) (g, 1, 1 ; zh, I hz: 0),

'). 4(F42) /"(0) : ;,lleh)-21(0t-llU¿ù+ nlÍ'eD - l'(h)l+2h4Dslll'

,, 
,8, t, I; l\ I hz: 0)

(F43,¡ Í"'(0) : fifast<ot-sÍ(-h)-3sÍ(H)l+fit'tol - f, f'tol r-

I2h4D6ifl (8, 1.,2) h I h, :0'l

(FuL) t"'(0): -12(5-!3V3) 
I(0r +4+f9 l&)+

+ 4=# !3 t {V¿ - zl n) -f r',rt * p#ß 
Í'IV B - zl n) -r

¡ tz(z /g - r) h" Dulfl (z, i.,z; n? -f 4hrhz * hZ :o¡

/,n(o) : fiuetot + 6rÍ(h) - 641(o)r -
- ffirø + fiÍ"{D + n (3, l, 3 ;1,, t 3r¿, - o}

!,,(0) : !]rrtot - r@ - re h)t + +u'Ø) -- r'(--h)r -

46. Formulele reductibile din a doua serie (cu s:2) se ob.tin uçor din
formulele exceplionale deoarece o ast el de formulä este exce.p,tionalä ca o

fornulä de derivãre numericä a funcliei Í' (n)' O formulä reductibilä cu carac-
teristicele p,Q':) 0, ru se ob.tine din formula_excep,tionalá corespunzätoare
cu caracteriúticete respective P-2, 0, m.-1., Cele 9 folmule reductibile de grad
cle exactitahelS, diñ aceastá serie, se oblin din formula (124) pentru r:0
,gi din formulele (F23¡ - (F30). Aceste lormule sunt

Grad,ul de enactitate 3:

(F49) Í"(0) : !rÍ't l - Í'(-h)) - Lh2 D4lÍ) (3, 0, 2)
2h

Gradu,l de eractitate 4:

/+(F50) i"(0) : forf tol - l'(-2h)l - 
tr,"r- 

2h) - 2tJh3 D.lÍt

(4,0,2;2ltt * hz:0)
'rr,(F5i) l"'(0) : lll'ezn) - l'(h)) + ;hl"(h) - 30h2 Dslll

't)hz 
( 4,0,2 i ht I 2hr: t¡¡

Grad,ul cle enactitate 5:

(F52) /"(0) : ?l.ll'(D - Í'(-3h)) -l'^¡"t-rr, -?! t"'( 3h) -64h'' ' 16' 8

l62hL D'lÍl (5, 0, 2 i3h, -l hr:0)

Í"(0) firt'rrl - Í'(-h)l - lu"rD * Í"('h)) + 6h4 D6lll

(5,0,2i h I hz:0)

l"'(o) : fiff'<rl - Í'(-h)l - ]oÍ"{- rl -
1"

- ¡Í"t(-h) -24hrD6lÍl (5,0,3 iht hz:0)

Í,,, (0) : ry# I Í, ri¡ - Í' (- 12 - V zl h) - (2 - t3) hÍ" (h) -
- hÍ"(- lz - 1l3l n)\ + z+(s l/ 3 - 5) h3 D6lÍ)

(5, o,3 ; h7 + hhrh2 + hZ:ol

Í"'(q: #
4

- 2h,[9]'(o) 
+ f (-2h)l - 24h3 D6ll)

- 48h2 D6ll)

ll,6Í (h) - el (0) - 7Í (-2h)) -

(3, t, 3, h, ¡ hr:g¡

(2,2, 'I;2lttl hr: g7
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(F56) Í,v(0) : {*rrtu - r,e BDI - fif,,tol + }oÍ,',Ø + n

(5,0,4; h, t 3hr: g¡

(F57) lrvloi¡ : f*rt,erl - Í,(h)l+ #u,,(h) + Í,,(-.h)l - 72h2 DutfI

(5,0,4ih*å¡:0)
.. Simplicitatea restului, în cazul formulelor (F4g), (F5A), (F5Z), rezultá
din simetria acestor formule.

Resturile formulelor (F50), (F51¡, (F52), (Fb4) çi (Fb5) se pot scrie.
respectiv

- 4hsD4lfJ, - 6h2DLLÍ',1, - 27h4D5LÍ'1, - 4hsD6ll,l,

L@VE - 5) wD6lÍ,1.

Dar funclionala (z Þ 2)

RlÍl:fut, nr,... ., dn i I'f
unde tr, , dz r. ..., d, sunt n puncte fixe, nu toate confundate, este de grad de
exactitate n - 1. çi este de formä simplä. Proprietatea relativä la grádul de
exactitate rezultä din formula (30). Simplicitatea rezultä din fáptul cã,
dacá l(ø) este_ o func,tie_ convexä de ordinul n - 7, f'(n) este o funclie
convexä de ordinul n - 2. Avem in acest caz Rln"f :n, deci

fqr, orr. . . t &n; Í'l: nD"lÍl
intervalul [o, b! fiind cel mai mic interval închis care conline punctele
dL , &z ¡. . .¡ dn. De aici rezultä formul

D"-tlÍ'f : nD"lÍl
a cärei însemnätate este clarä çi din care am dedus resturile formulelor (F50),
(F51), (F521, (F54) çi (F55).

47._Formulele (E)_simetrice se pot scrie întrebuin,tând notaliile dela
punctul 35, scriind abaterile sub forma tti,i:Ir2,...rq. Dacä notäm
u, T!1, a:0, L, ... ,q - I polinoamele simetrice fundamentale ale lui
,?,t,';.,t?-r,t?+t,...,!îQ;t:I,T!):g, pentru ø<0 çi alq f) qi
dacä linem seama de (94), deducem

H LTr* -, : ( - 1)q- 
p 

\T[¿! ¡, - 1, nL'i-t]" -, : ( - I )4- 
F-' 

t¡ T['! * -,
i: tr2r. o.r g.

Avem çi

I
I

6t REs,ruL iN UNÈLE FonÀÍuLE DIt DErìIv,A.Rtj NUùIERICÃ (I) 11r

Ëä punem

p (r): (ç - t?) (r - t'r) " . (n - t|l

atunci À (ø): p @\, de unde, linând seama de (94)'

lr'(hzi):2ti p'U?), ì,'(hz¿-t)- - 2ti o'(t?)'

F'äcând calculele, formula (109) devine

t+# Í'*@ò: äMU@o * t¡) -t Í@¡ - t¿))- rn-*Ð,otlt

Pentru a trece la cazul r ) 0, linem seama de formulele (85) çi (901'

Observäm cä

ïro * ti , !*;. .,!:; ll i Lro - ti , r!tþ-,.' ::', tgi f):
rt
:2lro *t,, U3+29;lJr-t

membrul al doilea reducându-se prin definilie la Í (*o f- tù * Í (no - tt),

când r:0. ,Deducem decil)

TIBERIU ?OPOVICIU

pentru ø impar

T n pentru oc par.

- 1¡a-u-t
(2¡r f r) !

-To-n 
Drr+rlÍl'

finând searna de (111), mai deducem

l'**n (*ù: äHLro t' t,, v::;::-,'t; ÍJ -

58'

(125)

[øott¿rflorfro¡.'.rto n: fin @¡ | ti) + (-1)' | (ns - tt) -

(1 26)

(127)

-,t3] f''. , ¡t,-zi),@n.
f:s (r'-2j)!'

Inlocuind în (126), oblinem în definitiv formula

L_Lf-*-' ¡,* tål , ![L*-,
(2¡t I r)r 

n') ('o): -à lã-,i?. +

0,
e

)T

+ 2 #êrtl@o *,i) 
-t (-r)" I @o - ti)) - ro-,,D,n+,lfl.

Eo:
L

r) Vezi notalia prescurtat{ la '1), dela pagina 39.
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{F67) 1,,,(0 , -rulÍ 
Q)-Í(- t))-tlÍ @)-Í l;un 

-6(tzlu2) Dulll. (3, t, 2)
u,t (tz - uz)

La acestca se rnai qdaug'ä formulele (F26)' (F30)'

Grudul d,e e ractitate 5:

RES'rul, iN uNnln rfoRùful,n l)lì DllIìIV¡\RE NUMDRICT\. (I) 113

u"lÍ (L)_ I (_ r)l- t'lÍ @)- f (-u)) ! t2 u2 Drlf.l (3, ,l, 0)
2ut (u.2 - tzl

Z u,z çz (çz _ u2) (r) + l(- ¿)

- t2 uz e'DulÍl (5, 0, 0)

Acest rezultat se poate deduce çi din (117), !,inând seama dc (125). Formula
(127) este valabilä atâtatimp cât abaterile *:'t¿ sunt distincte.'Formulele de
celelalte tipuri se oblin fäcând ca abaterile t¡, i:L,2,...,1 sá tindä, pe
grupe, una cätre alta.

48. Din (120) cleducem formula simetricã. (U + hr:0)

r ,,, Läl 4

,, Í"'(ro) : -à + *U þ;o*h)+ (-l)' Í (uo- h)l-hz t),¡zff l.

. Âceasta, ppntru r:0, L,2,3,4, ne dä formulele simetrice de grad de exac-
titate 1,2,3,4,5,

4

(F58) I (o) :rll(h) + Í)(- h) - h, D,lÍl (r,0,0)

4

(F5e) l' (0) : 
2hll 

(h) - Í (- h)l - ttz D,lfl (1, t, 0)

F6q +t"(0) 
: -,#*fivg + t(- h))- h,D4tÍt (r,2,0)

(F6r)+ Í"'(o):-l'(E rfiV@- l(- h))-h,D,yt (1,r,0)

F62¡ L¡v(0) - - ,# -,# * fiu øt + Íeh)t-h,DuU) (r,4,0)

¡\farä de aceasta, mai avem urmätoarele formule simetrice de grad cle
exaclitate ( 5:

Grad,ul de eractítate 3:

(F6a)i 1ç¡ :u'lÍØ-l Í(-t)l-t'lÍ(u)+ Í(- u)).tpu2Dnlll (:,8,0,0)
2 (uz - tz¡

'r.IÙENIU I O}ìOVICIU 60 6l

Coeficienlii lui ¡i'-2, @o), i:0, 1,...,
calcula ca çi mai sus, in cazul formulei (lt
procedeul de mai sus deducem

l+
2).

-t

| în aceasLä formulá se pot
I

Fá-când calculele çi urrnärind

(F64) I rol:ÍJEÌ-JJ-nl - !fl' (h) - l' ( - h)J + h4I)41il (3,0,0)

(F65) 1,,(o) :tffi - 2pz * a,l DnlÍl (3, o, 2).

La acestea se mai adaugá formula (F49)'

Graclul de enactilate 4:

T,1_t

T,t_z

Ttt i+t
Trt-v.-ì

7.tt

T,t__t

00
lrl

0

0
(1 rN!,.-'

t?Ì p'(fS
(- L)o-'

rl,
1'u- i+z

7,:-v.- ¡+t '

'[;l

rf 
rt

T q-v'-t

(F66) l',(0):

(F68) l(0) :

(F6e) I (0):

(F70) l(0) :

II 0

I

I

I

I

I

t1
t'

1çz- u2) (a2 - t2) (u2 - t2)

u,r (u, _ 2t )ll (t) | Í

Í(h)+ Í(- h) Þh

- ,)l + tnlÍ @) * lF u))

2 Q* - tz)z

lf (h) - Í'( - tl))'l

- - "" . ll' Q) - l' ( - r)l - ta rt'z Dulf)
4 (u,2 - Lz)

(5, 0, 0)

l

I

I

I
I

I

i

I

I

2 16

+ftrÍ" (h) + Í" (- h)l -- hu Duu) (5, 0, 0) 
ì

ß71\ t,,,0., _x(¿a- pa)[l(Ð+l(-¿)] 
+ 2(> 12uz)Dulfl ((5,0,2)

(v2- tP) (uz- tz¡ (ut- tz)

n+2

(rr72) /"(0) -,;" ,.;:;li (/) r- leù - l@)- /(-¿)l*
ut' - rr

. "' -l- " - I l' (r) l' ( t)l l- 2P (F | 2tÈ) Dol ll (J, 0, 2)
2t (trz -- tz)

(Fz3) i,r ,nr- 12>(u'z-u'z)lf (t)r Í?t)l 2Lèp)DßlÍ) (5,0,4)
(uz - Lû) (ez - t2) Qi¿ - t,2\

(h-74¡ ytt.(o) ---12 Li (¿) -t l?,t)- l(t)- let)l-(u"- L")"

ß

f,,^ll,(t) - Í, (- t)) - 24(2tz l a,) Dull) (5,0,4)
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(F75) l"(o) - - 2ffi tol + t
! 2t2 u2 Dulll (3, 2, 0)

(F7o¡ ¡rv (o):+l(0)- nu'zlÍ(t)+Í(-t))-t'zlÍ(u) + Í(-&)l-
uz t2' tz u2 (uz_ tz)

- 241t2 * ur) DslÍi (3,2,2).

La acestea se mai adaugä formulele (F42), (F46), (F53) çi (F57). Abaterile
h, t, rtr, e, . . . care intr'o formulä se prÊsupun diferite între ele çi diferite
de zero. Sumalia din formulele (F68), (F71) qi (F73) se referä la permutärile
circulare ale literelor t1 Lr,r e. Pentru simplificarea scrierii, am presupns çi
aici øo : g.

Formule cu d,iferenle

49. Vom indica, pe scurt, modul cum se oblin aceste formule, färä a ne
preocupa acum de forma restului. Dacä folosim nota,tiile precedente, formula"
lui Newton

63 REsTUL ÎN urqnr,n FonìIULD DE DtrRIv'4.lìD NUìrEIìIcÃ (I)

50. sä vedem cum trecem la cazul r > 0. Din forntrla gcneralä1)

L (ri, rL,, . ., r'p¡ti lgl*) :
: I L@i, ni,..., r'p¡r)I¡(n) g(ø) lø) ln'r, r'2,. '., rí-¡;/)
- Z,r'¡:0

clacä ro este diferib de notluri, deducem

l@)

t15

(130)

L ri, rlz,. . ., fri+t
' (*- *o)''

r

L (r't , r'r,

ne dã

L@l (ri, nL, .. . , ni+r; Ílro)

:*t 
ä(- 

L)t-^Hr,;*lht, hr, .. ., h¡+ti t (ro * r)l

pentrucä, linând searna de (72), aveml)

ln1, râ,. . ., frí+t;Í (r)l :lht,hr,. . ., hi+tl Í (rn * n)1.

Deducem urmätoarea formulä de derivare numericä

lÞ'4 (ro) - ,"t þ (- !)'-" H,,t-*lht, hr,. . ., h;+ti Í @o I r)l+ R. (l2B)

Dacä ne folosim de formula (21), cleducern

L (ni, r'2,..., ni;Í ln) : L (no, frt, nL,...,r;; Íin) -f
* (n:r+t - ro) @ - r.1) (r - râ) . . . (r - ri)lno, 11, nL,. .', r'p+ti Í)

de unde ob,tinem formula de derivare numcricä
p-7

Í@l @o) :*l'2 (- l)í-"+'H¿,¿-n+tf},hr,hr,. . .,h¿+til @rJ-r)li (29)
j:nt_l

! m! ho¡rII p, p-*10, hr, hr,. . . , hp+t; Í (ro * n)) + R.

- r) Pentru mai multã claritate, punenì în eviclenfð si variabila ø în notalia diferenlei
divizate (çi a polirromulrri ,Ic irrler¡o]i¡r'c).

n'r¡ri I I ù : 2 @- rï (r-- r'"). . .(r- ni)lr\, n'r,. . ., rí+ti ll'
ü:0

: 2 t (n'r,n'2,...,riarilt\r¡rjtri, r;, ..,r'p+tifl
i-o \ @- rò' )

finând seama de formulele (86) çi (113)' ob,tinem

r-l
LFn+rI @y*0,.". lyri, r'2,. . . , ri+t; I lro) : àr,1"' (ro) +

i:0r

+W+l 2 tlnlh,., hr,. . ., hp tl; I (r,'o + r)l
m! io

unde coeficien'lii /!') sunt dali de formula

¡!'l : ¿@l(ri, *'r,..., !rlp+t;' lt(') lt^ì. j : 0. 1.¡t I t *fi'l*o1' ¿: u'']'" '' P'

Din formula (130) se mai deduce

L(no, ri, nL,..., ftlp+t;ÍSln) : L (no, 11, rL,, ri+t; glfr)l (øo) +
p

+ (r - rr) 
å 

L @'1, r'2,. . ., nlp+t ; h (r) g (r) I r) lï0, r'r, rL,. ", ri,+t i l)

Inlocuind aici func,tia g(r) w (r - ro)g(ø), dcducemz)

L (ni, r1,..., filp+t;Íglr): L(ni, rL,.'.,rlp+ti Slr\ I (øo) *
p

+ >' L (ni, rä,. . ., r'p+tìt¿(r) (r- no) g@) l r) lro, :r1, rL,. . ., ri+
' ¿:0

Avem prin urrnare çi formula

,(*r, r'2,.. ., r'p¡ri ¿%lr): t(ri, rL,. . ., ri,¡ti 

"+f 
lr)r 1ø,¡ +

\
p l¡(n)+ > L(ni, nâ,..., n'p+ti lr)l*o, nl, rL,..., rí+t;-Í).

i--o \r - ro)

1) Egalitatea rezult{ din laptul cä cele douä poìinoame de graclul p, din mcmbrtrl
lntâiu çi al doilea, coincid ln nodurile øj.

¡) Se poate proceda ca la formula (130).

I

r

i
L

'l

I

r
I

I

ï

I

t/
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Dcducem de aici ctì, rlacä r ) 0 ,1i clacá ro este diferit de noduri ,

6tt

(r 34)

65 tìDSl'uJ, ÌN UNEl,t.r lroil,\tUl,ti ì)!t tJlr.nl\',!Iìli NLiÙltRtr:I (r) 1t'ì

¡,trn.*rl (l,r, ï¡ r. . ., . ri. r':,...,;(i,r r; / l¿o) :5., f(/)(.uo) L

r:u

t(ryL|4'r,..r, + |li'-1r¡0, ttr,hr, ... ,hí-tr; l(r, -+- r)ll.

ìn definitiv avem urmätoalele lorrnule de derivare nutneric¿i

F(rrmula (128) devine

/'(:r) :2rtr,-r,ti-zfhr, hr, ..., hz¿\ !(r:o-l- .r)] l R.

Introducând n rtaþia obisnuitã a drfc.rcnlelor çi linàncl scarra de (fìzr).
(i3iì), dcclucem

th,.h,, .,.,hz¡; /(ro -r-,)l =- 
oä:{(''0..-. l?:'.) h), ¡ :r, l, .... r.(2i - 1) I (2h)2í I

Dacã folosim gi lcìal.ìile ('l lì4), ar.crn in clt linitiv fr,r'nrula cl e cl er,ivar e

nr¡rnericã
,1 (_ t)L_t (2i "_ 2) I!'(rì--)'-J 12¿- 1) l(¿ - 1) !l: ')4i 't ht!':; 

t 
l(rn - f 2r 'llá¡ -r

+ 12 .32 . . . (2q - l)' h" Drr+{ Í1.

Sä presupunell cá nodurile .qunt sirtrc'tricc {a!á de ;i-'o qi cã irn¡rreunii cu
acest punct forrneazri nn sisteru depuncte echidist,ante.Atunciltrrtent rrliliza
lo.rnula (129).

In loc cle (133) lutirn

l.¡:ih, i:I,2,...11.
Aveln ¿rtunci

l(='

¡i',r+r) 1øo) : z c¡ flit (,rrl ¡
(13î )

(nr. i r) I \'L ,h¡rt; Ílro! r)l +n
tt'¿ |

rl
lt"' " (rr) : 2 r,/'i' ('ro) +

r:u (32)
fa ir) ! 

I 4,1 trrl + å1i'-t)¡6, rtr, hr,., ., rL,t-t, l(øo -l- í)l l- R.
tnl I ¡ã

(ì ,eficicnlii 1Í-) se pot calcula cu ajutorul forntrlei cle recurcn!ä

I',ù : /Íi t,tr -t h¡ ,1 I!'' ") (rjil, : o)

dânrt lui r', ìn rrtocl succesir', r'alorile - 1, 0, L, 2,... çi obserr'âncl c¿-'t

/Í') : 1Ín) : . . . :1,!11' :0, /10) : ntt (- L)í-'" fI¡,¡-,,,

i:ttltnt. I1,...,p.
Coeficien!,ii c¡, i :0, 1,. . .1r - '[ au fost calculali rnai sus.

51. Formula (13i) este conrodã, în particular, clacä nodurile sunt echi-
clistanl,e, iar formula (132),clacä noclurile çi punctul de derivare formeaz¿i un
sisl,i rn cchidistant.

Pcntlu a exernl>JiÏica cele spllse, vont cousiclera un caz particuìal'.
Sii plestrprrneni cä r, :0, nl :L, cã nodur,ile sunb echidistantc si silne-

tlice fa!ä de .r. Folosincl nclalirle (94), purrând

¡, : (2i I) h, i : I, 2, . . ., r/ (t:lll)

si obselr'ânrl cir

.;)

rli:cluceln

çi deduccrl ft,r'r'ntrla de derivale numericä

' l' (,ro) : 5 ,!; l),lt,'ì'. lzrîl-' Í (ro - rí + tlh) ),,4 (2i + 1) t 2hl

+ 
^,,'*' 

I eu - lt + t.l nlf + @ t), Dro+,11.
J

l-

fl¡,¡ v:

I;') ¡hr, h,

¿

,I

I

I

ì

r+
(- l) ' ) l'+'/a¿. lcnL.. I ir'1,a'

lz', ¡rcnlnr I par

rl,"/(r, -+r)

[7í,í:

+) I

[0, /2,, lrr, ., ., h¡+t; lf :
(¿ + 1)! l¿¿+t

(i i.l) I ltt+l )

, ¡tcnlrtr ¿ ìrlìì)iìr

pentnr r ¡rn r

¡i''t (". -+? r)

H¡,¡-t:Jtthz... h¡
(r ,-r -l¿, hr'

I
ì

0, pentru I par

3, . . . (¿ -2), h'-t, pentrrr i impal

(,1/r o =-- 1)

(-- l,¡ :1:
,9tt¡i.a rle $tiín¡e lllru.ernq.ticc tt. Filiu,le i

,lcad,eníei R,P.R., CLuj

4
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SI]R LE RESTE DANS QUELQUES FORMULES DE
DÉRIVATION I\UMERIQUE (I)

QUELQUES PIìOPIìIETES D]]i] IìORMULI]S DE DDRI\,ATION
i\UM¡]RIQU]' D'IIXACTITÉ MAXIMUM

(RESUMD)

une fo'.mule de dérivation numérlque €st une formule de ra fo.lne l r )et sert à calculer,une valeur approximai,ive de la ¿¿.iv¿eä;rräi.lrrJ.;:;.tlí
fonction l(ø) au point ø0. La valeu
à la somrne (sans Ê) du second memb

on num
et ont

å;olJ'
effectivernent dans le second nombr
distincts et de t si r,) 0, cst l,ord,re.
est une fonctionnellc additiye et lon
Le rlegré d'eractitude de la. fc,rmule
au plus petit entier tz, Lrl que Rlfl,
et différent de zéro pour au lroins
la formule (1) soit exacte, sans res

au cas r ) 0, ce qui se faiú assez f
Dans le $ 1, on dénrontre ouc. Drr

faisant varier lr.s coefficienLs'a; a) ,:
plus grand degré d'exactitude (it óåi

La lormule (E) sera dt_,nc aprrel
général, le degré d'exactitud. ää t

(10). Quand les noeuds (2) eb
ombre fini de ¡roinls ro, por.rl
lle. On détcrmine ce äô,ir¡,.

5), qu'il existe en géneral, des for_
) tst tlite tóductittle si elle ne dépencl
fcnction | (r). La. driter.minatiori dcs
inc le $ 1.

, ,93"t le. $.2, on fait {!eìques considérations sur le reste. U¡e fonctionnelle
addrLi-,c. et homogène .B[l], dc degré d'exactirude n, est dire de fotlt¡Le

i:::4,t sr l'orr^a (31) oq /1;Ê0 cst indépendant de la tonãrion'¡1.r¡,tes Ç¡, L:1,2t,..,n i 2, étant n + 2 points distincts cle t'interiàlie
(ouvert) de définition de.la fonction_ | (r). La fonction I (ø)
conbinue dans cet intervalle (fermé). pour'que le reste ,o;i, deil,faut, et ìt suffft, (crirère'C) qle t'on aìt-.Bifl+0liå"" t
/^(r) convexe, d'ordre r¿. On é[udie guelques própriétéi des(34) de fomre simple et on résout c- ' le problÁme, dans le ca.soÌrJe {e.g'r -1,.0 on g, 1'0 er fl)- L; fó"ãitòìì-
nelle- (34), xactitucle être de forme simple qur-.si elle ne licitement d'ordre ) n * t 'cle'la
fonction Í

Dans les $s-g "! 
4, on étudie quelq^ues cas, pour resqueìs on peut affirnrcr

que Ie reste de la fo.mule (E) est de ?orme símple. si h i¡1, ãe àegre ¿'u"n.-
lit:{n p * r_-iO est mis sous la forme d'uïe combi""lron linéaire clcsdifférences divisées (r: rr)

i

f
.t

[":::;:,ri, nL,

i+1
, r'pl t-¿i 'll l-0, lr...,ttr

q orì r'i, ri,. :1, ri11 sont les nocucls (

¡rective, alors cc reste est de for

ì Jå,"#: iTi,i,i,.Ë Hl'i Ji
tlnt un- r'este cle forrne simple. s pour n?':211" (nol:g1

Dans. le $ 5, on-donne une forrnc.explicite aux formures (E). on montr.ecromment on peut obtenir ces expressioni et on met en évideic'e, outre qrrcl_
g:,î:"f.^T-"y.t-:r.-g-:l-:."1u.* simplesl routes les formuie."r¿á"rtl¡f.*, u*.rpti.ìinettes et symétriques dont le degré d'exactitude est ( 5,
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