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ASUPRA RESTULUI IN UNELE FORMULE DE DERIVARE
NUMERICA

(Iy CATEVA PROPRIETATI ALE FORMULELOR DE DERIVARE
NUMERICA DE EXACTITATE MAXIMA

DE

TIBERIU POPOVICIU

MEMBRU CORESPONDENT AL ACADEMIET R.T.1%.
§ 1. Formule de exactitate maximi

1. O formuld de derivare numerici este o formuld care permite evaluarea
aproximativd a valorii derivatel de un anumit ordin dat al unei functii, intr’an
punct dat, printr’o combinatie lineardt datd a valorilor functiei $i a unui
numir finit dintre derivatele sale succesive, luate intr'un numér finit de
puncte date.

O formuld de derivare numerici este deci o formuld de forma

el ; S L ,
T 1l { ,
1 () = 3 a7 (20) 4 >0 3 @i (®) + R (1)
=0 =1 7=0
care permite si atribuim luy ) (), oa valoare aproximativd, suma din
membrul al doilea (fird R). In aceasta formuld coeficientii a@;, ] =0,1, ...,
r— g =00 s A= 1,2, ..., s sunt nigte constante reale
Ti () (o ; / . l (1) ¢ as ; 9 A Us l
date, 1ar .jm (), ] =0, Ly ooyt = P ) 7=0, 1,.. e AR o 6
sunt valorile functiei f (x) si ale derivatelor sale succesive ' (), f' (2), ... in

punctele date @y, €1, Lo, -5 Lo
Numsrul R din membrul al deilea al formulei (1), este restul acestei for-
mule. O expresie a restului, rezultatd din natura functiei f (z), permite o eva-
luare a erorii care se comite prin aproximatia indicatd a membrului intai.
9. Trebue s precizam dela inceput ipotezele care vor fi pastrate in toatd
lucrarea si care sunt referitoare la datele formulei (1). Totodatd, vom fixa
si cAteva denumiri in legdtura cil aceste date. )
1°. Punctele -

TN Ta R T (2)
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de pe axa reald, presupuse distincte §i in numér de s = 1, le vom numi nodurile
formulei de derivare numeric.

2°. Fiecdrui nod z; ii este atasat un ordin de multiplicitate r;. Numerele
Py, Tgy - - -y I's SUNL numere intregi pozitive.

3°. Punctul z, este diferit de nodurile (2) si il vom numi punctul de dert-
pare al formulei (1).

4°. Punctului de derivare z, 1 se atageazd un ordin de multiplicitate r, pre-
supus intreg pozitiy sau nul.

5°. Numdrul m, intreg pozitiv sau nul, il vom numi indicele de derivare al
formauiel (1). ;

In fine relativ la functia f(x) vom face urmitoarea ipotezd, notand cu

{a, b] cel mai mic interval inchis care contine nodurile §i punctul de deri-
vare. :
'6°. Functia reald f(z), de variabila reald z, este definitd §i continud in
intervalul [, b]. Afari de aceasta, se presupune cd ea admite derivatele care
intervin efectiv in formula (1) si cel putin in punctele in care valorile acestor
derivate figureazi efectiv in formula (1)1). ) =

Ipoteza continuititii este ficutd in vederea studiului restului formulei (1).

Orice altd ipotezd ficutd asupra datelor problemei va fi mentionatd in
mod expres.

Existd o multime infinitd 9” de formule de derivare numericd (1), care
sunt obtinute dand coeficientilor a;, a;,; toate valorile reale posibile s1 avand
toate urméitoarele caracteristice comune:

1°, Nodurile, 2°. Ordinele de multiplicitate respective ale nodurilor,
3°.- Punctul de derivare, 4°. Ordinul de multiplicitate al punctului de deri-
“vare, 5% Indicele de derivare.

Este util si notdm eu p -+ 1 suma ordinelor de multiplicitate ale noduri-
lo, deci 7y +ry ... +1s=p+ 1. Atunci p=0 si p -+ 1 reprezintd
numdrul total al nodurilor, fiecare socotit cu ordinul sdu de multiplicitate.

Pentru toate formulele din 91T, numerele p, 7, m sunt aceleasi.

Fiecirei formule (1) din 9% ii yom atasa doud numere caracteristice im-
poptante: ordinul formulei si gradul de exactitate al formulei. :

Ordinul formulei (1) serveste la precizarea sumeiordinelor de derivare,
care intervin efectiv in membrul al doilea. Pentru aceasta, vom defini in felul
urmator numerele 7, 75, ..., I, 7" atagate nodurilor §i punctului de deri-
vare:

ri— 1 este ordinul cel mai inalt de derivare care intervine efectiv in
nodul @, deci, _

i =0, dacd toti coeticientii a; ;,] =0, 1, ..., 1 —ui sunt nuli;

ffr',rg—l#-‘ 0, a,; =0, j=15, ri+1,...,n— 1, dacd coeficientii a;; nu
sunt toti nuli, 1 =1,2, ..., .

#' — 1 este ordinul cel mai inalt de derivare care intervine efectiv in
punctul z, in membrul al doilea, dect, _ ' ;

7" =0, daci r=0 sau dacd toti coeficientil ¢;, J= 0,1, ..., r—1 sunt
nuli,
aw 1£0, a;=0,j =r,r +1,..., r— 1 dacd coeficientii ¢; nu sunt
toti nuli. :

1) Acest fapt insemneazd cd coeficientul @; sau @; ; corespunzitor este diferit

de zero,
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Avem atunci:

Ol A O i e e D S S e

Egalitatea r’'= 0, respectiv r{=0, insemneazd c& punctul de derivare,
respectiv nodul z;, nu figureazi efectiv in membrul al doilea al formulei (1).
Egalitatea r’*=r (> 0), respectiv r/=r;, insemneazd ci coeficientul @1,
respectiv a1, este diferit de zero.

Prin definitie, suma ri +ry + ... 4+ ry + " se va numi ordinul for-.
mulei de derivare numericd (1),

Ordinul formulei (1) este cel mult egal cup 4 r 4 1.

In multimea O existd o formuld care are ordinul egal cu 0. Aceasta este
formula triviald din 9T care are toti coeficientii @;, @;;nuli. Orice altd formuld
din 9K are ordinul pozitiv.

Formula triviald nu prezintd piciun interes pentru problema derivérii
numerice.

4, Gradul de exactitate al formulei (1) ne'aratd cit de bund este aproxi-
matia studiatd in cazul particular, cdnd functia f (x) se reduce la un polinom
de grad suficient de mic. '

Restul R al formulei (1) este valoarea, datd de aceastd formuld, a unei
functionale aditive si omogene. Pentru a pune in evidentd functia f (z), vom
nota aceasta functionald cu R [f]

Functionala R[f] este definitd in cAmpul functiilor f(z), care verificd
ipotezele de mai sus. Acest cAmp este un camp vectorial, care contine toate
funetiile derivabile de un numir suficient de ori in intervalul [a, 8] si deci,
in particular, toate polinoamele.

Prin definitie, gradul de exactitate alfunctionalei R[f], sau al formulei
(1), este un numir intreg n > — 1, astfel ca:

1°. R[P]=0, pentru orice polinom P (z) de gradul n').

2°. R[P] = 0, pentru cel putin un polinom P (z) de gradul n + 1.

Definitia se aplicd evident oricdrei functionale care este definitd pentru
toate polinoamele.

Din cauza aditivititii si omogeneititii functionalei, gradul de exactitate n
se poate defini §i prin urmétoarele proprietdti:

1°. Dacd R[1]+ 0, avem n = — 1. /

2°. Dacd R[1] =0, n este cel mai mic numir intreg, astfel ca

Rz =107 wi= 0y Ahws s R [t [ == 0)

Este utild urm#toarea observatie: pentru ca gradul de exactitate al func
tionalei R[f]si fie > n, este necesar §i suficient ca sd avem R [P] =0 pentru
orice polinom P (x) de gradul n §i R (P;) =0 pentru cel putin un polinom
P, (z) de grad cfectiv n -- 1. Intr’adevir, orice polinom Q () de gradul n + 1
este de forma Q (z) = CP,(x) + P (x), unde C este o \(\;Qnstanté si P (%)
un polinom de gradul n. Avem atunci R[Q] =CR[P,] - R[P] =0.

Sd introducem polinomul ; ¥

() =(x — &) (2 — 2a)e ... (2 — &), (3)

1) Un polinom de gradul - -1 coincide cu polinomul identic nul,

g =
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Un caloul imediat ne di atunci  (end- @) > :

|
Rl — g+ L)) = (=] @) = s imm (e (8

dacd m’ este un numir intreg = 0. Pentru m' > m aceasti expresie este

egald cu 0.

Pentru m' = m, numirul (&) este diferit de 0 pe baza ipotezelor ficute.

Rezulti de aici ewistenje gradului de exactitate al functionalei R[f]. Mai

rezults o acest grad de exactitate este =p +r 4 m.

Fste clar ci gradul de exactitate este determinat in mod unic.

Gradul de exactitate al formulei triviale din 9K este egal cum 4+ r — 1,
lucru ce se poate constata ugor.

5. S considerim polinomul de interpolare de gradul p -+ r

’ ! ’
L(xO’xO'l"')xvahx?’"',xp+1;flx) (5)

r

relativ la functia f () si la sistemul de p + 7 + 1 noduri, format din punctul
7, repetat de r ori §i din punctele

'T;a x;7 g x;J+1 (6)
care reprezintd nodurile (2), fiecare repetat de atatea ori cit indici ordinul
siu de multiplicitate. Sistemul (6) reprezintd deci o renumerotare a nodurilor
(2), tindnd seama de multiplicititile lor. Pentru fixarea notatiilor se poate
presupune cd:

’ = & .
Ty gk eeetry_q 41 = Fin ] = 1,2, ..., ,L’ Vs 1a 2, vy S (7)

Dacd r = 0, punctul 2%, nu este nod al polinomului §i nu figureaza in nota-
tia (5).

Polinomul (5) este polinomul de gradul el mai mic care eoincide cu fune-
tia f (2) in cele p + 1 + 1 noduri date. Prin aceasta se intelege cd, dacd un
nod se repetd de k ori, pelincmul (5), impreund cu primele sale k — 1 deri-
vate, coincide cu functia f (2) i cu primele sale k& — 1 derivate respective
in acest nod. Polincmul (5) este deci in general pc lincmul lui Lagrange-Hermite
[2], [3], care corespunde functiei §i nodurilor puse in evidentd prin nota-
tia (5), adicd polinomul (unic) de gradul cel mai mic care verificd conditiile:

Par vy Foim S DL RO A 7y
i L l(xo, Loy o+ oy .Lof.bl, L2y o+ vy Aptiy ] |"bl) = (o
e T ums
r Tt
j=0,4,...,ri—=1, i =0,1,...,8 (r=T1)

Forma explicitd a peline mului (H) cste bine cuncscutd [3], [14]. Vom rea-
minti cAteva din aceste rezultate sub forma utilizatd aici.
Polincmul (5) este de forma

r—1 |
L (el 0+ iy o Ty oy Tpani 110) = 3 €1 (@) 1 (@) +
u_.-—;._.._-- =0 . 4

s ri—1 | ;
X ='0‘ Cy, (@) 17 (1),

1=1 J

)

L
.
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unde prima sumi din membrul al doilea dispare dacd r =0. Aici C; (z) =Co,j (z),
C:,; (x) sunt polinoame de gradul p + 1, complet determinate de conditiile

1°. P (z) =1, } (8)
2. ¢ (x,) =0, pentru |u—j |+ o — 1|0
]=0,4,...,ri— AR =20 H1 RS (ro=r).
Dacid punem
C,' =C;.M+T)(x0), j=0717 ...,I'—-i, l
{m+1) 9 ; l (9)
e,i=Ciji (%), ==L i Dt =2 SN
avem
r:l )
L(m+r) (an Zoy -« -9 Loy xiv xé7 G0 xl;+1;ﬂx0) ey Z G ]” (xo) Al
T i=0
s ri—1 4 (10)
CEY >aif@
=1 j=0
g1 rezultd cd
) (o) = L™ (g, @o, - -, To Bh, T3y oy afii; flog) + B (E)

r

oste o formuld de derivare numericd apartindnd multimel O1.

Pe baza formulelor (9) este clar cd pentru m > p, formula (E) se reduce la
f[ormula banald. o (

6. Ne propunem sa determindm gradul de exactitate al formulei (E).
Pentru aceasta yom avea nevoie de urmatoarea lema:

Lema 1. Dactd doud derivate deordine consecutive i,i--1 ale unui poli-
nom eu toate rdddcinile reale au o rdddcing comund, aceastd rdddcing este o
rdddcindg a polinomului de ordin de maultiplicitate cel pugin egal cu e

Intr’adevir, dacd rdddcina comund a derivatelor este @, polinomul se
poate serie sub forma

o -+ g (3— ) + g (z—a)? + ...+ u-a (T — a)  aips(z—a) TPt

si dac# coeficientii ag, g, « -« %i—g U AT fi toti nuli, polinomul ar prezenta o
lacuni de cel putin 2 termeni, ceea ce este in contrazicere cu realitatea tuturor
ridicinilor. Presupunem, bineinteles, cd ordinul efectiv al polinomului este
cel putin i.

Observiam acum cd, dacd f(z) este un polinom de gradul p + r, avem

L (1’07 Loy « + -3 Loy xiv xé7 oy x;’+1; flx) =f (.’E) (11)

si pentru formula (E) avem atunci R [f]= 0. Aceasta ne aratd cd gradul de
exactitate al formulei (E) este =p +-T- Se vede imediat cd concluzia se
mentine §i dacd (E) se reduce la formula banald.
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Dacd m < p, formula (4) ne di, in particular,

Rile = a1 @] = D0 ), i - ayr) =

(m 4 1) (12

(m —1)!

()

si polinoamele (2 —x, )" 1(x), (x — )+ (z) s o _ .
p+r-H1, pr _|_°2. ) o (z) sunt respectiv de gradele efective
o ADaca Thes 0_7 avem [ (%y) 5= 0, pe baza ipotezelor ficute, iar daci m > 0,
tindnd seamd si de lema 1, se vede ¢ nu putem avea in acelasi timp

l(ln) (xo) =0 , Jm—1) (xo) —0.

?educem deci urméitoarea teoremi:
eorema 1. ; ¢ (L '
B Gradul de exactitate al formules (E)  este _totdeauna
Dacd m > p acest grad de exactitate este egal cu m -1 —1,
Dacd m < p, gradul de exactitate este cgal cu p 4 dacd 1™ (x,) =+ 0 st
este egal ¢ 1 dacg 1™ = : :
g upj—r+_ - dacd 1™ (xg) = 0.
Mai rezultd de aici ci (E) se reduce la formula triviald daci si numai

lacd m > p
7. Kie (1) o formuld din 9%, cu gradul de exactitate =p -F r. YVom aridta

cd aceastd formuld se reduce la formula (E). Pentru aceasta, si pres
contrariul. Atunci, cel putin unul din coeficientii a;= a ,<, a; -peset(;1 pdli&erli?
de eoeflclentu} ¢j == Co,j, Ci,j respectiv. Pentru moment éé,né‘éém cu RI[f]
restul form.qlel (1) si cu R, [f] restul formulei (E). ,

Pentru fixarea ideilor si presupunem ci

'#_: 0, .’ =%
ag,j— Cp, i : =
:0,]::0(—[—1,0(4—2,...,7}'—1’ (ro r) (13)
; Scazand Ir(luembru cu membru formula (E) din formula (1) si rezolvand
in raport cu f* (xg), gisim o formuld de forma ’ i

o— =2l

% 1 : 8 8
[ @0) = 3 af 7 (a6) + 37 37 at 1" (w2) + By [f] (14)

i=1 ;=0

}mrde, dacd B =£ 0 in a doua sumd din membrul al doilea in loc de g, ry se
intelege z,, r respectiv. Restul R,[f] al formulei (14) este A

g, — Cpa

(15)

Avem, bineinteles, « < rg — 1 (. =in)
‘ Pen'tr}l formula (14), numerele p, 7, m devin p +r —rg, max {o — 1 0}, 0
respectiv, deci, pe baza unei observatii dela punctul 4, gradul de exactitate

i

W= —

7
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al acestei formule este << p 47 —rg-f max {o — 1,0) <ptr—reta<
— p -+ r —1. Insa din (15) se vede cad gradul de.exactitate este =p + r.
Accastd contrazicere ne aratdl cad ipoteza (13) este inadmisibild.

Putem dar enunta teorema urmaitoare:

Teorema 2, Inmullimea T @ formulelor de derivare numericd (1) existd

o formuld, $t numar-una singurd, de grad de exactitate maxim si aceastd formuld

este formula ().

Pentru acest motiv, formula (E) se
ricd de exuctitaie muwimd. "

8. Putem acum preciza ordinul formulei (B). Acest ordineste < p +r a4 1,
Opdinul formulei poate si fie insd §i mai mic decdt p +r + 1, pentrucéd
anumili coeficienti ¢;, ey pot fi null.

Dacd m > p, ordinul este 0.

Daci m < p, ordinul este un numér pozitiv. S# presupunem cid acest
ordin ar fi p 4 r+ 1 — «, unde « = 0. In acest caz, formula (E) este in

va numi o formuld de derivare nume-

acelagi timp o formuld de derivare numericd dintr’o multime 91X, care se

deduce din 9%, modificAnd caracteristicele prin reducerea unui numir «
de noduri (6) sau si punctul z, de un anumit numar de ori, mentinind insd

suma |m - . Numirul p—r, prin trecerea in 9%, devine p + r —a. Dar

formula avand gradul de exactitate =>p +r=p 41 —a este 0 formula
de exactitate maximd in 91,. In consecintd, sau formula se reduce la
formula triviald din 91T,, sau are gradul de exactitate cel mult egal cu
p-+r+1—a« Prima ipoteza este inadmisibild pentruci ar rezulta ca
formula s3 se reduci la formula triviali din 9T, ceea ce este in contra-
zicere cu ipoteza m < p. Din a doua ipotezd rezultd cd o < 1, deci o = 0,
sau o = 1.

Cazul « = 1 are loc daci unul dintre coeficientil ¢,—1, ¢i,r—1, 1=1,2,..., 8
este nul. De altfel, dacd unul dintre acesti coeficienti este nul, ceilalti sunt
in mod necesar diferiti de zero: In cazul acesta, formula trece din multimea
QI in multimea 91T, prin suprimarea odatd a punctului de derivare sau odatd a
unui nod ;. Prin aceastd trecere, numerele m, r devin m - 1, r — 1 respectiv,
sau raman neschimbate. Primul caz nu poate avea loc decat dacd m << p,
pentrucd altfel am ajunge in contrazicere cu faptul cd formula in 9R; nu se
reduce la formula triviala.

De asemenea, prin trecerea in 9;, polinomul /(z) rdméne neschimbat

. U(x
sau devine —(——)— :
r—X;

Formula consideratd are in O, gradul de exactitate < p -+ r si rezultd .

cil acest grad de exactitate este chiar p +r, adicd in 91, formula se ghseste
in cazul cand gradul siu de exactitate se mareste cu o unitate.

Din cele ce preced rezultd cd vom avea i¢q = 0, daci si numai dacd
1" (z,) == 0. Acest caz nu este posibil decat dacd r > 0 si atunci tofi coefi-
cientii ¢;r,—1, ¢t =1, 2,...,s sunt diferili de zero, iar dacd r > 1 avem §j

o), . [ () 1
¢, 270. De asemenea, avem c¢;,,—1 = 0, dacd §1 numai daca[—()— =
. = X —Xi |x=x,
si atunci tofi coeficientii ¢ 150, o =1, 2, ..., 1% 1,1 +1,..., s

Avem de asemenea ¢_; =0 dacd r>0 §i ¢, 0 dacir> 1.
Din discutia de mai sus rezultd urmatoarca teorema:
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Teorema-3. Dacd m <p, gradul de evactitate al formulei (L) este cel
mult egal cu ordinul siu. Gradul de ezactitate i ordinul, sunt egale dacd §i
numai dacd X, este o rdddcing, diferiti de noduri, a unuia din polinoamele

(m)
1™ (x), z"”“’(w»[m)] SR SN nenas (16)
T—X;

In general, gradul de exactitate este p + 7 si ordinul este p4 r 4 1.
Gradul de exactitate gi ordinul sunt ambii egali cu p+r 4 1, dacd =z,
este o rad#cind a primului polinom (16). Gradul de exactitate si ordinul
sunt ambii egali cu p 4 r, dacd z,este o rdddcind a unuia din ultimele s-1
polinocame (16).

9. Din analiza precedentd rezultd ca doud oarecare dintre polinoamele
(16) nu pot avea o rdddcind comund diferitd de un nod. Acest lucru se poate
demonstra si direct. Dacd m = 0, polinoamele, afard eventual de al doilea,
nu au rddicini diferite de noduri. De asemenea, proprietatea este imediaté
dacd m = p, pentruci atunci

l(z)

x— X

(p)
l“’+1’(x0)=(p+1)!#0,[ ] =pl=E0,i=1,2/...,5s

S# examindm cazul general.

Din lema 1 rezultd ci orice rddécind comund a primelor doud polincame
(16) este un nod de ordin de multiplicitate cel putin egal cu m -+ 2.

Punind in evidentd unul din ultimele s polinoame (16), putem scrie

1™ () — [,__l (o) ]‘m’ (@ — )+ m [M ]‘”‘_”

T— i r—
st =D, o b 4 . ! ‘(m) I (x) (im
Se vede de aici c& orice rddicind comund a polinoamelor I (z), | ——|
xr— I
S N g : . I (z) qm L) )= 1
este o rdddcind comund a pohnoamelor[ (2) ; (=) gi, pe baza
T— & T— ;.

lemei 1, aceasta nu poate s fie decAt un nod de ordin de multiplicitate cel
putin egal cu m - 1.
Avem de asemenea

A 1 (x) i o I (%) m—1y
Lc— Gl [(w —aa) (v — wa)] R m[(x ) (o — m)J
[ l(z) ]{mJ it [ {(z) (m) kil m{ I () ](m—l)
& — p (2 — Z4) (¥ — Tp) (% — q) (2 — )

de unde se vede ci, dacd « == B, orice rdddcind comund a acestor polinoame
este 0 rddicind comund a polinoamelor

[ I (x) ](m) [f I (x) ](m—i)
(@ — ) (@ — )] " | (& — 2a) (2 — )
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§i deci, pe baza lemei 1, este un nod de ordin de multiplicitate cel putin
egal cu m - 1. :
In fine avem si

1m0 () — [——l (2) ](mH)(x — ;) + (m + 1) I‘M]w (17)

xr— X r— I

care ne aratd cf orice ridédcind comund a polinoamelor

1) (), [—l (=) ]‘m’ (1)

xT— X

este o rdddcind comunid a polinoamelor

[—l ) ](mm(x i), [ i) ](M)'
T— Z; b= Gt

Rezultd cd orice rddécind a polinoamelor (18) este sau nodul z;, sau,
pe baza lemei 1, un nod de ordin de multiplicitate cel putin egal cu m - 2.

Din analiza precedentd mai rezulti ci preprietatea coeficientilor ¢y,
¢r—a (dacd r > 1) de a nu putea fi ambii nuli este o consecintd a fa'pt.ului ci
polinoamele ™Y (z), 1™ (z) nu pot avea o rdddcing comuni diferiti’ de
un nod. Acest din urm& fapt rezultd din lema 1, pe baza cireia orice
rdddcind comund a acestor polinoame este un nod de ordin de multiplicitate
cel putin egal cu m + 3.

De asemenea, faptul ¢ ¢; 1, ¢, r—2 (dacd r; > 1) nu pot fi ambii nuli
rezultd din faptul ci polinoamele

1 (z) m Lz) Tim
] a0

nu pot avea o ridicind comund diferitd de un nod. Avem insi

L(@) | i@) ™ L[ L@ ey
e R e

r— (z — z;

de unde se vede cd orice rdddcind comuni a polinoamelor (19) este o ridicini
comund a polinoamelor

[_“x) m [ (@) |-
'(w-wi)z] ’ [(x—xi)z}

dec_i!‘: }1)e baza lemei 1, un nod de ordin de multiplicitate egal cel putin cu
r[_‘e.orer_r'la 3 si rezultatele precedente se pot stabili si direct, calculand
coeficientii ¢,_,, ¢,_,, Civre1r Cipra b= 1,2,...,s aipolinomului (10).
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10. S& revenim la formula (E). Vom spune ca aceasta formuli este excep-
tionalit, dacd ordinul sdu este egal cu gradul sdu de exactitate.

Formula (E) devine exceptionald sub trei aspecte diferite: 1°. Gradul de
exactitate se mireste cu o unitate, 2°. Numiirul 7, atagat punctulni de deri-
vare, scade cu o unitate dela r (' =r— 1), 3°. Numdrul r;, atasat unuinod ;,
scade cu o unitate dela p/ (r{ = r; — 1) i

Din rezultatele dela punctul 8 rezultd insd cd cele trei aspecte revin unul
la altul prin trecerea formulei din multimea 9N intr’o multime analoagd 91y,
prin urmitoarele modificiri ale caracteristicelor lui K.

Daci formula (E) prezinta aspectul 1° in ON, atunci ea prezinti:

Aspectul 2° in mul{imea 91y, obtinuta prin méirirea cu o unitate a ordi-
nului de multiplicitate a punctului de derivare si micgorarea cu o unitate a
indicelui de derivare.

Aspectul 3° in multimea 91, obtinutad prin mirirea cu o unitate a ordinului
de multiplicitate a nodului respectiv.

Dacé formula prezintd aspectul 2° in 9L, ea prezinti:

Aspectul 1° in multimea 9, obtinuta prin micgorarea cu o unitate a
ordinului de multiplicitate a punctului de derivare si mirirea cu o unitate a
indicelui de derivare.

Aspectul 3° in multimea 91T, obtinutd prin micgorarea cu o unitate a
ordinului de multiplicitate a punctului de derivare, mérirea cu 0o unitate a
indicelui de derivare si mérirea cu o unitate a ordinului de multiplicitate a
nodului respectiv.

Daca formula prezintd aspectul 3° in 91T, ea prezinta:

Aspectul 1° in multimea O, obtinutd prin micsorarea cu o unitate a
ordinului de multiplicitate a nodului respectiv.

Aspectul 2° in mulfimea 1T, , obtinutd prin mirirea cu o unitate a ordi-
nului de multiplicitate a punctului de derivare, mi¢gorarea .cu 0 unitate a
indicelui de derivare si micgorarea cu o unitate a ordinului de multiplicitate
a nodului respectiv. : 3

11. Echivalenta celor trei aspecte ale exceptionalititii se poate exprima
prin formule. Pentru a stabili aceste formule si considerdm formulele

generale:
L (“17 Qg y «voy LRt ) f|’l?) % L(ala Ry ye ooy Ky fl.’l)) i
(20)

b

v

+ (x—xi)'[ml? O'.g,---,o’v]i+‘l;f]a
i=1

Loy, 0, -y %413 flx)_:L(O(17 oy v oqOhiy B3 flz) +
(21)

+ (g1 _-B) ,H (2 — o) [0ty oy ooy Bty B3 ]

1

In acoeste formule, [, %y, . - -, aiy1; f este diferenta divizatt de ordinul & a
functiei f(z) pe cele k& -+ 1 noduri oy, o, . - -, Gkl distincte sau nu. Presu-
punem ci se cunosc definitia gi principalele proprietaii ale diferentelor divi-
zate, precum si de altfel ale polinoamelor de interpolare pe noduri distincte
sau nu [6].
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Formula (20) ne dé, iniparticular
L (xov xO" 3. 'T'(“ SCi, Tév 5% .le;,+1; fl .’,C) =
——————
r

— I S Tt e S R N s IS S o S
r-+1
— (@=2)" () [Zg, Lo, -y oy X1y T2, .y Tpya; f1 =
r-41
-_~.L(x0,xO?...,xo,xi,xé,...,a“;,+1,x,-; flz)y —
=

— (=g U@ Za, By,e o By @1, By, Tyt T35 1
r

Derivand - 7 ori i tin4 3 1)
de m - rori si tindnd seamd de I (z,) = 0, deducem
(m-tr) ’ v
L (xo,xo,...,xo,x1,m2,...,x,’,“;*]‘lxo):
r
s - {m-r) 3 ’
L (xo,xo,...,.-ru,:m,m-é,...,x;,“;fixo):
r-1
4 I(m+1') z ] v ’ ’ I . m
B ( 00 Lor- - -y Loy Xhy X250 .0y Tpy1, X f| xo)v [l( : (370) =i 0]
r

care indicad trecerea formulei dela aspectul 1° la as ° s i
ectele 2° g1 3° A1v
De asemenea, formulele (20), (21) ne dau S R

L g o et s s Sl il =

I

e L g e e | L A st e 1 RS
r—1

=1 1 .
+($ .CO) l(a’)[xoax(]’."‘axoa'Tiax27""x[’i+l;f]=

r

fr-'o,f(fi;-’lfé,---,ff;)+1,xi; f|‘7)+

; =1
: L) (.’,U '["0) l(l‘) [:360, Lo+« -y Ty 'TL ‘Téy- vy x;?+17 Lis f]

o ———

r
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L(7n+r) (xo » Lo 5. by i

oy Toy X1, 5. ., Thit; ffxo) i

I
:L(m”)(x :
O’xo i ] w xl ’ ’ i
4 3 1 Hos X1, Xay. Ly Ty ’ﬂxo):
r—1
=L(m+r

)
(T, Tg,. ..y @y, 27, a5 4
o1 Ty By oy s, 05 ), 7 g = 0
care indicd trecerea formule; dela ¢ i
Tot formulele (20), (21) 61311e de;?l PRI £Ta Repedteloi) 2 g

respectiv:
L(z,, z
(‘oa 0,._;.,_av2,xi,xé,...,x;+1;f[x)=
"
=L (2, 2
g_lz___o\?""307xi”xé’7"'?xl’;;f!x)+
r
- Uz
+ (z—x,) ()[xo,xo coy Ty, XE . 2h 4
A s ) 2 %0 1,x2,.,.,a:p+1;f[x):
5
=L (z,, z
(_[)a 9\:-_—_30,1'1,-%‘2’,- axpl7f,x)+
r-1
+(@—ag) oy LD
. . s z
B 0_:{__: 0’x17x27"‘7x17+1;f]
r--1

unde z1’, z% i
W Lol s sy ) ;
i i 1o+ Tp sunt nodurile (6), dintre care $’a suprimat odat
D5 oPIvA B b i 5
i Derivand de m -+ r ori §1 tindnd seamy de L(z)
d —_— == Se de-
uce T Tilows, ’

L(m+r)(x

01 Loyen oy @y, 21, 4 4 '

0 0o 1_97‘Z17x2:"'7xp+1;f,x0):
r

s L(m+r) (CU
x e ’7 ’7 v
Q00 Ty B, X @y f] ) =

B L(m+r}

i

(B0 Bu,. oo @, 0k, 0 L) o
r1 A Tifps OJ

care 1n<_iic5t trecerea dela ag
Notiunea de f

plet clarificaty.

pectul 3° Ia

ormuld de exactit aspectele 1° i 2° respectiv.

ate maximg 1 i
axima exceptionald este astfel com-
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12. Fie OO reunirea multimilor O, obtinute variind punctul de derivare
z, §i 18s4nd neschimbate celelalte caracteristice ale lui 9. Existd atunci un
wumsr finit de formule exceptionale in 9. Acest numdir este egal cu
numsrul total al raddcinilor distincte de noduri ale polinoamelor (16) daca
»>0 si este egal cu numirul total al rddécinilor distincte de noduri ale
primului §i ultimelor s polinoame (16) dacd r = 0.

Radicinile polinomului 1™ (2) sunt de doud feluri. Unele, sd le zicem um-
proprii, provin din multiplicitatea nodurilor. Acestea sunt toate nodurile,
dacid m = 0, si-sunt acele noduri care sunt §1 ridicini ale polinomului
179 (), daca m > 0. Orice rdddcind improprie este socotitd cu ordinul sau
de multiplicitate si coincide, pe baza lemei 1, cu un nod de ordin de multi-
plicitate egal cu m +- 1, cel putin. Mai precis, numirul raddcinilor improprii
care coincid cu nodul z; este egal cu max {0, r, — m}. Astfel, numirul total
al rid&cinilor improprii ale polinomului 1" (x) este egal cu

i’max {0,r,—m}. (22)

i=1

Colelalte ridicini ale lui I™ (z), sd le zicem proprii, sunt raddcini simple.
Astfel de rddicini pot exista numai dacd m > 0. O raddeind proprie poate
coineide cu un nod, insd in orice caz nu cu cel mai mic sau cu cel mai mare
dintre aceste noduri. Aceastd din urm# proprietate rezultd din faptul c4,
ridicinile derivatei unui polinom cu toate rddacinile reale apartin totdeauna
celui mai mic interval inchis care contine toate riddicinile polinomului. Pe
baza acestei proprietiti, daci ™ (z) se anuleazi intr'un nod extrem,
1Y (z) se anuleazd de asemenea in acest nod. Acest nod are deci ordinul
de multiplicitate cel putin egal cu m -1 si deci este o riddcind improprie.
Daci 2; este ridicind proprie, trebue si avem r; << m — 1. Pentru r; =m
avem 1™ (x;) == 0.

Numirul radicinilor proprii ale lui 1™ (z) este egal cu

Ny = P 4 1 —m — Zs"max {O, T, — T)’L}.
i=1

Dacd m =0, avem N, = 0. Dacd m=1, avem N, =5 — 1 si toate
ridd&cinile proprii sunt distincte de noduri. Dacd m > 1, cel mult max {0, s—2}
si bineinteles cel mult p 4 1 — m, rddécini proprii ¢oineid ew un nod.

s S ray Ll S i’ : [ (=) | v
Numirul rdd#cinilor improprii ale polinomului l—(-—)— va fi egal cu
T — T

s
> max {0,r — m} — max {0, r; — m} + max {0, , —m—1}.

=1
~ Réddcinile proprii ale acestui polinom sunt simple si, pentru acelagi mo-
tiv ca mai sus, diferite de cel mai mic si de cel mai mare nod. Rezultd cd
numirul total al radécinilor proprii ale ultimelor s polinoame (16) este egal
cu (s —1) (Ny—1) 4 Nyup1. Rezultatele dela punctul 9 ne aratd ca doud
oarecare din polinoarmele (16) nu pot aveao rdddcind comund diferitd de un
nod. De asemenea, formula (17) ne arati cé, dacd z; este o rdd&cind proprie
4 unuia din polinoamele (18), atuneci este rdddcind proprie a ambelor poli-

noame (18), dar nu este ridicind proprie a niciunu alt polingrd(io) - Rass

ot
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un nod este o rdd#cind proprie a polinomului §™ (), atunci acest nod nu
este rdddcind a niciunui alt polinom (16). Observim, in fine, ¢ cel mult
- max {0, s—2} noduri pot fi riddeini proprii ale polinoamelor (16).

Din cele ce preced rezulty ci putem enunta teorema urmitoare:

Te orema 4. Numdirul N’ al formulelor (E) din 9RO, al edror grad
de ezactitate este egal cu p -+ - 1, este egal cu O pentru m = 0, egal cu s — |
pentru. m = 1 g1 verificd inegalitagile

Nm—max {0,s —2} < N' < N,
pentru m > 1.

Numdrul N al formulelor (£) din 9N, al cdror ordin este egal cu p -+ 1.
este egal cu 0 dacd m'= 0, r = (), egal cu 5 —1 dacd m =0, r > 0 st verificd
wnegalitdpile.

(s—1) (Nm—1) + N,y —max {0,s—2} <

(s—1) (Nou—1) + Npy1, dacir=0

g]Vug{
(s —1) (N —1) + 2N 44, dacir> 0

pentru m > 0,
" Numdrul N al formulelor (E) exceptionale din o0 este egal cuC dacd m =r= (),
egal cu s — 1 dacé m = 0, r >0 $t verificd inegalitdile

(S_‘l) (Nm_"l) —{_ Nm +va*i;1—max {038-—‘2} §
{(s-—i) (¥m—1) 4 Ny + Nowy1, daci r—0

<N<
(8 —1) (Nuu—1) 4 N+ 2N 1, dack 1> 0

pentru m > (.

Numérul max {0,s — 2} din delimitirile infericare se poate amel. »a in
functie de p, m, s, dar nu ne ueupam de aceastd chestiune.

13: Putem delimita in mod d(stul de convenabil numdrul (22) in funectjc
numai de p, m, s. Pentru aceasta ne vom folosi de urmitoarea lemi:

.Lue. ma 2. Dacd numerele %1y %gy. .. Ok, B sunt nenegative avem in:-
galitatile.

K k
max{O, Zai— kﬁ}; Z‘max {0, o — B} < max {O, Zk‘ozi —B } (23)
i=1 =1 i=1

Este destul si demonstram proprietatea pentru k =2, cdci pentru &
oarecare va rezulta prin inductie complets.
Pentru k =2, inegalititile revin la 1)
]“1"‘“2“23’&]“1“Bl‘i‘la‘z'_plél“l Toag— B+

care se verificd imediat 2).

) Avem max {0, «) =%(a+|a]).

?) Fiecare membru este linear in B, in intervalele determinate de punctele 0, q,

o; 4 o - . Bl 0 oSS | Lk :
oy, ——2— » % + oy, - o, Este deci destul s¥ se verifice inegalittgile pentru extremitdtile

finite ale acestor intervale $i pentru § > o + o,.

QE———
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i i 1 i inegalitate clasicd §i este adevaratd
Prima 1I}ega11tate (23) revine la o 1negahtate e g
oricare ar fi numerele o, , og, ..., %, B.

Revenind la delimitarea sumei (22), care pentru m =0 este egald cu
p -+ 1, avem, pe baza lemei 2,

max {0,].) +1—sm) < i‘ max {0,r; —m} < max {0,p+2—s—m} (m>0),
: =1/

deoarecer; — 1 =0, m — 1 =0. : : i
eo%ﬁservlém acum’cé 1) ¢ — max {B,y}=min {& — B, = — v} ‘si deducem

min {p +1—m,s — 1) <N, =min {p+1—m,(s—1)m} (24)

m>0 (N, =0).
1), 1 ‘ sntru s=1.
Numerele (s—1) (Nm — 1), Nmy, Nm41 sunt nule pen p eloh
Dacd m :(p, si_ngui":ﬂ pun,ct z, pentru care formula poate s fie excep
tionald este

re s
m % i @
pentrucd aceasta este ridicina lui I ().
Dacd s > 1, 0 <m < p,avem
(s—1) [min {p-+1—m, s—1} — 1] — max {0,s—2} =0, min {p—m s—1} =1

(25)

care ne aratd, {indnd seamd de (24), cd avem
(s — 1) (Nw — 1) + Npyq — max { 0,5 — 2} = 1.

Tinind deci seama de teorema 4, deducem teorema urmatc are f
Teorema 5. In muljimea ONO existd totdeauna jormule (E) exceplio-
7 urmdtoarele trei cozuri: :

nalei,odgaz 1d.e 2°m =p g1 punctul (25) coincide cu un Iaod. d° m = 0 si 1':0‘.

14. Dacd in formula (1) avem m - r >0 s dacaA coeficientii a, (dfaca
r>0)aio, i=1,2...,ssunt teti nuli, f}ox_‘m}ula este in acelasi timp o 0:-
muld de derivare numericd pentru derlva“cal_jv (z) 8 functiei f (z). 1n 'ac(:.t
caz, vom spune cd formula (1) este reductibild. In cazul contrar, vom spure
cii formula este ireductibild. Formula (1) este deci re@ucfmbﬂa, respectiv 1rfg-
ductibild, dupa cum in aceastd 'formulé.nu flgu?egz“a niciuna, .reﬂspectlvt li
gureazd efectiv cel putin una, din valorile functiei in neduri si in punctu
e g]esfctav?rrli(;resant sd examindm care sunt formulcle dg exactitate maximi
reductibile. Pentru aceasta, sd examinidm rgdqctlblhtatea forr}lulel (E).
S4 presupunem ci formula (E) nu este tr1v1alav§1 este reduciilblla. Tge})11\t}
atunci s avem r = 0, saur > 1 si m - r > 0. S8 n:tdm cu (E”) aceastd for-

A
llasve o Bl —B] . ot B—le—P|
e A e i

e
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muld, privitd ca o formuld de derivare numeric® pentru functia // (2) — 3
Folosind deci notatiile (10), aver : ARl

5 r—1 . sEUNT T Lo AT S il
8 (75) = 2, i8N (ao) + 3 37 01,8 () + R (E%)
= =1 f=T :

Pe baza celor stabilite mai sus, putem presupune ci ordinul formulei
(E) este p+r-4-1. Si notim cu p*, r', s" numerele p, r, s, corespunzitoare
formulei (E*). Toate aceste fapte implic re>1, i=1, 2.,... s si avem
at;n;n PP =p—s5,8"=5r" =0 sau r"—r—1 dupd cum = 0 sau
r A
Gradul de exactitate al formulei (E”) este p 4+ r — 1 san p -+ r, dupd
cum formula (E) nu este sau este exceptionald, deoarece punand gla) 2l f’(x)
in (E") regiisim formula (E), iar (@) = {ai—1, ‘

Se verificd acumn imediat 3 PAr—1=p" 41", ceea ce ne arati c3
(E®) este o formuld de exactiiate mazimd. Deoarece aceastd formuld nu se
reduce la formula trivialg, gradul sdu de exactitate este p'Frsau p*4r*--1
dupd cum ea nu este sau este exceptionald. Am evaluat gradul de exac-
titate in doud feluri diferite si rezultatole obtinute trebue si coineidd. Daci
s =1, formulele (E), (E*) nu pot fi exceptionale si atunci trebue si avem
p+r—1 =p*+ r* si se veriliei imediat ci aceastd egalitate are loc daci
§1 numai daecd r =0. Daci s> 1, avem p4+r —{ > P+’ si egalitate
intre gradele de exactitate nu poate avea loc decat dacl p4-r—1=p*+r*4-1.
Aceastd egalitate are loc numai daci r — ( 818 = 2.

In delinitiv deei, formula (E) nu poate fi reductibil decat in urmétoarele
doud cazuri: S

1°.7 =0,s =1. In acest caz, niciuna din formulele (E), (E*) nu este
exceptionals. ;

2°%r =0,5s=2. In acest caz formula (E*) este eXceptionalﬁ, dar (E)
nu este exceptional. ’ ’

S se observe c¢d o formuld (E) exceptionald este totdeauna ireductibili.

In cazul 2°, conditiile de exceptionalitate se scriu - -

im) D pnfeliss dat (%) i gl st
1728 [ E—2) (5o le, " (26)

15. Rémén_e s& mai demonstrém cd in cele doud cazuri de mai sus formulg
(E) este efectiv reductibily,
In cazul 1° avem
“ ’|1__1 (x gl x I' .
L(21,81,0 00 853 fla)= 5 =20 iy )
T = !

L5

deci Cy, (z)=1, de unde Cﬁ'n& (Zo) = ¢1,0= 0 (m > 0).
In cazul 2°, polinoamele Cl,o(2), Co0(2), de gradul p — 1, pe baza for-
mulelor (8) se divid cu polinomul ;

L (x)

27
(¢ — o) (z — o) o)

?'—*7*
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deci ele diferd numai ‘prin niste factori constanti de polinomul (27).Ace§ti
factori constanti sunt de altfel diferiti de zero, tot pe baza formulelor (8) ).
Conditiile ¢1,0= ¢s0= 0 sunt deci echivalente cu a doua relatie (26). Prima

relatie (26) este o consecintd a analizei precedente. Pl
Simultaneitatea condititlor (26) se poate demonstra gi direct. Avem

L ()
(2 — 2q) (2 — 2,)

U'(z)=[ry (& — @) + ry (x — 2y)]

de unde deducem

I(z) ) :|(m——1)+

(& — 2,) (2 — 7

1 () :|(m—2).
)

(2 — 2q) (2 — 2

100 (2) = [rq (& — @) F 1y (2 — xm[

+(p+1)<m—1)[

¥ ¥ - o kol Iy ¥ . (m)
De aici se vede' cd orice rdddcind comund a polinoamelor I (2),
(m—2) 1 3 . :
Al ] este o riddcind comund a polinoamelo:

(
[(x—xl)(xfxz
(

1 .’/E) (m—1) ﬁ(!") ](n1—2)
[ (x — 21) (2 — %) ] [ (2 — @y) (2 — @)

si o astfel de riddcind, pe baza lemei 1, coincide neapdrat cu unul din

nodurile z,, Z,. g .
In definitiv putem enunta teorema urmétoare:

Teorema 6. Dacd m < p, formula (E) este reductibild dacd st numqi
dacd :

1°°r=0,5s=1, sau T U B ' l f
2°.r=0,58=2 si x, este o rdddcind, diferitd de nodurile x;, X, ale poli-

; I (2) ](’"—1)‘.
[ (z — zq) (x — 2,)

Proprietdtile sunt exprimate prin formulele

nomulut

LY (A8 Smandimat| () == L Sath(, smasad. naiiy £i'2),
—— —— N ————
rp— 1

T

L(m)(xlaxlv-'-.,xla Zo xzv"'vsz; f’x0)=

r Ty ;
) . Y
e )(xl,xl,...,:b“ To i Tyis iy T3 TlEG)
P ==+l =l

unde z, verificd a doua conditie (26).

1)} Din Cy ¢ (@) + Cq ¢ (%) =1 rezultd ¢ acesti factori sunt de semne contrare giegnli

in valoare absolutd."'
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§ 2. Cateva consideratii asupra restului

16. In anumite cazuri particulare importante, restul R al formulei (1)

sc pune sub o formd simpls si comodd. In 1 i
: 51 GO - In cazul formulei de int i
Lagrange-Hermite DI S

f((L‘O)ZL(.’Ci,.'Ué,...,.’,D;]_H;f!60)+R (2‘%)

avem
B = R[f) =l(z) [y, 1, 25, .., 2, ; f] (29)

unde [ (2) este polinomul (3) dej init si care atii
e I (3) deja definit §i care pe baza notatiilor (7) se
le)=(z— ) (x —2)) ... (v — I
Restul furmulei (28), sub forma (29), s HTitn ] i
Sehallin ) , ¢ exprimé ca un produs dintre un
numér diferit de zero si independent de functia | 2 : 2 I 0
Qe hedinalch o 1ot fur,mtiei fp(rc). unctia f (x) si o diferentd divizatd
Pe baza formulelcr

0, pentru i=0, 1,... k—1

fog, 00, 0o @] = )
1, pentru =k

(30)

este vizibil ¢ formula (28) are gradul de . cxactitate p. Punéind

J(z)=1(x)=2""" 4 ... in (28) si tinand seami de V
factorul diferentei divizate din (2’9)’este egal cu e b Tedar 3

R[l]=R[2" =1 (a,).

17. Vom spune cé restul formulei (1) s 3 i j 3
Kl A hane (1) sau ci functionala R[f] este de formd

n

Bfl=M[&, 8, ..., & ,;f] (31)

();care ar fi fuvnc’giz'l f.(u:c), unde n este gradul de exactitate al formulei
; o constantd diferitd de zero §i independentd de functia f(z) iar
G S5 00k En+2, n - 2 puncte distincte din intervalul deschis (a, b). ,
LateI;1 ]i;ICQStROF;’;+]2]E) b%:}[f)(])rmu(]ielog (30), coclicientul M este dat de egali-
=R == , unde x) este un poli ecare de
n 4+ 1, cu primul coeficient 1. o ‘]\ R R S0ty
Punc-tele g, depind in general de functia f(z), iar intervalul [a, b] cste
cel precizat in § 1. ’ I
De exemplu, asa ev 1] i i
A D simp{)é,’ ja cum vom vedea mai jos, restul formulei (28) este de
Pentru simplificarca notatiilor, vom ng i di
: & t N cta cu Dy[f] o diferentd divizati
351&11?;]2% %2 fvu(rilcye; f(x)lpeik -+ 1 noduri. distincte arbitrare din intc:
, b). Dacd deci formula are gradul de - itat i 5 re
cste de formd Simpla, avem R [f] = LA > Bxacf-lt sieibligecd Testal

& n+[ ¥
e 11;11,1& precedenta SUbSISTA pentrit 7 = U. vom mentine $i pentru
n = —1, curestrictia cd in acest caz, punctul £, poate coincide si cu una din

-

=
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extremititile intervalului [¢, b]. Aceastd convenfie simplificd expunerea. De
altfel, in cazul, aproape banal, c¢idnd n = — 1, este in general ugor sd sc
recunoasci dacd se poate alege sau nu punctul €, in interiorul intervalului.

In cazul cand restul este de formi simpld, formula (31) ne di indicatii
suficiente asupra structurii acestui rest, pe baza proprietitilor de medii
ale diferentelor divizate, proprietifi pe care le expunem intr'o altd lucrare.
Aceste proprietdfi permit si se exprime restul in mod analog, cu ajutorul
diferentelor divizate ale derivatei de un anumit ordin dat a functiei f(2),
odnd aceastd derivatd existd in intervalul (e, b).

18. ‘Pe baza unui rezultat anterior [9], pentru recunoagterea formei simple
a restului putem aplica urmdtorul criteriu:

C. Peniru ca funcionala R [f] aditivd §i omogend, cu gradul de exac-
titate n, sd fie de formd simpld este necesar §i suficient ca R [I] sd fie diferit
de zero pentru orice funcfie f (x) convexd de ordinul n in[a, b]t). i

Definitia formei simple si eriteriul C se aplicd nu numai restului formulei
(1) dar si unei funetionale aditive si omogene R [f], definitd intr'un camp
vectorial F de funetii continue in intervalul [, b] si contindnd toate poli-
noamele.

O functie f () se zice peconcagd de ordinul nin intervalul [a, b], dacd toate
diferentele sale divizate pe n -+ 2 puncte dustincte din [a, b] sunt nenegative.
Functia se zice, in particular, congexd de ordinul n in acest interval, daca
toate aceste diferente divizate sunt pozitive. Vom semnala la locul lor proprie- *
titile utilizate aici ale functiilor neconcave §i convexe.

O functie neconcavi de ordinul n > 1, deciin particular o functie convexa
de ordinul 7> 1, este continud in intervalul deschis (a, b). Dacd n>1, ea
admite derivate continue de ordinele 1,2,...,n— 1 in intervalul (,b)
In general, o astfel de functie nu are insd o derivatd de ordinul 7 in toate
punctele intervalului (a, b).

In general, campul F al functionalei R [f] nu conine toate functiile con-
vexe de ordinul » in (a, b) pentrucd, pe de o parte, prin ipotezi campul F
este format din functii comntinue in [, 5], pe de altd parte functionala poate
depinde de valori ale derivatelor de ordin > n — 1 ale functiei f (). Criteriul
C este ins¥ intotdeauna aplicabil deoarece din demonstratia acestul criteriu
[7], rezultd c& este suficient s¥ considerdm numai functiile convexe de
ordinul » care aparfin lui F. : '

19. In enuntul criteriului C conditia R [f] 5= 0 se poate inlocui cu conditia
R[f,] R[f;]> 0 pentru dou& functii oarecare f, (%) si f» (%) € F, convexe
de ordinul n. Acecasti proprietate rezulti din urmitoarea lem&, foarte
utild in aplicarea criteriului G. ' :

Lema 3. Dacd n este gradul de ezactitate al functionalei R[f] aditivd
si omogend si dacd putem gist doud funclii £, (x), f5(x) neconcave de ordinul
n’ << n in intervalul [a, b] astfel ca

R[f,] R[f,]1 <0 (32)
atunel q;vistd o functie f (x), convexd de ordinul n’ in [a, b], astfel ca
R[f1=0. (33)

1) Criteriul sub aceastd formd este suficient aici. In general, din faptul ¢ R (f]=0,
pentru orice functie convexd de ordinul », rezultd ci gradul de exactitate este n.
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Se stie ¢d o combinatie lineard, cu coeficienti pozitivi, de mai multe (un:
numdr finit) functii neconcave de ordinul »/, dintre care cel putin una este
convexd de ordinul n’, este o functie convexi de ordinul n’. S& observim acum:
cd functia (z — a)*+! este convexi de ordinul n’ in intervalul [a, 8]11). Pe de
altd parte, R[(z—a)"+1] == 0, din cauza definitiei gradului de exactitate.
Rezultd ca functiile ;

R[f1]
R[(x—a)"“]
aley: 1] R[fy
f2<x)—f2<x>+2‘——R[(

T a)n_+ 1]

(z— a)"tt

i () =f1(x)+%’

(.Z' “_-a)n{-l

sunt convexe de ordinul »’.
Tindnd seamd de (32), un calcul simplu ne arati ci

RIf;1 RIf3) =% RIfy] R[f,] < 0.
Rezultd cd functia

G ONSI R
1 (@)= f; (z) — E% £ ()

este convexd de ordinul n’ §i, se verified imediat, satisface egalitatea (33).
Lema 3 este deci demonstrati. !
Pentru n' = »n, aplicand criteriul C, se deduce urmitoarea teorems:
Teorema 7. Dacin este gradul de exactitate al functionalet R[f], aditivi:
st omogend si dacd putem gisi doud funcgii £1(x), 1,(x) € F, neconcave de
ordinut n in [a, b, astfel ca si avem (32), atunci funciionala nu cste de formd.
simpld.
20. Restul R al formulei (1) se poate studia sub forma mai simetric

R[f]= ¥ § b 1 () (34)
i=0 j=0

t

unde pentru moment putem presupune ¢
OF =S =E T <% e = h

Bineinteles, cdmpul F al functionalei (34) este format din functiile f(x)
continue in [e, b] i admitdnd derivatele in punctele unde intervin efectiv
in expresia lm R [f]. :

Vom cduta sd stabilim citeva proprietdti in legiturd cu forma simpld
a functionalei (34).

S& presupunem cd gradul de exactitate este 7. Vom arita ci functionala
nu poate depinde efectiv de derivatele de ordin > n + 1 in caz ¢4 forma
el este simpld. Pentru aceasta va fi destul, pe baza teoremei 7, ca in cazul
contrar sd construim doud functii f, (), f, (z) € F neconcave de ordinul
n, astfel ca sd avem inegalitatea (32). :

) Se poate ardta, de exemplu, cd derivata de ordinul n' - 1 a functiei este pozitivi
in intervalul [a, b].

o e———

..’
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Sd presupunem deci cd by 50, b;; =0, j=k-1, k--2,..., unde

= ol i iy "
Fie € un numdir pozitiv destul de mic si care in cursul demonstratier va

fi precizat- i mai mult. , :
S definim functia continud ¢_(v) in felul urmédtor:
1°, o, (x:) = 1. Ay e, :
2°. g, (z) =0 pentru z € [a, 2;—<] U [2i4¢,b], x€[a+ 2, b], respectiv
xw€la, b —2], dupd cum 0 < i <s, i =0, respectixz =5 g
€[3°. ®, (x)'éste linear in fiecare din intervalele rdmase din [e, b] deci in
(2 — e, %] si [%, @+ €], [@, @+ 2¢], respectiv [b —2¢, b], dupd cum
0<i<s,i=0, respectiv i =s. P G
Avem atunci ¢_(z) = 0 pentru z€[a, b].
Sd considerdm acum functia

z (.%‘ - t)k—l
f.(z)= Sa =11 % (t) dt.
Xy — Ty '
Atuneci, dacd ¢ < max { XZy— By, Ts— Te—t, 1 avemn

1" (z) = o, (%), pentru % € [a, b],
0 = /% (@) < {1 (@) < 47 (8) =S" o.() dt =<, pentru - 5 €[a, b]

a

1 () = Sl E__z _;)]__j; Y@y dt, pentru j=0,1,..., k—2.

Rezultd atunci imediat ca

ST (Bides ) il : s A g g T 5)
7 ¢ 05553 , pentru z€[a,b]sij 2Ly,
Oéfs./(a,)és(k_i_].)! P

Fie acum A4 o constantd oarecare diferitd de zero si sd considerdm funcfia

f o). = 41, 2) + | 4 T TeE=n—21" " @yt (36)

Avem atunci
h—n—2
ALl a)

L % e (b
o [ (@) = AR ) A =
si deci, pe baza lui (35),
]t(n—H) (%) ;0’ z€[a, b

Aceastd inegalitate ne aratd ci functia f(z) este neconcavi de ordinul
‘n in [a, bl - :
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Tindnd seama de (36), deducem
(b i s a)k—n—-2
N1 (k—n—-2)!
N ]=0,1,..., n41
Af @), j=n+2 n+3, ..., k—1
pentru z €[a, b].
Tindnd seama de (35), avem
(@) | <2 A (b—a* ", j=0,1,..., k —1, z¢[a, b]. (37)
Dacd acum presupunem ci

1 |
— - min  { &4 — 3 ) (38)
2 t=0; 1,7 s

Af@) + |4 | ooy

E;
(@ =)™+,

f(i) (x) i

avem §i

f (@) =0, pentru j >k & =0,1,..., i—1, i1 ... s (39
Tinand seama de J™ (2;) = 4 si de (34), (37), (39), deducem

B I) = bir A <(§k2_’1|bi.f I)2| A|-max {1, (0—a)""}.c.

i=0 j

~ Alegand pe & destul de mic §1 in orice caz astfel ca inegalitatea (38) si
fie verificatd, deducem :
bi, i, A
B0 - bd ] < a2l

care ne aratd cd atunci R [f] are semnul lui b; x 4. Dar 4 a fost ales oarecare.
Luénd A =1 si notand cu f, () functia (36) astfel obtinuti, si luand aroi
A = —1 si notand cu f, () functia (36) astfel obtinuti, inegalitatea (32)
este verificata. ‘

Putem dar enunta urmatoarea teorems:

Teorema 8. Dacd gradul de exactitate al functionalei (34) este n, aceasii
Junciionald nu poale i de jormd simpld decdt dacd nu contine efectiv derivate de
ordin >n + 1. :

Cu alte cuvinte, functionala nu poate fi de forma simpld decat daci
bi,j=0 pentru j>n+1, i =0,1,...,s.

me examina in particular tunctionala (32) cu gradul de exactitate —1, 0
sau 1.

21. S& presupunem cd gradul de exactitate este —1. Teorema 8, care
se aplicd i aici, ne aratd cd functionala (32) este in' mod necesar de forma

R[f) = 3 b:F () | (40)

=0

dacd ea este de formd simpli.

=
&

T

3

Ll o
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Pentru ca functionﬁla (40) sd fie de formd simplé,veste: necesar ca coefi-
cientii by, by, . . ., bs 88 tie de acelagi semn ). Intr’adevdr, sd presupunem con-
trariul, si fie b, bg < 0. Atunci, inegalitatea (32) este verificatd daci pentru
J; (@) ludm o functie continud nenegativd, astfel ca J;(2«) =1, J; (2)) =0,
. 0,1,...,—1, a+1,...,8 si pentru Jy(z) ludm o functie continud
'nenegativﬁ, astfel ca }2 (2p) = 13 j_s ('T'f)v= 0? } =0, 1= . B““is B+ Lyvouy 8

Conditia este §i suficientd, cici dacd ea este indeplinita, din ]

R[1) = 3'bi#0
1=0

rczultd ¢ R[]] = 0 peniru orice functie pozitiyé fla).
Deducem pizin urmare urméitoarea teorema: : te)
Teorema 9. Condifia necesard s Sufwvzen'td ca functionala (40) sd fie
de gradul de ezactitate —1 gt si fie de forivnof .nvmpla este ca tof coeftcientit
bi, 1 =0, 1,...,8 sd fie de acelagi semn, fdrd sd fie toft nult.
" Dacd conditia este indeplinitd, avem deci

Sufta) = (35000 1

care exprimd de altfel o proprietate binecunoscutd a fumﬂ_;ii}or continue.
Aici Dg[f] = f(§). Punctul & apartine, in general, m@eirval_!glm inchis[a, b].
Dacd, de exemplu, s> 1 §i cel putin unul din coeficientii by, bay.ony bs1
este diferit de zero, punctul £ se poate alege in mtver\falul__(_.a_,_‘b)v. :

Ca o aplicatie, s se observe ci condifia necesard g1 suficientd pentru ca
formula (1) s4 fie de grad de exactitate —1 gi cu restul de torm& simpld este
cam=r =0-gicaa,,=0, a;;=0, pentru j=1,2,..., ri—1, L:‘l,UZ,.. coy 8

922. Daci functionala (34) este de grad de exactitate 0 si de formdé simpla,
atunci, conform teoremei 8, ea este in mod necesar de forma

R{f] = > [bif(a) + b ] (20)]. (41)
i=0
Conditiile ca gradul de exactitate sd tie 0 sunt
Shi=0 , 3 (bix+ bi) #0. (42)
1=0 =0

S4 ciutim acum conditii necesare pentru ca funcfionala si fie §i de form&
simpl4. ' _ ~

Prima relatie (42) este necesard cdci 1 i —1 sunt ambele functii nedes-
crescitoare §i avem

R[] R[—1] = —(é‘bi)z

si dacd condi{ia nu ar fi indeplinitd, am satisface la inegavli’gatea (32). -
De asemenea, a doua conditie (42) este necesard, céci altfel am avea
R{a] = 0, si z este o functie crescétoare.

1) Aceasta insemneazi cd mumerele sunt toate nenegative sau toate nepozitive. Un
singur numir este considerat ca avand totdeauna acelagi semn. e

J |, digmric. oL (11 40 : 2
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Fie acum f(2) o functie continui, nedescrescitoare, egald cu 0 pentru

2 €[a, 2;_1+¢] g1 egald cu 1 pentru 2 € [2;—¢, b], € tiind un numir pozitiv des--

tul de mic [e < %(xi — 2;_1)]. Avem atunci

Rfl=b; 4+ bija+ ...+ bs.

Pe baza teoremei 7, trebue deci ¢a numerele

bz—l— bi+1—|—...+bs, i=1,2,,.‘.6‘ (43)

sd fie de acelagi semn.
Fie apoi functia f (#) egald cu 0 pentru z < z; — ¢, egald cu 2¢ pentru
% = @ + el lineard in intervalul [2; — ¢, 2; 4 <], unde ¢ este un numér
pozitiv destul de mic, ¢ << min {@; — 2;_}. Aceastd functic este nedescres-
I=1,2,..,% . ‘

cdtoare si avem
R[f] = e[(bi 4+ biga + oo 4 bs) + bipa + biga + ... 4 bs] + bi.

Deoarece < poate fi luat oricdt de mic, se vede, tot pe baza teoremei 7, c&
numerele ; :

bo, b1, :.., b (44

impreund cu numerele (43) trebue s fie de acelasi semn.
In fine, vom pune in evidenti incd o conditie necesard. Fie f(x) functia
definitd in felul urmitor:

f(2) =2—

(z— xi1) (x —2) 2 = xi._l — 1)

(@ — Zi_1)? , pentru x€[xi_1, ),
i L— 1
8 e S e,

Avem atunci
6

/' (2) =— m(x;xi_1) (x — i), pentru z€[xi_q, x:],1 = il e o 65
2 R |

se vede cd functia este continud gi derivabild in intervalul [e, b]. Insi

sl
fla) =z, f' (@) = Oli =0,1, .., s si f(2)>0, pentru z€ (21, )
i =1,2,...,s asa cd functia / () este crescitoare §i avem

Rfl = > bia.
=0
Deducem prin urmare conditia necesar
Z bi Xi :# 0. (45),
S0

Sd ardtdm acum cd conditiile stabilite sunt §i suficiente.
Pe baza primei relatii (42) putem scrie

\
s

R =3 (0= xia) (b + biya+ .o 4 b)) [@iia, @ ] + ibff’(xi) (46)
i=0

=1

care se obtine aplicAnd formula de transformare a lui Abelf

ceea ce se obtine fiacdnd f(z) == in (41) si (46)

——_
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Observidm acum ci
3 g(xi_ zi1) (b 4 bigr + ... b)) = zbixi
i=1: 1=

. Conditia (45) implicd deci

£5

}

-

A\

erele (43) nu sunt toate nule.

faptul cd nuin . §
o f (z) este o functie crescatoare, ayem

Daca acum
[xi—l,xi; f]>07i:1721"'7 Sy fl(xi)_207 4 :0717---'5

i i (4 i 5 ] le (43), (44) sunt
ma relatie (42), conditia (45) si faptul cd numere ,
o : e baza formulei (46), cd R[f]#0.
(42) si conditia (4b) atrag dupa sine a doua
4) sunt de acelagl semn.

asa e p _ 42
de acelasi semn, implica, p _

Si se observe cil prima relatie
conditie (42), dacd numerele (43), (4

Avem deci urmitoarea teoremd: mh oy '
Teorema 10. Condifiile necesare gi suficiente peniri ca functionala (41)

si fie de gradul de exactitate 0 si de formd sumpld sunt ca sd avem
I £ g S

Z b,‘ =0 ; Z bi X # 0

i=0 i=0

$1 ca numerele

bs,bs+bs_1,...,b1+b2+...+b;,b(,,bi,...,b;

i 1L . semn. : e 3
*“w deoderon la (1) s# aibd gradul de exactitate 0 sisa fie de formd

23. Pentru ca formu : ‘
te necesar si avem m +r <1 §i a;,;=0,J =2h3’ ceea i 1,
.., s. Pentru scrierea celorlalte conditii, trebue sd se tina seama

durilor si a punctului de derivare. |
sunt in ordine cres-

simpld, es
A=S100
de pozitia mutuald a no v !

Pentru fixarea ideilor, putem presupune cd nodurile

citoare, deci
Ty < Xy <L 2y (47)

Trebue si distingem aici frei cazuri:
1°. m =r = 0. Presupundnd z;_1 < Ty < %, conditiile necesare g1 su-
ficiente sunt atunci

s
> ai, 0% F %o

i=1

S R
2
Swo=1,
=3 :
81 ca numerele
—(a1,0+d2,0+...+df’0), ,7 :11 27'~'a"_17

ai,0‘+al'+1,0+"?+a’s.0> ] =h "+17"'7S
a!',17j:1, R

(48)

sd fie de acelagi semn. ;
Dacd =1 sau i = s + 1 primul, respectiv al doilea gir de numere (48)
dispare. In aceste cazuri avem =z, << %, respectlv. Zy > &
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_‘_—____-‘_‘__—__\___‘_‘_-_\_____- < 7

2° m — @ 1. P o . i
i : M=V, r=1. Presupunand iaris; 1. Fe
si suficiente sunt p arag @1 < g < a; conditiile necesare

§
a %‘a‘ == <
0+,% i, 0 01 deO—}—gai,oxi#O

81 ca toate numerele (48) s3 f; s 1y
LA & fie nepozitive . !
sau i =g 1, (RE/ POzZitive, cu restrictia de mai sus, daci  —
o] g e
3% m = t, r=o0. Conditiile necesare si suficiente sunt

2 s
gai'0=07 i__zl'di,oxi#o

$i ca numerele
@0 T Gitr,0 ...+ ag,, =2 3y, 25 i1, i=19 u
! Jati et

8l 1"[:1 toate nepozitive.

4xistd o singurd formuli (E) de grad de i
: KISt e exactitat, ] [
SI]112[£1 81 pe care o vom semnala lag§ 5. A S eene e ik
% ]L\i Daca.i"une';mnala (34) este de gradul de exactitate 1 si de forma
mmpla, atunci, conform teoremei 8, ea este in mod necesar de forma

RUI= 2001 (=) + bif (@) + b (@), (49)
Conditiile ca gradul de exactitate sd fie 1 sunt
sbi=0, sbii ) = S (b 2 - 25, ;
.-=Zo‘ i;o’( Zi + b)) =0, mzo(blxi—]—2bix.~+2bi)q‘:0. (50)

S& cdutdm iardsi conditii |
itiile necesare pent i i fi
T pe ru ca functionala (49) si fie de
Primele doug conditii
1 (50) sunt necesare, deoa i :
b1 rece fun —1, 2, —a
sunt. neconcave de ordinul 1 gj ’ $list hidst g

R 1 el € s . 2 s ,
[1] R[—1] (l_;bz) , R[#|R[~2]= — Lz (B2 + bL-)T.
Sa considerim functia .
f(x)=x—xl+a+2lx~—x,+ El

unde ¢ este un numér poziti
: V < & — x;_1. Aceastd i !
de ordinul 1 in [a, ] 81 avem v i d functie este neconcavg

RUT= M+ Mt b B B b
te(bi+ b +...+ )

(61)

unde am pus

Ai=(xi—xi—1)(bi+bi+1.-|—...~|~bs), i=1,2,...,s.
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De asemenea, functia
—z4 g+ et|r— mi_1 — €
f(2) =- 5
este neconcavd de ordinul 1 in [, b] si avem (e < 2 — Zi_1)
R[fl=%n+Np +. o A+ b+ b 4. Abs (52)

+ e (bi + biya +.. . b
Formulele (51); (52) au loc oricat de mic ar fi e pozitiv. Se deduce imediat,
pe baza teoremei 8, cd numerele?)

N4 At e A+ b b b, TR

Mgt - Mgz oo A bt by A bs
trebue sd fie de acelagi semn. b y
i ' i 3 . — e, egaldl cu (x— & + €)
Fie acum f(z) functia nuld pentru z < ;i — ¢, g) Mt papd iy

in intervalul [z; — &, 2 + ] §1 egald cuvl.es-(x—.x,- ) >
Aceasta este o %unct;i,e continud neconcavd de ordinul 1 in [@,b]?) i pen-

tru ¢ destul de mic (e < 2 — %i—1, Tiy1 — &) avem
R[fl= b + 2¢b; +he (higa+ diga+ oo+ Ao + i +
+ biat. .+ b)) + 20
Numirul ¢ putand fi oricat de mic pozitiv, tot pe baza teoremei 8, videm
cd numerele A
bo, b1 ,..., bs (54)
sunt de acelagi semn cu numerele (53). \ Al Ui
in evidentd incid o conditie

In fine, ca i in cazul n=0, vom pune in e
necesard. Fie f(z) functia definitd in felul urmdtor:

, S AL .
(# = @i1) (2— =) , pentru x €[y, x], 1=1,2,..., s

= 12 —
A 2 (z; — i_1)*
Avem atunei
[ {z) = — el 42 (z — i_1) (x — @), pentrus € [wi—y, @], 1=14,2,.. ., 5
(i — 2i-1)?

Se vede ci functia este continud si are o derivatd a doua, continud in inter-

valul [a,]. Insi f(z:) = a2, /(@) = 2, " (2)=0, i=0, 1,..., s §i f* () >0
pentru € (w1, %), t=1,2,..., s, asa ci functia f(x) este convexd de

ordinul 1 §i avem

R[f1= 3 (biaf + 2b; 2.

i=0

1) Pentru i = s, al doilea numir se reduce la b;. .
3) Este util si se fa¢i o reprezentare grafic a acestei functii, ca si de altfel a celorlalle

functii auxiliare intrebuintate aici.
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Avem, asa dar, si conditia necesard

_>sj (b; %% + 2b; z) £ 0. (55)

i=0

Sd ardtdm acum cd conditiile gdsite sunt si suficiente. Acest lucru rezultd
din formula ~

RIfl= 3 (2 — 1) (0 + Mgt o ob Ay B o By -

=1

T+ b.;) A@ioa, i, xm ﬂ it iﬁ (:Ui =ae xivl) (7\i+1 +ripe +

=1

’r

b A B Bl B [ 3 s 14 ST f ()
| i=0

care este valabild cand primele doud conditii (50) sunt indeplinite. Aceastd
formuld este un caz particular al formulei generale de transformare a diferen-
telor divizate si se obfline aplicdnd de doud ori formula de transformare a lui
Abel [6]. Dacd punem f(z)=2a?, deducem

s

DU — @) (4 hig b A b0 4 bis L D))

=1

+Z(90,-—96i_1)(7~i+1—|-.7\i+2—|— oo de b O R i e b)) =
t=1

an

— > (b, a2 + 20 x)

E=

(=4

si atunci, pe baza ipotezei (55), cel putin unul din numerele (53) este diferit
de zero.
Daca f(z) este o functie convexd de ordinul 1, avem

[xi_l’xi—'17xi;ﬂ>07 [xi717xi7xi;f]>07 i:172---,S
(@) = 0,i=0,1...,5

asa cd primele doud egalitdti (50), conditia (55) si faptul c¢d numerele (53),
(54) sunt de acelagi semn implicd R[f];240.

Sd se observe cd in aceleasi conditiuni a treia relatie (50) rezultd.

Teorema 11. Condijiile necesare si suficiente pentru ca funcgionala (49)
sd fie de gradul de exactitate 1 st de formd simpld sunt ca primele doud relativ
(50) sa fie verificate, ca inegalitatea (55) sd fie verificatd st ca numerele (53),
(B4) sd fie de acelast semn. +

25. Pentru ca formula (1) s& fie de gradul de exactitate 1 si de formi sim-
pld, este necesarca m +r<<2sgica ¢,;=0,7=3,4...,r, —1,i=1,2...s.
-Exprimarea celorlalte conditii depinde de pozitiile mutuale ale nodurilor si
ale punctului de derivare.

S& presupunem cd nodurile sunt in ordine crescédtoare, cd avem deci (47).
Vom putea exprima atunci conditiile necesare si suficiente dupd valorile lui
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m, r 8i pozitia punctului z, fad de noduri. Aceste conditii sunt destul de clonix-

plicate. Va fi deci destul sd ardtdm in fiecare caz cum aducem restul la

forma (49), studiatd mai sus, si pentru care punctele zg, ;... %s sunt in

ordine crescitoare. Conditiile vor fi exprimate atunci cu ajutorul coefi-

cientilor &;, b}, b;". {

W 'I"rebuelééld,is{ingem 6 cazuri. Vom presupune in ggneral 0l & < T <X
1°. m—=r=10. O serie de conditii necesare gi suficiente devin

s s s /2 2

> ao=1, 3 (@07 + a,1) = %o, > (Go%+ 20i,1 ;) 7 %o

i=1 i=1 1=2
iar celelalte conditii se deduc reducnd restul la forma (49) ') ceea ce revine
la inlocuirea in (49) a sirului de puncte gy, Ty,..., Ts CU Ly, Za,. ..y Lid
Tyy &y -+ - Ts §1 pundnd apoi

b,-=a,-+1,0, b;=dj+1,1, b;-'=a,-+1_2, ]ZO, 1,1,—2
7 (56)

bia=—1, big=bi_1=0

’? . . .

b.i:af.o ? bl,'=af.1 ) b/':af,2 ) ]:L,L—I—i,...,S

2°, m=90, r=1. Reducere analoag#, numai cd a doua serie de formule
{56) devine

’

b; 1= Qg , 52_12—1, bi_1:0.

3°. m=1, r=0. Reducere analoagd, a doua serie de formule (56) devine

12

bii=0, big=-—1, b 1=0.

4°, m=0, r=2. Reducere analoagd cu

’ rr

bL‘__1 =0y, bi_1 = aq, bi_1 = —1.

5°. m=r=1. Reducere analoagd cu

s

b[__i—:ao, b;—lzoy bi—lza— 1'

6°. m=2, r=0. Reducere analoagid cu

7

biqa=bi_1=0, bi_1=— 1.

In cazurile 4°, 5°, 6° semnul tuturor numerelor (53), (54) corespunzitoare
este nepozitiv. ) Rty ]

Daci i =1 deci 2, < @, prima serie de formule (56) se suprima, 1ar daca
1=:5 - 1 deci @, < 2,, a treia seric de formule (56) se suprima. ;

Existd 5 formule (E) de grad de exactitate 1 pe carele vom semnala in § b.

1) Mai cxact (pentru simplificarea expunerii) restul schimbat de semn este adus la
aceastd form, fapt care nu restrange generalitatea problemei.
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§ 3..Un criteriu pentru recunoagterea formei simple a restului unei formule:

de exactitate maximi

26. S& reluim formula de derivare numericd (E). Vom presupune intai
r=0, deci vom considera formula

f(,n) (-’170) = L(m) (CI); ) xé R TBE 33;)+1; f[ xo) + A. (57>

Pentru studiul restului acestei formule, putem pleca dela cazul m= 0,
considerdnd intai formula (28).

Deoarece la un moment dat va fi comod sd considerim punctul z, ca
variabil, il vom nota atunci, pentru mai multi claritate, cu z. Formula
(29) ne aratd cd dacd punem :

Ri{) = D) (@@}, ol s ] (58)

restul formulei (28) este R = R (z,), iar restul formulei (57) va fi dat de
egalitatea

R = R[f]=B" (z,). (59)
Derivata de ordinul m, R™ (z) se poate calcula din formula (58). Avem
BRIy = ST 12 ()@, 7 @b b s AT (59)
=0
Insd [5]
[33, a11“21' sy &gy f](i):i! [x,x,. : '7‘%1&1 ,az yee oy Oy f_' (60)
‘—_’
T4+1
din care se deduce si formula mai generald
{x’x""’x’alao‘za--w“I:;ﬂ“): (61)
]
i T
='(L_*.—]—1)"[xax7"'7 Ly 0g g Uy vvy &y ”
]

unde o5, %,,..., ap sunt noduri fixe $i = este o variabila,
Tindnd seama de (60), formula (59’) devine .

m l(m-i) (x) . g
el P/ RY /N SRSNY. A R § P (62)
= (m—i) | ———
4+ 1
27. Vom transforma acum formula (62) intr’o altd formuld care se va do-
vedi utils.
Putem scrie

R™ (2)=m]|

[3

R™ (z) = 3" A1 (2) [2, T,y T B, Thye o, Tpya—i /] (63)
=0 —_—
14 1
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unde coeficientii Ap, i (%), i =0,1,...,m sunt polinoame in z, complet
determinate si independente de functia f(x). .

Aceastd formuld rezultd dintr’o formuld generald de transformare [6] apli-
catd functionalei aditive i omogene (62), definitd pentru functiile f(2) date
pe punctele \

’ ’ ’
L ST SRR S LW o LR i
i 53) b i) 7 ) Ik iy (64>

m+ 1

Juate in aceastd ordine.

Formula (63) se deduce din formula (62), aplicdnd in mod convenabil di- .
farentelor divizate din membrul al doilea formula de recurenta a diferentelor -

divizate pAnd ce toate aceste diferente divizate se exprimi linear §i omogen in
functie de diferente divizate de ordinul p 4 1 luate pe cate p + 2 puncte
consecutive din sirul (64). _

Polinoamele A,, (@), i=0, 1,. .., m se pot calcula explicit punandu-se sub
o forméd comod#. Derivand formula (63) in raport cu z si {indnd seama de

| formulele (59) si (61), deducem
m+1
Z‘ Am it i (D)@, &y - -y Ty 215 Taye -y Byt fl =
=0 T
i +1
== ﬁ‘A;n AN A e A OSSN e SR ] bty (65)
i=0 T
o R
+ Z (¢ A1) A i (2)[Z) 2y oy @y T, 22400y Tpgais [
=0 [ s o
i 2

Tinand seama de formula de recurenta
4

) [xax7"'axvxi)x:‘?7"'7x;l+1—i;f]:
r < |
|

L 1 ; ;
=— {[x, Aiksts & S n AT AT og Hes A e et | (66)
o= T | Ty

= ([T s it s Al b e R e e ]

‘__Lq,__i_-
$i identificand coeficientii in (65) deducem
’ . Am i (2 . flm,.i— x
Wi ()= A () (e Ay et )y i)
_ L—Tpp1-i 1v—$p+2—i (67)
i: O, 1, ey m "l— 1, [Am,l(x)‘: Am,m+1 (x)'—: 0]
i
F_ 28, Pentru a gisi forma explicitd a polinoamelor A, :(x) vom mai in-

troduce cateva notafii utile. Punem
lo(2)=1, li(2) = (z—af) (z—at). o, (@—ad), i=1,2,...,p+1

1

| | &
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Avem atunci l,41(2)=1(z) si
i) = (z — 2f1) Li(z), t=0,1,...,p. (68)

Dacd, pentru simplificarea scrierii, convenim sd punem

Balt) = —— (@), «=0,1,..., 1, (69)
(i—a)l
din (68) deducem imediat relatiile 3
1\ livt,art (2) = b ay1 (@) + (x—2{ 1) Ly (2) (70)
o (g = BV ), (71)
(1 —a)!

In calcule se ia totdeauns I o (2) = 0, daci & < 0 san o > i.
Nodurile (6) le putem secrie sub forma

e AR SO I A ot TR (72)

atunci Ay, Bg,- . -, kpra sunt abaterile nodurilor respective de la punctul de
derivare z,. i

Vom nota cu Hi, i=0,1,..., p+ 1 (Hy=1) polinoamele simetrice
fundamentale ale abaterilor h;, i=1,2,...,p -+ 1 §i vom pune totdeauna
H; =0, dacid i< 0 sau i>p- 1. De asemenea, vom nota cu I,
0=0, 1, ..., polinoamele simetrice fundamentale ale primelor ¢ abateri
gy hyyoos Bi(Hijo=1, (i==0) i Hix = 0 pentru o <0 §i o> 7). Avem
atunci formulele Hp 1,0 = Ho, a =0,1,..., p+ 1 8

Liwltty) = (—1)"Hip, «=0,1,...,5,i=0,1,...,p + 1. (73)
Avand in vedere cele expuse mai sus vom demonstra cd avem )
Am s (2) = mVW(@—2py1 1) bmip—m (2), 1= 0,1, ..., m. (74)

Pentru aceasta observiim cd Ago(2) = 1(2) = (8 — 2p11) Ip, p (x) 81 deci
pentru m = 0, formulele (74) sunt adevirate. Sd presupunem cd aceste for-

mule sunt adevdrate pentru m si s le demonstrdm pentru m + 1. Tindnd
seama de (67) §i (74), deducem

Ay, 1 (@) = 1 [hyiypom (@) + (=7 1-0) lpmiipom (2) —
— (4 1) b—isp-m (@) + Up—iv1,p-m (2)].
Dar din (70), (71) rezultd ca
e ipm(2) = (m — i 4+ 1) Lip_m—1()

bp—iyt,p—m (2) = =i, pem (2) + (2= 2p31—1) lp—ip—m (2)

(75)

si inlocuind in (75), gdsim
Amiri(2) = (m + D (@—2h11) leiyp-m—1 (@), 0=0, 1, neEgnst

care aratid ¢d formulele (74) sunt generale.

= —
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29. Aplicand formulei (63) formula de transformare a lui Abel, avem

m—1[m—i .
R™ (2) = D [Z‘ Am,iw(x)] L, &, ¢y 2,21, %5, ..y Xp—i3 f]—
i=0 Lu=1 ‘“T- +—2 (76)

< i m il
o, ®, ., 3,00 x;+1_i;f1} - {z Ut <x)J[x, By Ty, g I
S e i=0
11 ]
. Daci, insd, in formula (63) punem f(2) = «P*! sifinem seamd de (30) de-
ducem ‘

> Ami() = 1" (2). (77)
=0 :
Observam cd din (70), (74) rezulta

m—i 3
Z Am, ito (x) =m! Z [lp+1—i—oz, p—m+1 (x) = lp+i70(,p—~m+1 (CC)] =
a=1 a=1

= m! lp—i, p—m1 ().

Tindnd seama de formula de recurentd (66) si de (77), formula (76) devine

‘m—1 A ; | 3
" R™ () = m > Ay, i(2) (3,2, .., &, @, G, <.y, Tpramis [l
1=0 . TN 18 T 5
» » {42 (78)
+ l(mj (x) [CC_, xi7 xé1 Aol xI’J+1; f]-

Formulele (63), (78) subsistd, bineinteles, oricare ar fi # (si dacd z coin-
cide cu unul din nodurile ).

30. Numerele 4,,,; (%), 1=0, 1,.. ., m nu pot fi toate nule. In cazul contrar,
am avea R [f] = 0, oricare ar fi functia f (2), ceea ce este in contrazicere cu
faptul cd formula (57) are, pe baza ipotezelor facute la punctul 2, un grad de
exactitate determinat. Cel putin unul dintre numerele 4, ; (2), i1=0,1,.., n
este diferit de zero. Rezultatul acesta, precum si cele ce urmeazd, subsistd daca
lirgim putin ipotezele dela punctul 2. Putem s presupunem, mai general, cd
2o poate coincide §i cu un nod. Trebue sd presupunem insd atunci cé

m==rydacd 'z, =a;, 1=41,2,..0s. (79)

Dvacé T = x; i m << r; restul formulei (57) este nul oricare ar fi functia f (x).
S& presupunem cd numerele An, i (%,) sunt toate de acelasi semn?).
Atunci, din observatia de mai sus gi din (77), rezultd ci 1™ (z,) == 0. Prin

urmare, gradul de exactitate al formulei (57) este p. Pentru fixarea ideilor s
presupunem cg ! {

Am,j (@) = 0. (80)
Din formula (74) rezulti atunei cd
To = Tpy1- o (81)

*) Vezi trimiterea 1),- dela pagina 75,
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Daci acum f() este o functie convexd de ordinul p, avem
[Zo; Tos - + 1 Bgs X1y T3y« + oy Tpy1-i 1 f1=0,i=0/1, ..., m. (82)
\-—l—\
i1

Dar, o functie convexa de ordinul p (=0) se bucurd de proprietatea ca
diferentele divizate de ordinul p + 1 ale sale, pe noduri nu toate confundate,
sunt pozitive. Din (81) rezultd deci ca

[mOa Toy - - a_'lxga 1, T2y - xl,7+1-i; 1> 0. (83)

T T
Din formulele (74), (80), (82), (83) rezultd atunei ed avem R [f] 3£ 0.
Pe baza criteriului C putem dar enunta teorema urmatoare:

Teorema A12. Dacd numerele Am,i (%), i=0, i,...,m sunt toate de
acelagi semn, gradul de ezactitate al formulei (57) este p gu restul este de

formd simpla. |
In conditiile teoremei, restul este deci de forma
A=l (09) Dp+1[fl-

Daci presupunem ci 1" (z,) = 0, 0 demonstratie absolut analoagd ba-

zatd pe formula (78), ne permite sd enuntim
Teorema 13. Daci "™ (xo) = 0 si dacd numerele Ay, (Xp),
i=0,1, ...,m—1 sunt de acelagi semn, gradul de exactitate al formulei (57)

este egalcu p + 1 gi restul este de formd simpld.
In condifiile teoremei restul este de forma

R=m 1" (2) Dps21f]

deoarece din (62) deducem

R[ar+2] = m 1" (a)-

Teoremele 12, 13 sunt valabile in ipoteza (79). Intr’adevir, dacd r; =m
gl 0, = @i, egalitdtile 1™ (4) = 0 §i """ (z,) = 0 sunt incompatibile pe baza

le.ﬂlei 1. g
31. Si considerdm acum cazul general al formulei (E). Vom ardta cum

se poate reduce acest caz la cazul r = 0. ;
Daci considerdm polinomul de gradul r —1

L(CL‘)———‘L(.’I?O, Zo, 7x0;flx) : (84)

"
si daci tinem seama de formulele (28), (29), deducem

f@) =L@ g, g, 50 1] 8!

(z— @) B
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AplicAnd acum formula

L(xOv Loy -0y Xy, xiaxé’ 7$;+1;]‘|x)=

N
(86)

=z<x)L(x;,, o Lot 2 x) + (x—xc,)"L(xi,,xé, o w;+1;(xf_(320),lx)

functiei f () — L () si tinind seama de relatiile

M]x):O

(z— )"

L(xo, T g
| —— o o cem——
7

L(@'Oaxo, s Xy, xia .’17'2, ...,$;+1; f(x) —L(ﬁ)[$)=
r

=L(x01x0’ "'aanxiv (I?é, ""x21+1; f’x) ——L(.’D)

e i b et
r

l(leducem
L(B0 5320 nlag iy T 3108 e ) [f )=
r

=L (2) + (— o) L (21, Tz, ooy Tptrs [2, oy Doy ooy xo;f”w)
2 —

r
de unde
(m-+r ’
L ’(xo,xo,...,xu,xi,xg,...,x;“;f[x0)=
'-——v-———-'r ;
(87)
(m+r‘)! (m}
=T‘L (x;,mé,...,x;,H;[x,xo,xo,...,xo;fﬂxo).
T

Dar, din (85) rezultd si

m—+r)! o
=4 b L e (88)

(m+-r
f 4 (%) x=2,
m!

h r
Sé_not.,é{h cu R [f] restul formulei (E) si cu A, [f] restul formulei (57). Avem
atunci, tindnd seama de (87) si (88),
(mAn)! .
R{fl = —=—Ru[l5 29, 30, .o, 205 fl] (89)
T
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iar formula (E) se poate scrie

T (m-+r)! et , ]
fWHW%%=—7;r~LWW%,%7~waH[%xmxm-nww;ﬂl%)+

[§

(90)
o i |
+ S R, 20, @0, 201 1]
d 7 J

' 32. Pentru a merge mai departe, vom demonstra mai intai
Lema 4 Dacd functionala aditivd si omogend Ry [f] este de grad de
exactitate n (= 0) §i de formd simpld, atunci funcfionala aditivd si omogend

R[f] = K+ Ry[[#, 01, %, <+, s 1] (91)

unde K == 0 este o constantd (independentd de functia f (&) st oy, oy, - - o, o SUNE
k puncte fize, este de gradul de exactitate n < k si este de formd simpli.

Demonstratia se face cu ugurinti. Avem [&, o6y, g,y v oy %15 2] = 0, pentru
i=0,1,...,k— 1,iar pentru i =k aceastd diferenta divizatd este un polinom:
de gradul i— k, cu primul coeficient 1, deci

[y g T M o 0T ) e A T ¥ s

De aici rezultd proprietatea relativd la gradul de exactitate. i
S¥ presupunem acum .ci f (z) este o functie convexd de ordinul n 4 k.
Spunem atunci cd functia de @ [@, oy, %5, ..., o} f] este convexd de ordi-

nul n. Intr’adevir, avem

[Bl;?’z,'-- yBata s [# 0y 00,00 s s f]]=_[B17 By« v vy Briga, 0y, Oy e e w0 f1> 0

daci nodurile nu sunt toate confundate. Egalitatea (91) ne aratd cd R[f]= 0,
pentru orice functie f (z) convexd de ordinul n -k, deoarece Ry le]l £ 0
pentru orice functie ¢ (z) convexd de ordinul n, deci in particular,

Rl[[x; Oy y Olgy « ooy ORy ]‘]];—FO
Lema 4 este complet demonstrata.
~ Tindnd seama de formula (89), din teorcmele 12, 13 dcduccm, bazéndu-ne
pe lema precedentd ;

Teorer a 14 Daci v =0 este intreg si daci numerele Ap, i (Xo),
i=0,41, ..., m sunt de acelasi semn, formula de derivare numericd (&) are
gradul de ezactitate p -+ r si restul de formd simpld.

Pe baza formulei (12) restul se scrie atunci

y ! e
R = (_’"_:;l_r) 1" (@) Dyaralf]: el

Teorema 15, Daci r==0 este intreg, dacd 1™ (x,) =0 §i dacd nu-
merele Am_1.1(Xg),i=0, 1, ..., m—1 sunt de acelagi semn, formula de derivare
numerici (E) are gradul de exactitate p 41 1 gi resiul de formd simpld.

Pe baza formulelor (12) restul se scrie atunci

(771 + 7') ! l(m»—i)

=L

(m—1)! () Dpirsz [f] %

e -

M

SEc 5 B

Sl
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Teoremele 14, 15 sunt valabile in' ipoteza exprimata de relatia (79).

33, Din cele spuse rezult ci formula (E) are cu siguranta restul de forma
simpld dacd m = 0. Formula (E) pentrum = 0 are gradul de exactitate p + r
i restul

R = 1 (%9) Dpirs1 [f]

in ipotezele dela punctul 2. Tn aceleasi conditii, formula (E) are gradul de
exactitate p + r + 1 si restul :

R = 1(20) Dpralf]

dacd m =1 si x, este o rdddcind, diferitd de noduri, a lui @' ().

Conditia impusd numerelor A, (%), 1=0, 1,..., m, Tespectiv numerelor
Apmv,i(2,), i =0,1,...,m—1, este suficientd pentrn ca formmula. (H) sé
aibit restul de formi simpld. Formarea numerelor A, () depinde de ordinea
in care sunt luate nodurile (6). Mai precis, un sistem de numere An,i (%),
i=0,1,..., m este caracterizat de ordinea in care sunt luate nodurile (6).
Pentru ca formula (E) sd fie de gradide exactitate p +r g1 sd aibd restul
de formd simpli, este suficient ca unul din aceste sisteme sd fie format din

.numere de acelasi semn, Nu examinim aici necesitatea acestel conditii in

general. Rezultd insd din § 4 ¢ in cazul m=1 conditia este i necesard.
o i

““§ 4. Asupra citorva aplicatii ale rezulatelor precedente

- Vom faee aplicatii ale formulelor precedente la urmétoarele 3 exemple:
34. Exemplul 1. Punctul de derivare z, este inafara celui mai mic¢ in-
terval deschis care confine nodurile (2).
Dacd presupunem ci, mai general, ipoteza exprimatd de conditia (79)
este indeplinitd, avem ]

W“wa%o, (93)

deci formula (E) este de grad de exactitate p--rgi, in particular, nu este niei-
odati exceptionald. Intr’adevir, rdddcinile Iui /™ (z) apartin celui mai mie
interval inchis care contine nodurile (2). Daci 2, nu apartine acestui interval,
(93) este demonstrat, S& presupunem ed coineide ¢u un nod extrem ;.
Tn acest caz [ (2:) = 0 pentru o ==r;. Dar m =ri, pe baza ipotezei (79), aga
cd (93) rezultd si de data aceasta,

Abaterile 1) h;, t=1,2,..., p + 1 ale nodurilor de punctul de derivare
sunt in acest caz de acelasi semn si-anume nepozitive, respectiv nenegative,
dupd cum

ro=a, i=1,2,...,p+ 1, respectiv z, < i, i=1,2,..’.,pl+1.

Formula (73) ne aratd atunci cé

Ly (%) = (—1)LHuz =0, respectiv (—1)" L, (zg) = Huv =0,

oricare ar fi « si v.

1) Vezi punctul 28.
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Tindnd seama de formulele (74), avem atunci respectiv,
Am,i (.’Eo) = (_1)p—m+1 m! hp+1—i Hp—i,p-mg 0,1=0,1,...,m,
(=0 ™ A () =ml by iHp i pm =0, i =0,1,...,m.

Toate ipotezele in care a fost stabilitd teorema 14 sunt deci indeplinite
$1 putem enunta

Teorema 16. Dacd r =0 este intreg, m satisface condifia exprimatd
de (79) iar x, este in afara celui mar mic interval deschis care confine nodurile
(2), avem formula de derivare numericd (E), cu gradul de exactitate p 4 r §t
cu restul de forma (92).

Ipotezele in care teorema este adevdratd cer ca in cazul cdnd s= 1, punec-
Lul z, sd fie diferit de noduri.

35. Exemplul 2. Nodurile (2) sunt simetric distribuite fatd de punctul de
derivare z,.Pentru a simplifica limbajul vom spune, in acest caz, ci formula
(E) este o formuld simetricd.

In cazul simetric, putem s& presupunem c& punctul de derivare =,
este diferit de noduri, deci cd abaterile /¢ sunt diferite de zero. Numdarul
nodurilor este atunci par i egal cu 2¢.=p 4+ 1, unde ¢ > 0. Pentru mai
multd claritate vom nota cu 4-t;, i =1, 2,..., ¢ abaterile, unde ¢, t,,.. ., &,
sunt ¢ numere pozitive (distincte sau nu). Vom nota cu 7:, i=0,1,...,¢
polinoamele simetrice fundamentale ale numerelor 3, 2, .. ., 2(7T,=1, 7:=0,
pentru ¢ < 0 si pentru ¢t > ¢). Vom nota de asemenea cu Ty «,a = 0,1,...,1
polinoamele simetrice fundamentale ale numerelor ﬁ, tﬁ,.. 3 t?(TL-,o =1,
Ti,« =0, pentru a < 0 si pentru « > ). Avematuneci 7,;=7T;, i = 0,1,...,¢.

Avem

0, dacd m este impar

1™ (@) = { m

(—1)?m! Tq_ﬂ dacd m este par.
2

Rezultd ci [™(x,) == 0 sau = 0, dupi cum m este par sau impar. Formula

(E) este in acest caz exceptionald dacd r > 0, iar rezultatele dela punctul
11 ne aratd cdl este destul sd considerim numai cazul cind m este par, cazul
m impar reducidndu-se la acesta prin modificarea numdrului 7.

In cazul cénd indicele de derivare m este par, il vom nota cu 2y, deci
m =2y, unde 0 < p < ¢.

Si luim acum nodurile in ordinea urmétoare:

To—1tyy To+lyy Tog —lyy Tottayeey To—1lg, To + 4.

Avem, aga dar?)

2

hy = Ty — T = (_1)“'t[,x+1], «=1,2,...,2. (94)

Pentru a calculanumerele Ay ; (2,) vom calcula intdi numerele (73) cores-
punzitoare, unde f; , corespund la abaterile (94).

1) [z] insemneazd cel mai mare intreg cuprins in z.
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Daci « este par, Hy v, y=0,1,..., « sunb polinoamele simetrice funda-

q [0 v v
mentale ale numerelor 4 %, 1 =1,2,... i - Un calcul elementar ne arata ca

0, dacd y este impar
Hor = 0 (o par) (95)
’ (—1)* Ty ~, dacd yeste par.
; o] :
Daca « este impar Hy,y,y = 0,1,..., o sunt polinoamele simetrice funda-

—1 .
mentale ale numerelor +t, t=1,2, ..., g 5 $1 g1 - Formulele (70), (73)
2

impreund cu (94), (95) ne dau

y—1 '

(——1)—2_ tugt Taot1 v—1, dacd vy este impar
H, = 4 3 A (o impar)

(——‘1)5 Ve dacd y este par.

=7’
Formulele (74) ne aratd cd avem
: 0, dacd i este impar
Asui(@) =1 (_qy—#(2uyl@ o7, i, ,,dack ieste par.
2 2’

Se vede dar ca avem
(——1)q_uA2uai(xb) goy = O, 11' oy 2 q

si deci ci toate conditiile teoremei 14 sunt indeplinite. lfutem dar enunta
" Teorema 17. Dacdr==0 este un numdr intreg, dacd p. este un numar
intreg, astfel ca 0 < p < q, 1ar by, bp,.0e, tq, Q=1 numere pozitive, avem

formula de derivare numericd?)

f(2u+r) (Ivo)' =L(2u+r)($oa xo,-..,xo’xoﬂ:tl,xoﬂ:tzw"’xo:tt’l ;flw‘)) i
——— a——
Tav

4+ (D)2 + 1! Ty Dsgsr [f]

de gradul de exactitate 2q +r—1.
36. Exemplul 3. Indicele de derivare m este egal cu 1.

Pentru a examina acest caz, vom presupune cd nodurile (2), decr si

(6), sunt in ordine nedescrescdtoare, deci
L < St

precum §i

Ly <y <L ves < T (96)

1\ Pentru simplificarea notatiilor in polinomul de interpolare si in diferenta divizatd,
notim cu z, & ¢; cele doud noduri simetrice z, —?;, % + .
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Conditia m = 1 implicd p = 1. Vom presupune s > 1, deci ¢4 nodurile nu
sunt toate confundate. In cazul contrar revenim de altfel la exemplul 1
studiat mai sus, care epuizeazd atunci problema. !

Pentru simplificare, si notdm cu ¢ (z) polinomul 7, (z). Avem deci

¢ (7) = (2 — ¥p14) ¢ (2) . (97)

A1 (2) = (2—xp41) @'(z), Ag1(2) = ¢ ()
de unde '

CAgo(2) Aua (@) = L(2) ¢ (x)

dacd polinoamele A4y o(x), Ay 1(x) sunt construite ludnd nodurile in
ordinea (6). sl
Conditia ca aceste polinoame si fie. de acelagi semn devine deci

L(z) ¢' () = 0. 1 (98)
In mod analog, daci punem

H(z) = (2 — a1) ¢ (2)

deci
$(2) = (& — 25) (€ — z3) . o (2 — 2p41)

si dacd formdm polinoamele Ai ¢ (), 41,1 (2) ludnd nodurile in ordinea inverss
5 1! : it ;
Zp1,s py e, T1, conditia ca aceste polinoame si fie de acelasi semn este ca

Lz) ¢ () =0. (99)

Ipoteza exprimatd prin conditia (79) revine aici la faptul ¢ x, nu coin-
cide cu un nod care nu este simplu. L

Ambele inegalitéti (98), (99) sunt verificate pentru z = z,, daci x, coin-
cide cu un nod sau dacé z, este inafard de cel mai mic interval care confine
nodurile. Suntem atunci in cazul exemplului-1 de mai sus. :

Dacd avem

¢’ (z) ¢’ (2) <0 (100)

una din inegalititile (98), (99) este verificatd pentru z = z,;. Daci deci, in acest
caz, , nu coincide cu un nod care nu este simplu, formula noastri are gradul
de exactitate p 4- r si restul de form& simpld. Va fi deci destul s examinim
punctul z, din intervalul deschis (x;, ), pentru care inegalitatea (100) nu
este ~verificatd. Dacd in plus, in acest caz, gradul de exactitate este p--r,
vom vedea c¢d restul nu este simplu. : ,

37. Pentru a aréita acest lucru, ne vom baza, pe criteriul G si vom demon-
stra mai intai Ry

Lema 5. Dacd x,€(xy, x,) si dacd

C g'(xe) (xg) > 0 (o1

putem gdst o functie convexd f(x) de ordinul p + r in iniervalul txl, Xs], astfel

ca sd avem R [f] = 0.

e
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S& presupunem conditia (79) indeplinita. T

Pe baza lemei 3, este destul si putem construi doud functii {; (z), f4(z)
neconcave de ordinul p 4 r, astfel ca inegalitatea (32) sd fie verificatd.
Pentrn ‘aceasta, s considerdm functiile

% () ={ .( 0, pentru x e[z, 2] (102)

z— NPT, pentru 2 €[1, )
definite pentru A€ [2y, %) ‘

Functia ¢, (z) este neconcavd de ordinul p 4-r in [2;, 2;]. Dacd privim
pe A ca variabil, R[¢,] este un polinom de gradul p + r in raport cu
& — 2, in orice interval care nu contine pe x, i nodurile.

Avem formula

R[‘Px]=(‘x0—"xs) @,(xo)[?i&{o?'-'afo:xia xé7'--,x;2; CPA]+

S
a r __|_ 1
4 ’ ’ Y
"l' @(xo)[x()axm- sy Loy X1y X2y we ey Tpil (97\]-
o e it e n——
re-2-
Daci presupunem z,_; << A << % §1 2, < A, atunci se vede cd R[¢,] este
5 ¢ o < = 1 b P o3 .
‘un polinom in z—A, care se divide cu (e—0)P T "5t si coeficientil acestei

puteri a lui @, — A provin numai din primul termen al membrului al
doilea al formulei (103). Avem insd atunci

(103)

’ 7 7 L LU
[x07x0a ey Loy X1y, X2y ey Tpgds CP;J——

. (x — n)ptr -
— M s 010 Ot LS5 —

——ee (2 ) T s (2)

1 [ (;U J 1 }\)_u+r ]ﬂf_\-—'”

T =01 (@ — g ke ()

L=y

polinomul %, (@) fiind dat de 1(2) = (&— 20)" ks (2)-

Facind calculele gésim

R[%] = (g — )\)p+r—7‘s+1 [(p +r') ((xo — Zs) ¢’ (%) e Sy ]

rg —1 2z — x0)7‘+1 ks (xs)

termenii nescrisi fiind divizibili eu 2 — A
De aici se vede c#, dacd A este suficient de aproape de =z, avem
R[]0, si mai precis?)

sg R[] = — 88 ¢’ (). (104)

1) Punem sgz = —1,0,1, dupi cum z < 0,3 =0, 7 > 0. Avem relatia fundamentald
SE 2175 =85 * S8 Zp.
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Funclia b, (z) = g, (#) — (2 — NPT este de asemanea neconcavd de
ordinul p 4 r. Dac# presupunem A << Zy, A€ (%5, ¥,) i folosim formula

R["I’)\] = (wo’ xl) (P’ (.770) [an Zo,y- -y Loy xi) /Léa (] ‘7‘;)-!-1; Ll";\] +

r+1

+ "l) (xo) [x07 Xy -9 Loy yé, .’Eé,. 591 .’12;,_}_1; LIJ)J

r- 2

gdsim, ca mai sus, cd polinomul R[{,] in z; —Aeste de forma

R[] = — (2, — 7\)P+r—n+1 [ (p +r‘) : (mo — 21) Y’ (%) L1 .- J

ry —1 cyTH1
17 (2 — 9(/0)7 kq(24)

unde polinomul %, () este dat de I(2) = (2-— 2,)" ky (2), iar termenii ne-
serisi se divid cu z; —A. De aici se vede cd, dacd A este suficient de aproape
de z;, avem R[{,] = 0, 5i mai precis

sg R [§,] = sg ¢’ (). (105)

Formulele (104), (105) au fost deduse pe langd ipotezele ¢’ (zo) 5 0,
Y (@g) # 0.

Sa considerim acum functiile

f1(x) = ‘P;\s(w), fo (2) = ‘J’z, ().
Atunci, daci A este suficient de aproape de =, iar A suficient de aproape de
@5, din (101), (104), (105), deducem

sg R[f{] R[f] = — 880" (%) ¥ (%) = — 1

si inegalitatea (32) este verificabd.

Lema 5 este complet demonstrata.

Din cele ce preced rezultd cii, dacd m =1 gi dacd ¥, nu coincide cu
un nod care nu este simplu, formulele de derivare numericd (E) prezinta
unul din urméitoarele 3 aspecte:

1°. Dacd I (z,) = 0, gradul de exactitate este p -+ r -1, cu restul de
formd simplé. :

2°. Dacd @, € (¢, as), (%) #= 0 i dacd inegalitatea (101) este veri-
ficatd, gradul de exactitate este p - r, insd restul nu este de forma simpla.

3°, Pentru toate celelalte valori ale lui z,, gradul de exactitate este p +
si restul de formd simpla.

38. Putem determina cu mai multd precizie pozitia punctului z, dupi
cele trei cazuri semnalate.

Fie ¥1, Ya,- -, Y, , riddcinile distincte de noduri, ale derivater I’ (7).

Aceste riddcini sunt separate de nodurile (96) si putem presupune

< Y; < Tt J=1,2.0,8—1.
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Polinomul ¢’ (z) are s — 2, respectiv s — 1, ridécini diferite de noduri
dupi cum ry = 1, respectiv rs > 1. S& notdm aceste riddcini, in ordinea
lor cresciitoare, prin 2, z, . . ., z,_,, unde z;_, nu existd dacd rs = 1. Avem

atunci
<z <UYppr 1= 1,2, ..,s—2
iar dacd rs > 1, aceste inegalitdti au loc §i pentru j=s—1. 2
Din proprietatea binecunoscutd a variatiel rdddcinilor derivatelr unui
polinom cu toate ridicinile reale [8], rezultd ci

g <z j=1,2. .8 —2 (106)

inegalitate care are loc §i pentru j = —1, dacd ry > 1.

S& punem acum, prin definitie, z.1 = s, daca rs = 1. Atunci, inegali-
tatea (106) este adeviratd totdeauna gi pentru j=s— 1.

In intervalele dintre noduri, ¢ (x), deci si I (z) ¢’ (x), schimbd de semn,

trecand prin punctele zi, z5,... Dar, din (97) rezultd cd
L(y) 9" (y) = — o (y;) <O
Rezultd deci, ci inegalitatea (98) este verificatd numai in intervalele
' (— o, &), [2 22], [25, x5l . - oy [Z6m2, @i, [25-1, © ).

S4 notim de asemenea cu zy’,2s,..., %1 rdadicinile, diferite de noduri,
ale lui ¢’ (z), unde 21" nu exist¥ dacd r; = 1. Ca gi mai sus, se vede cd

xy < zi << Y < Zjya, j=’1,'2,...,8-‘1

inegalititi care sunt adevidrate totdeauna convenind a pune, prin defi-
nitie, 21’ = x, dacd r; = 1. ' ;

Rezulti atunci, ca si mai sus, cd inegalitatea (105) este verificatd
numai in ‘intervalele

(— ©, 21'], {2, Zé’], [a;3, zél]a sy [ﬂ:s—i, Zgl—l]v [ws, @)

Din ansliza precedentd rezultd in definitiv
Teorema 18. Dacir=0 este un numdr intreg, daci X, nu cowncide
cu un nod care nu este simplu si dacd m = i, formula de dericare numericd

(&) este:
1°. Cu gradul de exactitate p +r -1 §i cu restul de formd simpld, dacd
X, ccincide cu unul din punctele Y1, Yo, -+, Ys—1-

9°. Cu gradul de exactitate p + v si cu restul de formd sumpld, dacd x,
apartine unuia din intervalele ’

(_Coazila]z-;—ivw)a [Z'I"azl(’-l-da ]:17 2a"','9_2'

8°. Cu gradul de exactitate p + 1, insd cu rest diferit de forma simpld,
daci X, aparfine unuia din intervalele

(zlflvuyf)v (?/f, Z;)a ]=' 17 2y s el
Restul, in cazurile 1° §i 2° respectiv este
R = (r + 1) Uze) Dpyrialfls B = (r + D1 V(o) Dpsrsa[f]
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Aceste rezultate au fost gisite, pe altd cale si sub o formd mai putin gene-
rald, de G. D. Birkhoff [1].

39. Din rezultatele precedente se poate trage o concluzie asupra formulei
(E) in cazul cdnd m = 2. In acest caz, daci I’ (z)'= 0 si numerelo Ay, 0 (20),
Az, 1(%,) sunt de acelasi seman, restul formulei este de form& simpld. Pentru
realizarea conditiei de semn va fi destul sd déemonstrim urmitoarea lemi:

Lema 6. Raddcinile derivatei a doua 1" (x) a polinomului 1(x) sunt
toate cuprinse in intervalele deschise '

(_OO, Zi’)a (ZS,—17 co), (le'y zﬂ!—n: ]: 17 27 y § — 2

Demonstrafia se face simplu, daci ne bazim pe felul cum variazi radi-
cinile derivatel cénd rddicinile polinemului variazi [8].

Sd demonstrdm, de exemplu, cd in intervalul [y;, z/] polinomul [ (z)
nu se anuleazd. Acest lucru este evident dacd j = s — 1 §i 7, = 1, pentruci
atunciy,_, este cea maimare rddacind a luil'(z) si aceastd radicing este simpla.
In celelalte cazuri observdm cd I/ (¥;) 5 0 pentrucd y, este rdddcina simpl
a lui U (2), iar din (112) deducem.

" (#) = 9" (2)) (5j— =) 50

pentrucd atunei zj== z, iar ¢ (3) & 0 deoarece zf este rdddcind simpld a
lui o' (2). '

In intervalul deschis (y;, 2), polinomul I (2) poate avea cel mult o
raddcind pentrucd, altfel, I’ (z) ar trebui si aibd o rddécini in acest interval,
ceea ce este 1mposibil. S& presupunem cid ar exista o rdddcind a lui I’ (z)
in intervalul (y;, z). Aceastd réddcind s’ar mentine in intervalul (y;, zj),
in timp ce primele 7y + 7, +... 47, —1 noduri si ultimele 7704 = rpz -
~+ ... -+ r;— 2 noduri ar varia. F&ednd pe primele sa tindd citre — o, lar
pe ultimele cdtre |- e, vedem cd proprietatea ar trebui si fie adeviratd
in eazul particular

p:27 Ty < %y < Xy, ]:1 (107)

pentrucd, in timpul acestei variatii, y;, z; rdmén la distantd finitd pe axa
reald.
e il A
3
a lui 1" (z) este mai mare decat z{. Proprietatea este demonstrati.
Polinomul "’ (z) nu se anuleazd deci in intervalele [y, z/]j = 1,2,. .., s — 1.
La fel se demonstreazd c¢d acest polinom nu se anuleazi in intervalele

In cazul (107) avem insd y; <<z;=

oA X B o Sl
% 1 ridicina

.2177 yi]v ]:13 27"'7‘9_1'

Lema 6 este complet demonstratd.

Deducem prin urmare

Teorema 19. Daci r >0 este un numdr inireg, daci x, nu coincide
cu un nod cere nu este simplu 51 dacd m = 2, 1" (x4) = 0, formula de derivare
numericd (E) are gradul de exactitate p-r-+1 st restul de formd simpla.

Restul formulci este

R= (r++ 21V (50) Dyirsalf]
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§ 5. Asupra edtorva formule explicite de derivare numerici

Utilizarea practicd a formulelor de derivare numerici (E) depinde in mare
masurd de forma explicitd sub care se pune derivata respactivd a polinomului
de mterpolare. Rapiditatea §i precizia calculului numeric efectiv depind
de aceastd formd explicitd. De asemenea, utilizarea eventuald a tablelor
numerice $i a maginilor de calcul necesitd un studiu aminuntit al acestor
forme explicite. Problema aceasta are o foarte vasty literaturd, Ne limitim
aiel sd citdm cercetdrile lui S. E. Micheladze [4]si J. F. Stef-
fensen [10].

Vom examina dou# feluri de astfel de forme explicite:

1°. Formule de derivare numericd far§ diferente.

2°. Formule de derivare numericd cu diferente.

[n aceastd lucrare ne intereseazd mai ales si dim o completare a rezulta-

lelor din §§ precedente. Intr’o lucrare urmitoare vom relua i alte exemple
importante.

;

Formule fard diferenge

40. Formulele de derivare numerici de exactitate maximi se pot clasi-
fica dupa valorile numerelor p, m,r, ry, 5, ..., rs care intri in carac-
teristicéle acestei formule, precum si dupd natura lor particulard, ca de
exemplu: gradul de exactitate, reductibilitate, exceptionalitate, simetrie.
In particular, formulele simetrice prezintd un interes deosebit si studiul
acestora a fost reluat in ultimul timp de cdtre S. E. Micheladze [4].

Vom presupune totdeuna m < p.

Fdcand abstractie de valorile nodurilor si de ordinea lor de mdirime
mutuald, unui sistem de valori ale lui p, m, 7 ii corespund atitea tipury
de formule in cate feluri putem alege ordinele de multiplicitate ry, ry, ..., 7*
cu suma egald cu p + 1. Acest numir este egal cu numérul Q, 4 al solutiilor
in numcre intregi nencgative oy, oy, ..., ay41 ale ecuatiei diophantiene

a1+2a2—{—3a3—{—...—{—poz,,+(p—|—1)ap+1=p+1_ :

Decarece m ia valorile 0, 1,..., p, num&rul formulclor pentru p si r dati va
fi (p + 1) Qp+1-

Rezultd cd numdrul formulelor (E) cu gradul de exactitate e (>90) si
neexceplionale (generale) este egal cu " o

Qu+ 20, 430 + ... + (e + 1) Qupr.

Pentru enumerarea formulelor (E) exceptionale, este suficien t, pe baza
rezultatelor dela punctul 10, s considerdam numai acele formule exceptionale
care provin din mdrirea gradului de exactitate cu o unitate!). Numirul acestor
formule pentru p, » datfi este p (2,41 —1), deoarece astfel de formule nu pot
exista pentru s=1 i pentru m =0. In schimb, pentru s> 1 si m >0, pe baza
inegalitédtilor (24), existd astfel de formule. Pentru p, r, m dati (si s> 1) aceste

') Formule prezentand aspectul 1° (punctul 10).
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formule nu dispar decdt pentru pozitii mutuale particulare ale nodurilor.
In enumerarea formulelor exceptionale nu facem distinctie intre diferitele
riddcini, distincte de ncduri, ale polinomului ™ (z). Rezultd atunci ca
numarul formuleler exceptionale cu gradul de exactitate e (> 2) este

Qz+293+394+...+(e—1)93—§f_211—)7

Pentru enumerarca formulelor simetrice, ludim p = 2¢—1, ¢>0. Am
vizut cd putem presupune m = 2. Pentru g, r, p dafi vor exista €, tipuri
de astfel de formule. Pentru ¢, r dati vom avea deci ¢, astfel de formule.
In fine, graflul de exactitate al formulei fiind 2 -+r —1, numirul formulelcr
gimetrice si cu gradul de exactitate e (= 1) este

1
Q1+2Q2+393+...+[e—‘2— ]Q[E_Jr_l].

2

Dacd e este par, toate aceste formule sunt exceptionale. Dacdl insd e este
impar pentru r = 0, formulele nu sunt exceptionale. Deci, in acest caz,

e4-1

Q.41 dintre aceste formule sunt neexceptionale.

2

Pentru enumerarea formulelor reductibile deosebim doud cazuri. Unele
cu toate nodurile confundate (r = 0, s = 1). Pentru un p dat existd p astfel
de formule, corespunzind valorilor 1, 2,..., p ale lui m. Gradul lor de
exactitate este p; existd, deci, ¢ astfel de formule de grad de exactitate
e (>1). Celelalte formule reductibile au doud noduri distincte (r = 0, s =2),

| Bl Sy L 2 ] Il .
care pot prezenta [P-g ]t_lpurl diferite. Dintre acestea insd, numai la

lp‘;‘i] —1 pot corespunde formule reductibile, pentrucd dacd ry=1,

ry = p, polinomul (27) are toate ridgcinile confundate. De asemenea, m nu
poate lua decat valorile 2, 3,...,p — 1, Pentru un p(>3) dat, avem

deci (p —2)([17——;—1]—1) astfel 'de formule. Aceste formule fiind ne-

exceptionale, existd (e—2) ([e 42_1]— 1) astfel de formule cu gradul de

exactitate e (> 3).

Tabloul urm#tor rezumd discutia de mai sus relativ la numdrul formu-
lelor de exactitate maximi, dupi natura lor specificatd, dela gradul de exac-
titate 0 pand la gradul de exactitate 5 inclusiv.

Tinem seamd de urmitoarele valori ale numerelor,

Ql?'ja Q, =2, Q=3 0 ="5; () ) =Rl

)
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Numé&rul formulelor

Gradul R

de eductibile i - -
exacti- Neexcepfionale | Exceptionale Simetrice

tate \js=1 |s=2 | Total[ 4™ 3¢ itm) (@) =0 |Neex.| Ex. | Total

0 | B L. : N e

1 1 u q 5 NS . = y

2 2 | .= | 2 14 i iR :

3 3 1 & 34 5 4 " g

4 4 2 6 69 17 = . :

5 5 6 11 135 41 9 5 -

41. Pentru a obtine formulele de exactitate maximi

{ ele imd, putem pleca dela
cagul r =0, s = p + 1. Aceastd din urmé conditie este eéhivalente“?cu fap;ul
cd toate nodurile sunt simple, adicd punctele (6) sunt distincte. Avem atunci

T e e R e
D(aty Syl = 3 o e, (108
T e e e e R e
'fénillnunller(lalg HY o= 0,1,..., p care sunt poli?oamele ’simetrice funda-
ont ;i g;) :ntg:l i;l,>h;),l. .Fi,eh,-_l v hiva,o, by (HY =1, HY =0 pentru
M) = (2 —hy) (8 —hy). . (28— Ppya).
Avem atunci I(#) = M2 — %), deci I () = X (k;) §i formula (73) ne di

™ (2g) = (— 1" ™ m! Hyyqm

precum §i

I(z) 1t Ry B
[x_fo,,:’(““p mUH , i=1,2,..,p+ 1.

Tindnd seama de formula (108), deducem

(=0 o RELE, |
ar [ () = 2 5@ )+ R, (109)

Trecerea dala cazul r = 0 la cazul 0 na
Formula (34) ne di zul r > 0 se face utilizdnd formula (90).

1 Lt i

L (5) = L (8, %g,. -, 305 f 10) = 3 C=% iy oy (110)
e 1=0 jl
g1 din (85) deducem atunci
[0+ Ty B0, T, o0 203 fl= |1 00+ B)— Sk g

() 1 Qlyhi=ty 0 hr f(x0+ i)_ZéTf”(xo) (111)

X i =

7%
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asa cd tindnd seama de formulele (90) si (109) deducem

(—‘ 1)1)-—m (m+7) () — __ 7‘:1 p+} H(L)—m f(i) (xo)
R A oL ,ﬁ;QMﬂx<J i (112)
+mem e
Z/]j (h)f(x0+ L)_{— +

Daci H, 1-m 0, aceastd formuld are gradul de exactitate p + r, s
dacid restul este de forma simpld, avem

R=—HyimDyiria [f]

Dacd Hpy1-m = = 0, formula devine excepfionald si are gradul de exactitate
p+r-+1 s dacd restul este de formd si impld, avem

IR == H,)_}-zfm ‘p+1,+2 [f]

Placand dela formula (111), stabilitd in cazul cand abaterile h sunt dis-
tincte (s1 diferite de zero),obtinem celelalte tipuri de formule de derivare
vumericd (E) facand ca, pe grupe convenabile, abaterile s tindd una cétre

alta.

42. Pentru a evalua coeficientii lui f) (z,), j = 0,1,...,7—11in formula
(112), putem sd ne folosim de formula (86) Referindu-ne la notatiile din

formula (10), deducem din (86)
r—1 ! ; (m+r)
21 cff(”(‘%) :[l(”)L(an Lgqgres Toj f(-@)_ |T)] - (113)

j=0 r l_(m) T=T

Tinadnd seama de (110) avem

(m+r)
[l(x)L(mo, A e =) |x)]

I

; L@ Hama (114)
o 7-41_1_ ‘ (ntr) f(_’.b')_ (/)
=2t e [l

Insd, pe baza formulelor (69), (73),
[ (@) (2 — a1t = (=07 (A )V Hp aomery -

Din compararea formulelor (113), (114) deducem deci

(—12" (m 4 1)! (—AV[;LT“.
cr--1~-—]' = (’ Y T ]) 0(2_4 Hp m— H o ] I(.’E) i (11 )
Dar, din egalitatea
1
{ (= =
(%) (@)
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deducem

y 1
(“1)I+1 HIJ-H[ ]

Il

l(z) ('ll
: 16)
: == Q5 Al )
S Hpsiat || =0 i=12
o=0 ol l('v) v=2,
Elimindnd pe ;
_ﬁ:i_)cf[L My A 5 o
al | U(®) Jazy,
din ecuatia (115) g1 din primele j 41 ecuatii (116), deducem
Hp Hp+1 O 0 ...... O
- Hp~1 ]‘1[, H]H 1 () 0
. (= D st r)!
Yy ——— o] RS R PR S S
r—1—pn! H;
‘ ( ]) s Hyia-; Hp o ji e aaiai s s Hy
Hp,m,-,' H,;_m-j+1 ............ }—[p—m

(B S e

Comparand aceastd formuld cu (112) deducem in definitiv

H, H et Mt O 0 fp b 12 0
p-+1 H(l) (_ 1)17 H})—l ]{p IIP_H Olezer 0
Z‘ lP S R R R R (117)
i= kH hi) H:)i1
Hpiop Hppoj vviiiinon, Hyp
[{pfm—i Hp—m.m/'»;.l ---------- Hp—m

T OB i
43. Sd considerdm cateva cazuri particulare
1°. Pentru r =0,s =1, avem

p—mn

m i / hl m-by /
S (o) = 20 (=) = [ (o + b+ L)
P [
= (R AV

(p +1—m)! ‘
Accasta este formula lui Taylor, cu o noud expresie a restului. Pentru

m > 0, obtinem prima serie de formule reductibile.
2°. Pentru p = m = 0, obtinem’ formula

i R Dy -

1 ” r—1 14 i
) " (o) = _Z T (= iI((Tu + Ay —hD 1 [f] (119)
L =tk rl
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Aceastd formul} rezultd si din formula lui Taylor (118) (pentru m = 0
si cu o schimbare de notatie). Pentru p = m =r =0, cele doud formule
(118), (119) coineid. _

3°. Sd presupunem cd p = 1, m = 0. Un caleul simplu ne aratd ci, de-
terminantul din membrul al doilea al formulei (117) este egal cu

j+2 _ pi+2
hy'” — ks

hy— by
si deducem formula
15 r—1 1 YRR R b
— [T Z) = — D Syl MNag) —
e e R kT Rk, L
A (120)
— [ f (xg ) — BT k)] + by by Dy [f)
(klhz)r(hl__kz)[ 2 [ (%o +hy) 1 [z + 2)]+ 1hs Dry2[f]
Din aceasta se deduce §i formula limitd (hy, — h; =h)
§ 0 Fr=itt e, et
r!f (o) = %’_Wf (%)‘{-Tf(xo'i-k)_
(121)

e }%f (zo+h) + le pr+2 [f]

4°. Pentru p =m =1, determinantul din membrul al doilea al formulei
(116) este egal cu

+1 j+1
R — Ryt

“hy—hy
g1 deducem formula
1 r1 r=l 1 P —ns
'——'—‘f(-l—)(x): - Sl f(x)'i'
(r+1)! P YO A v \

(122)

1 . !
iy et @t b — R+ Bl 4 B

Aceastd formuld este de gradul de exactitate r-+ 1, dacd h, 4 hy =~ 0,
dar restul in general nu este de formd simplad. Din aceastd formuld deducem
gi formula limitd (h, — h, = &)

1 g £t
T e = e 10— gl ok B+

1 (123)
L= ff, (g + k) — 2hD, 13 [f).
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Dacd hy + h, =0, formula (122) devine exceptionald §i se poate scrie
sub forma

1 () ) 1 1 1B gy
———(T-I- 11 f (o) ’ f=ZO: r—1—2)! p2i+2 0 s

b g U g B (1) o — = Do)

44, Dintre formulele de gradul de exactitate = 5 nu vom scrie explicit
decat pe acelea pentru care s = 1, decl penfru care nodurile sunt toate con-
fundate, afard bineinfeles de acelea care au §1 fost semnalate. Restul acestor
formule este de formd simpld. Pentru gradele de exactitate 0,1, 2,3, 4,5,
existd respectiv 1, 3, 6, 10, 15, 21 astfel de formule. ]?mt.re aceste formule
1, 2, 3, 4,5 respectiv 6 se deduc din formula (118) gi cate una din formulele
(119), (121), (123). Grupdm cele 0, 0,0,3,7 respectiv 1u2 formule rdmase dupi
gradul lor de exactitate. In parantezd, dupd formuld, indicdm pe rand va-
lorile corespunzitoare ale numerelor p, r, m. Pentru simplificare, in formulele
particulare pe care le scriem, presupunem 2, = 0. Se trece la cazul lui z,
oarecare, printr’o transformare lineard simpla.

Gradul de exactitate 3:

(F1) f'<0)=—2—[f(h) O =27 (h)+%f”(ﬁ)—h3D4[ﬂ (2,1,0)
(F2) 1 (0) = %[1‘ 0) — 1 ()] +%f’ (W) — 21" (h) + 6KD,[f]  (2,1,1)

(F3) 1 (0)= %[f (b —f(O)]—%f’(h)+%f” (W) —18KD,[f]  (2,1,2)
Gradul de exactitate 4:

(F&) f(0)= % [ (R) —F(0)]—=3f"(h) +Rf" (R)— %f”' (h)+hD5[f] (3,1,0)

(F5) f" (0) = %[1‘ (O)—f (W)]+ %f’(h)—_5f”(h)+hf”’(h) 813D, (1] (3,1, 1)
(F6) 17 (0)= 2201 (k) — £ (O] =22 () + 21 (k) — 31" (B) +
hs h? h
(3,1,2)
+ 36 42Dy [

2
(F7) (@)= 2205 0) = FORY] + 221 (B — =1 () +
3l i = fig i (3,1,3)

%f”’ (k) — 96 kD, [1]
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- 12 '
(F8) [ (0) = ﬁ[l‘ (h)—f (0)]—%[f'(0)+f'(h)]+f” (R)—2h*D[f] (2,2, 0)

4
(F9) /" (0) — ;8 [0 — 1)+ 270+ 25y~
h? h2
L |
— 1 (1) + 18 1D, ]
(F10) /7 (0) = %[1‘ (k) (0)]~%f’ (0) —%ff’ (k) +

i) i e
T ) =72 D5 If)
Gradul de exactitate 5: '

(FLL) 1(0) = -1 (1) = { @) — 4 () S ()

_1_ 2 12 }f_ v LR J
3hf (h)+24f (h) — h* Dy []

(F12) 1 (0) = -2};2[;‘ (0) — (f )] -+ 2—}?f’ () — 9 1 (B) -+

7 h?

s MR 17 (h) + 10 ReDyg [f)
®13) /7 0) =Ly — 1 01—Lp oy + 205 ) —
hd h? h

— 94" (h) _}__'_;_hflv (h) — 60 k3 Dg ]

F14) 1 0) = 2201 0) 7 w1 + 220 iy =Ly +
ht k3 h?
+ 2;?;‘ ' (R)— &% () + 240 2 D, [
) 12 .
(F15) 1 (0) = 2201 () - £ 01— 2 ) 4 2 4 ()
ho ha h3
—%gf“'(k) +%f”(h) — 6007 Dy [f]
i) — 20 0 8y 12,
(FL6) 1 (0) = 2217 (h) — [ (O] = (0) 1 (1) +

317 () —§f (k) + 2 bt Dy []

(2,2,1)

(2,2, 2)

(4» 17 O)

(4,1, 1)

(4, 1,2)

(4,1,3)

(4, 1,4) -

(3, 2,0)
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2 3
(F17) 77 (0) = QU O —f w1+ 250+ ¥y -
)3 h? he
(3,2, 1)
—%f” () + 3 " (h) — 2 k3 D, [f]
(F18) /Y (0) = %[i (1)~ (0)] ——%f’ (0) — 2%1 (h) -
/ (3, 2,2)
8% i hy — 220 (ny + 144 B D, I
h? Sp
#19) 1" (0) = %859[1‘ (0)— 1 ()] + %) 1(0) + 3%)/‘ (h)—
2 (81 27 3)
220y + 22 () — 480 D, 11
h3 h?
s 60 36 ,, O s
(F20) /7 (O) =52 1] (B — 1O — 21 (@ — 10—
i (2, 3, 0)
~ 2w+ 2 — 6 D, 1)
h2 . h
®21) 70 =210 — 7 w1+ 2250y + 281 0) +-
h4 h3 h2
(2,3, 1)
4 108 0y — 25y - 7222 D, 1Y
h& h2
7 720
©22) 1" (0) =221 @) —1(0)] —-?;Lif)f' (0) —%f” 0)—
(21 37 2)

360 ,, 60 ., :
— S [0+~ () — 860 A D, [1]

45. Formulele exceptionale se obtin impundnd abaterilor restrictia
H,y1-m = 0. Vom scrie formulele exceptionale de grad de exactitate < 5,
insd numai pe acelea corespunzitoare lui s = 2, fird acelea care rezulta
din formula (124). In acest caz, cele doud abateri distincte hq, &, sunt legate
de o relatie care permite sd le exprimam sub forma a?, Bh («, B fiind doud nu-
mere fixe). Raportul numerelor «, f nu este totdeauna rational. Restul ace-
stor formule este de formd simpld cind m = 1, 2, sau cand formula este
simetricd. Pentru gradele de exactitate 3, 4, 5 avem respectiv 2, 8, 16 astfel
de formule, dintre care la 6 forma simpld a restului nu rezultd din cele ce
preced. In parantezi, indicdm valorile lui p, r, m, precum si restrictia la care
este supus %, si ky, ordinul de multiplicitate a nodului z, fiind cel putin egal
cu al lui z,.
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Gradul de exactitate 3:
(F23) f’(0)=§47l[f(h)—f(—Zh)]—%f'(—f?k)—éehwdf]
(21 07 17 2kl T h2= O)

2
r’ e =N 7 =" h2D4
(F24) 7 (0) 9k2[l‘( —f(R)] +3hf (k) —6 (71
(2,0,2; hy + 2y = 0)

Gradul de ezactitate 4:

Py — 20 Sl ey A
(F25) /' (0) 64h[f(h f(—3h)] f( )

—SL 30— 2D, (3, 0,45 3+ By=0)

(F26) 1 (0) 4—[/ -—f(—h)]———[f (B) + F'(—R)] + k*D4[f]
(3,0,1; hy+ hy=10)

(F21)  £1(0) —Zh—z[f( e h)]—% 7 —h)—%f”(— 1) — &R D, [f]
(37072; k1+h2=0)

2]/3+3

(F28)  f(0) ==L () — f (=12 = V31 h) — (3—V3) b (k) —

— hf'( —[2—V31h)}+4(3l/§—B)hwsm
(3,0,2; B -+ &hy hy+ B3 = 0)

(F29)  f"(0) = —~[f(h)——f( 3k)]——f() %f-”(h)-FR

3273 8h2
(3,0,3; hy+ 3hy = 0)
(F30)  #(0) =Th3U (—h) —7(M]+ é—;;[f(h + f'(— R)] —12R2D; [f]
(3,0,3; hy+ hy = 0)
(F31)  f(0) = 18h2[16f(h) + 11f (— 2h) — 27f(0)] + —J‘ 2h) —
— 8h2D, [f] (2,1, 1; 2y + hy = 0)
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(F32)  f"(0) =

2 ¢ il 2
3h3[9f() 8f(h)—f(—2h)]+—h§f(h) 1812D; [1]

(2,1, 2); hy + 2hy=0)
Gradul de exactitate 5: :

/ 256 1T C A 28 e
(F33) (O = Sl () — (= G — o/ (— &) — 25 byt
—1§h2f”'(—4h)—256h51)6[f] (4,0,1; 4hy & by = 0)
(F34)  1(0) = 238 [om) — f(— 3R)]— —- [27 (20) + 64/"(— 3)] —
625h 125

—% f”(— 3h) + 108K5D4 [f] (4, 0,1; 3hy+ 2hy = 0)

(F35) [(0) = o TR — = 3M]— o 1~ 30) — 22— 3n) —
—%}—Lf”'(— 3h) —270h4D; [f] (4,0,2; 3h, + 2k, = 0)
(F36)  f(0) = ﬂ%—”—@ [f (- 3—_31-6- h)] +
954 + 19 5} , V6 3_Y% 3]/6 2.
+ 1G9V [(V 2) f'(hy + LS ( Ve h)] T2yl

_3(3+4V?3) 1D, [f] (4,0,2; 3% + 6k, hy -+ B3 = 0)

(F37)  {"(0) f'(—2h)—

2R)]—
625k3 [/(37) == 2h)] 125h2

24
f'(—2h T

2+ R (40,35 2y 43y =0)

F38) (0= CUEVO L o ym ] +

625R°
3 (81 + 34]/6 3(107448V6) ,, ..
o+ _\125}12 —~[8—)6]h) + AT S f'(R)
_?i(zzﬂ PP LR (4,0,3; K+ 6k byt 312=0)
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12

24 24
F39 IV(()) — ——  [H— 4h) — L2 | i 20
(F30)  [110) = o [f— b= [+ — = () — 2 f"(h) +
i %f”’(h) 4R (4,0, 4; hy - 4hy — O)
(F40)  [17(0) - — 2 [f( — 9h) — f(BR)] -+ — [£/(3h) + 2f'(— 2R)] +-
625h% 125h3 ’
(RN i 8N
oM R (60,45 2y 3y =)
. 1 5
F4'1 L =g = - (A=
(B&1) [ (0) = oo [81f ()47 f(— 31) — 128/(0)) + -/ (~ 3h) +

BN = BAD] (31,15 Bl o = 0)
(F42)  [(0) = f [H(—R)— 240+ f(hy] + 2ih[f'<— 1) — ['(R)] + 284D, [f]
(37 TS hy + fiy = 0)
1 15, 3
F43 0y = —T[48 —Of(—hy—" o G L
(B43) (0 = S {4BHO0) O/~ B9 + ) — > (8 4

124D, [f] (3,1,2; by + hy =0)

(a0 = 2O ANy, o SUAVS)yp)
B9 UVS) 5 o))~ Py 4+ 2L TV 8 iy o)) 4

.h3 h? h
+12(3)3—5) 2 De[fl (3,1, 2; k5 + &hy by + Bz = 0)
(F45)  10) = - [H—8) + 63 /(1) — 54/(0)] —

15 / 3 r \
—Q—}ﬁf(h)Jrﬁf (k) + R (3,1,3; by + 3hy, =0)

(F46)  f7(0) = % [2/(0) — f(R) — [(—R)] + % (B R G i
— 48h2 D, [f] (3,1, 3, hy 4 hy=0)

(F47)  f7(0) = E%[161‘ (B) — 97 (0) — 7f (—2R)] —

-—-‘2%[91"(0) FF(-2m)] — WM D[] (2,21 2y hy=0)
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(F48)  f(0) = :%1[27f(0) + [ (—2h) — 28f (A)] + %3 [3f/(0) +2f (h)] —

— 7202 Dy [f] (2,2, 2; by + 2k, =0)

‘ 46. Formulele reductibile din a doua serie (cu s=2) se obfin usor din
] formulele exceptionale deoarece o astfel de formuld este exceptionald ca o
formuld de derivare numericd a functiei f* («). O formuld reductibild cu carac-
teristicele p, (r=) 0, m se obtine din formula exceptionald corespunzatoare
cu caracteristicele respective p—2, 0, m—1. Cele 9 formule reductibile de grad
de exactitate << b, din aceastd serie, se obtin din formula (124) pentru r =0
si din formulele (F23) — (F30). Aceste formule sunt

Gradul de exactitate 3:
(F49) 1(0) = o (k) = /(=) — 482 Dy [ (3,0,2)

Gradul de exactitate 4:

1

(F50) . f(0) = %[f’(h) — [(=2m)] — 5!”’(; 2k) — 20%% Dy [f)

(4,0, 2; 2, + hy=0)

(FB1)  [7(0) = o [F(—=20) — 0] 4., (k) — 308 Dy 1

 Ope
(41 07 37 h’l ’ll' 2h2 = 0)

Gradul de exactitate 5:

(F52) 10 = 2L [ — (3] — (2 =80 —

 64h
— 16214 D, [f] (5,0, 2; 3y -+ hy=0)

(F53) [(0) = 00 — (=W — T - (] + 6 D )
(5) Oa 27 hl + h2=O)

el

= IIIO ==
i) it

7 ALy _é 7NN =
[/ (8 = (=R = = () -

—% Fr—R) —2483D,[f} (5,0, 8 hy + hy=0)

w5 0 = VB iy (= [2 = V31 )~ (2= VD) by )=
— hpA=[2— VBV B - 24(3Y3 —5) 18 Dy [
C(5,0,3; B bhy hy + B =0)
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3 3 3 :
6 1V f S 1 ’ LA# 117 /A0S Atz ] e _
(F56)  f¥(0) sl ) — 1= 5h)] e gy o W+ R

(5,0,4; ) + 3hy=0)
3

5 (B + 1"(—R)] — 72k Dy f}

.35 gl
IV0) = —— [f'(—}) — {
(¥57) f (0)—2h3[f( k) J‘(h)]+2k2

(5,0,4; hy + hy=0)

Simplicitatea restului, in cazul formulelor (F49), (F53), (F57), rezulti
din simetria acestor formule. ;

Resturile formulelor (F50), (F51), (F52), (F54) si (F55) se pot scrie
respectiv '

— &W°D,[f'], — 6k*D,[f), —2TWD5[f], — &k°Dy[f],
4(3)'3— 5) KD [1.
Dar functionala (n = 2)

Rlfl=ly,0,. .y om ; ]

unde &y ,d,,. .., &, sunt » puncte fixe, nu toate confundate, este de grad de
exactitate n — 1 si este de formd simpld. Proprietatea relativi la gradul de
exactitate rezultd din formula (30). Simplicitatea rezultd din faptul ci,
dacd f () este o functie convex¥ de ordinul n — 1, f'(z) este o functie
convexd de ordinul » — 2. Avem in acest caz R [2"]=n, deci

[y, g, - ., 0tn f']1= 0Dy [f]

mtervalul [e, b] fiind cel mai mic interval inchis care contine punctele
®y,%,..., 0. De aici rezultd formula

Di1 [f']=nD,[f]

a céirei insemnétate este clard si din care am dedus resturile formulelor (F50),
(F51), (F52), (F54) si (F55).

47, Formulele (E) simetrice se pot scrie intrebuin{dnd notatiile dela
punctul 35, scriind abaterile sub forma 4 4,7 =1, 2, ..., ¢. Dacd notim

cu Tf,f), a=0,1,...,9 — 1.p01in0a1.nel'e simetrice fundamentale ale lui
By 85,y ity Gptye ey (T =1, T =0, pentru « < 0 sio>q—1) si
dacd tinem seama de (94), deducem

Higlou s = (=" 4T 0y, HiZha = (1) TR,
i=1,2,...,q.

Avem si
= 4 (125)

0, pentru « impar
(—1)% Ts pentru « par.
2
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534 punem
p)=@—®(z—1) ... (¢—1)
atunci A (#) = p (x?), de unde, tinind seama de (94),
N (k) =24 p'(1), A(h2i—)= — 24 o' (8).
Ficand calculele, formula (109) devine
“—éﬁ%—l 1 (20) = ; %(—t‘)f [f (@0 + 1) + 1 (36 — 3] — To— D2y [f}

Pentru a trece la cazul r > 0, tinem seama de formulele (85) si (90).
Observim céd :

[$0+ti,$0,x0,---,x0;f] ] [5"'0 tivxﬂv"'va""xO;f]
e e s e e’ o e e, et e’
r ; r :

=2[x0:l:tia@x07‘:_@;ﬂ
r—1

membrul al doilea reducAndu-se prin definifie la f(zo 4+ &) + f (% — #),
cdnd r=0. Deducem deci?)

—p—1 v (i)
(:_1& ]t(2u«+r) (20) = i“ EGI'MT—’[% + 4, “’U"_’:ﬂ’,’;'_"_x.?,; fl —
@u+n! =) = ali
‘—Tq—u -D2q+r[f]-
Tinind seama de (111), mai dgducem
1 r
[z £ i, Zoy Lo ye -+ o fl ="2“‘ﬂ.[f(x0 + ) + (=14 (@0 — &) —
r—1 i
1y 2[‘2‘] tlr—zi. f(r—zi)’(xo)]. !
= (r—2j)!
Inlocuind in (126), obtinem in definitiv formula
(=0 FRE (g0) = _[E][Z": ngilu—i] 1772 (o)
2w + 1) T &slE e ) =2 \
byl (127)
+3 #‘f&a‘t;}mxo 1) 4 (—1) f (5 — D) = T Dagar [fl
i=1 i P Ak -

1) Vezi notatia prescurtaty la 1), dela pagina 39.
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Coeficientii lui "~ (zy), j=0,1,..., ’?] in aceastd formuli se pot

calcula ca si mai sus, in cazul formulei (112). Ficand calculele §i urmdrind
procedeul de mai sus deducem

A r
=0, 1
/ [J

Acest rezultat se poate deduce s din (117), tinind seama de (125). Formula
{127) este valabild atata timp cat “abaterile + #; sunt distincte. Formulele de
celelalte tipuri se obtin facand ca abaterile t;, i=1,2,...,¢. s& tind&, pe
grupe, una citre alta.

48. Din (120) deducem formula simetricd (h; + h, = 0)
Lo . A7 [ ] f“_D” (%) 1 . .
i it — D=y r— ) K e o [f (zo-t-h)+ (——1) [ (@g—h)]— A2 D,y [f).

J=1

Aceasta, pentru r=0,1,2, 3,4, ne dd formulele simetrice de grad de exac-
titate 1,2, 3, 4,5,

(%&ﬂmzéﬂwH#N4m—WDm} (1,0,0)
$%H%®=%UW—fF%H—WDﬂﬂ (1,1,0)
3 e i R e
(F60) - 7 0) == Lt — 1)+ f(— ] — e D, 1 (1,2, 0)
< gyl o), 1 | A7
F61) — = gy — = k] — kD 1,3
r61) =170 = =8 gy — f— my 1) (1,3, 0)
o 00 PR
P62} (= L3 T 2h4[f( )+ F(—h)—R Dy [f] (1,4,0)

Afard de aceasta, mai avem urmitoarele formule simetrice de grad de
exactitate < 5:

Gradul de exactitate 3:

F _ el (= 01— #[f(u) + f (=
(£63)7(0) TR

D ewn,n (=3,0,0

e
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f(]l)+f(_h)__}l_r Yo7 TN 4])4 3’070)
(Fe4 A VS grne = 4[/ (h) — /' ( — )]+ h* Dylf] (

(e5) () =L FLED = IWZTEW gt D,17) (3, 0,9.

==
La acestea se mai adaugd formula (F49).
Gradul de exactitate 4:
W O= (= 0= U@ =1 | pap ) @4, 0.

(F'66) f(0) =

2ut (u? — 12)
iy g W O—=1 (= 1=t @ =F (=B gt o b1, (3,1, 2)
(F67) f'(0) =3 ut (2 — u) ( .

La acestea se mai adaugi formulele (F26), (F30).

Gradul de cxactitate 5:

Xl et (02 o u2) U( i f(_' t)] 2yl VzDG[ﬂ (5,070)
H68) 1OV = e By — 2 |
() (= R (=]
(F69) (0)= s
il U () — ' ( = 0] = t u* Dy 1 (5,0,0)
4(11,2 —1?)
A R Bl e
(F10) j(0) =0 R0 =/ ()
+EW’%J”~]hWDU] (5,0,0)
7y feoy e 2= I T T AT g3t Dylf) - 4(5,0,2)

(2 u?) (i B) (w2 &)

(F72) [(0) = [f () + f(—0— f(u) = [(=u)+

2t
(”,24 12)2

[f (1) — /' (— 0]+ 22( + 20%) D[]~ (5,0,2)

T2z(,°-— )

(F713) v (0) = 22 B FO T = og (50 D1y (5,0,4)

(02 — u?) (v2 — ) (u® — 1?)

<W®VWm:u S Ut 4 f = =10 = (=0l =

O~ f(— 0] =242+ @) D[] (5,0,4)

] t(l
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(F75) f;’(O) B LS VAU o A ) Bl LD Rl L))
; ul 2 2u? (u? — 1) '
(F76) f"V(O)Z—%]‘(O)—i u? [f (1) —|-f — 0] — [f(u) + f( —u)]
u??

12 2 (uz_ tZ)

— 24 (# + w?) Dg [f] (3,2,2)
La acestea se mai adaugd formulele (F42), (F46), (F53) si (F57). Abaterile
h, t, u, ¢, ... care intr’o formuld se presupun diferite intre ele gi diferite

de zero. Sumatia din formulele (F68), (F71) si (F73) se referd la permutarlle
circulare ale literelor ¢, u, ¢. Pentru sunphflcarea scrierii, am presupus si
aici z, =0.

Formule cu diferenje

49. Vom indica, pe scurt, modul cum se obtin aceste formule, fird a ne
preocupa acum de forma restului. Dacd folosim notatule precedente formula
Iui Newton

D
L(m;a xéa"') xl'7+1'; f]x): Z r— 'Ti ~—7:0)...(x'—x§)[x;,x;,...,x{+1;f]'
i=0
ne da
( 3
Lm)(x;1 xév"') xl,7+17 f|x0)=

= 30 T Hyiem e, by Bt f (@ 2]

pentrucd, tindnd seama de (72), avem1)
[#1, 23,. . ., Ziga; [ (2)] =Ry, hay -5 it [ (29 + 2)).

Deducem urmatoarea formuld de derivare numerica

f(m) m!Z(_1 l “Hi i m[huhz’ - higas f(®o + @)1+ R. (128)

Dacé ne folosim de formula (21), deducem
y Zp; f®) +

+ (@p41 — Zo) (£ — 20) (T — 23) ... (T — Xp) [T, T4, 22, - -, Tp+41; f]

de unde obtinem formula de derivare numecricd :

™ (zg) =m! z(

J=m—1

+ ml byt Hp ponl0, by, By, .,

L (1, xéavmlliaflx) =L(x07x1,xl2,---

Y T Hy o [0,y Ry b f (20 )] (129)

hp+!; f (xo + .’13)] + R.

1) Pentru mai multd .claritate, punem in evidentd si varjabila z in notatia diferentei
divizate (si a polinomului de inter polare).

i

——
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50. S& vedem cum trecem la cazul r > 0. Din formula generald!)
p
= >' L (1, 23,. . .,
=0

dacd z,'este diferit de noduri, deducem

zh1s li(2) g () | @) [21, 28, .-, Xig1; f]

L(xi,xé,...,x},H; L x):
(z— )

AT
= ZL(xi,xé,...,xp’H;

i=0

li (%)
(2 — )

Tinand seama de formulele (86) §i (113), oblinem

o x)[xi, 2. o Tt

r—1
L™ (25, @y, - ., Ty Bs By Bpans || @0) = 3 erf” (@) +
\—_._":_,____4 2
-l-(m + r) Z IRy, Ry sy Bpwas f (@6 <+ 2)]

unde coeficientii I{? sunt dati de formula
l; :
I L™l @, .y T —Ji)—r]xo), i=0,1,...,p.
(x— o) "
Din formula (130) se mai deduce
Zp11; 8 | 2) f (%) +

L(xo,xi,xﬁ,.. xp+11fg|x) L(xo,ih,xz, 4ol

+ (x_xO)ZL(xi, xi,’n"'a

i=0

x;’+1;li (x)g (x) l x) [x() 2 wi, xéa‘ ey x;)+1 ) /]

Inlocuind aici functia g(z) cu (z — %,) g (%), deducem 2)
Tp41; 8 | @) [ (2o) +

M e b A e

L (x1, 23,. . ., Zpy1; 78 | 2) = L (24, 23,. . .,
ll /’ ’
+ Z‘L(xi7x27"'axp+1;li(x) (x_xo) g(x
g =

Avem prin urmare i formula

L(xi, AR A ——f(—)—r|x = L1, z5,...,
(x — )

P
+ ZL(xi7xé7"‘7x;7+1;
i=0

Tp41; '—L ; r\ x) f(z) +
(x—2)

Li(x
t( ),- 1Ix)[x0,7xi,xé,"'ax1{+1; f]

(2 — z)

1) Bgalitatea rezulty din faptul ci cele dou# polinoame de gradul p, din membrul
intaiu si al doilea, coincid in nodurile .

2) Se poate proceda ca la formula (130).



116 TIBERIU POPOVICIU 64

Deducem de aici cd, dacd r > 0 si dacd z, este diferit de noduri,

g iy
= D¢t (1) +
j =0

{tm—+7r) . oo ’ ’ Lo " )
L (xo,.’LO,...’,L"?.’Z‘VI,.’L‘Q,...,.L'[,+1,fl.fl,0)

———— r———

A o0+ Z 10910, by ha, o Bit's £ (@ + 211,

m!

In definitiv avem urmatoarele formule de derivare numerici

r—1

H f(l/H-r) (wo) S .21 ¢ /:'/‘) (xo) +
; =0 (131)
_l_(lll—-— 21’)[h1,h21“,7h{+l;f(moJf—w)]_*_R
ml <
(m |- 2
pa (132)

O 4 B0 I s o+ )+ R

m!
C eficientii 717 se pot caleula cu ajutorul formulei de recurentd
r 1 (r+1
P R e e oy R PR
dand Tui 7, in mod succesiv, valorile — 1, 0, 1, 2,...

0 0)- 0 [—
TS O A e S O e s (A TG

si observand cd

L=m,m+1 ..., p.

Coeficientii ¢;, 7 =0, 1,...,r — 1 au fost calculali mai sus.

51. Formula (131) este comodi, in particular, dacd nodurile sunt echi-
distante, iar formula (132), daci nodurile si punctul de derivare formeazi un
sistcn echidistant.

Pentru a exemphhcd cele spuse, vom considera un caz particular.

S3 presupunem cd r =0, m =1, ¢i nodwile sunt echidistantc si sine-
trice fald de x. Folosind notalule (94) punand

l(— e

R (N T R0 ey (133)
8 ol;ser\'ﬁnd il
Hi,;_lsllth...h,-(%le_}2+ _l_hit)
deducem
J 0, pentru ¢ par
i = (134)

32 ((—2)2 k', pentrn i impar
(Hio =1)
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Formula (128) devine

q
/' (wg) = ZIJZFLM—? fAy, hyy ooy heis f (2 z)] + R.
=1

Introducdnd notatia obispuitd a diferentelor si tindnd scama de (94),
(133), deducem
G f (o — (20— 1] h)
(20 — 1) | (2R)2-1

Dacd folesim si relaliile (134), avem jn d¢finitiv fermula de derivaie
numericé

l:h17h27"~,h2i;f(x0+/r)]: =12

) ke VAl

, L (=)@ — Z) S : ,
7g) = A (g [2— 1)) +
T oy (e R e T by T

+ 12,80 (20 — V2R Doy [f].

Sa presupunem cd nodurile sunt simetrice fatd de 2, si c¢d impreund cu
acest punct formeazd un sistem de puncte echidistante. Atunci putem utiliza
foomula (129).

In loc de (133) ludm

Avem atunci

§1

L 4
Al ‘/(UJJ; h
0T DR

3 i+ 2
Al "f(.@-(,_ i)y

, pentru ¢ impar

[07 hlahﬂa gieily h'l'+1;f] I

&4

—=, pentru ¢ par

(T +.1) 1 pitt
$1 deducem formula de. derivare numerici

fiey 0 (EDEPEN? [ i e "
o) = 5 (ziH)!%[mn f(xo — i+ 1]R) -

AT S (e ~f:+11h>] - (g 0 Day i [1].

Sectia de Stitnge Matematice a Filiale
Aeademiei R.P.R., Cluj
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OTHOCUTENBHO OCTATKA B HECKOJIBRUX GOPMYJIAX
Y/ICJIOBOV JIEPMBALIAA (1)

HECII0/1IbKO CBOVICTB $OPMYII YUC/I0OBOU [IEPUBALIAM MAKCHUMANBHON
TOYHOCTHU

(KPATKOE COJEP)KAHHUE)

dhopmysia HUCHOBOI JepuBaLuN €CTh dopmyna Buja (1) m cuypraT And
BLIYUCIEHUST NPUOMKEHHOr0 8HAYEHUA npousBoAHOl mopsaaka m-r (yHKHa
f (x) B TOUKE Xq [IpuGMIDKEHHOE SHAUEHUE f tmtn (x,) paBHO CymMe
(6es R) Broporo umeHa (opMydsl (1), # R ectb ocmamox HHMCIOBOH jepu-
paupy. Y8ibl (2) M TOHKH AePUBALUM X CYTh DASIUEHb M MMEIOT COOTBETCT
BEHHO IIOPAAKH MHOIKECTBEHHOCTH Iy [1y Fypeeey s Cymma 1y +rgt...
+rs=p-+ 1 ecrp oOlee HUCIO YSJIOB.

Cymma MaKCHMAJIBHEIX PsAOB pepusauuit, apiexTHBHO BCTYMAOIUX BO
RTOPOM WIeH, YBeIMueHHas HUCIOM § PAdMIiHbIX YSJIOB M €lie © 1, xorga
r>0, ects mopssok qopmynst (1). Ocrarox R=R [f] ects apmaTHBHBLL U
FOMOTeHHBLR (yHKUMOHAN oTHOCHTENbHO (yHKunn [ (). Cmenenv mourocmu
dopmyssr (1) wnu gyncnuonana R [f] pasHa HauMEHLLICMY LEJIOMY n, Ta-
KOMY, 4TOOH R [f] Obu1 HyjJesbiM AJis N0GOro MHOrOYJeHa /i1 CTENeHN W
OTJMYEH OT HyJS IO MEHblIEH Mepe [l OAHOrO MHOrO'JICHa crenedy n-1-1,
clieoBaTeNbHO TAakoOMY, 4To0Bl (popmynia (1) Gwura ToyHa Oes ocraTka AJA
TOGOr0 MHOIOHJEHA N CTENEHW, HO He jJIST BCEX MHOTOWIEHOB /-1 CTENeHH.
Basuofi dopmyaoit (1) seaserca dopmyna (E), xoropas mojyHaeTca IoA-
cTaHoBKoi Ha Mecto (ymkumm f (x) ee MHOTOUICHA MHTEPIOILIH Jlarpamxka-
[epmuTa, COOTBETCTBYIOLIEro yaJiam (2) m TouKE X, TMOBTOPEHHoM 1 pas. B
wacrosiiieil padote ocooo usyuaerca qopmyna (E). Ioguepkusaercs Nepexol
ot cayuag r =0 x cayda r>0, 9T0 B OOUIEM . HE NPEACTABJACT S4ATPYA-
HEHM .

B § 1 foxassieaercs, 4rto cpepu Beex opmyn (1), MOJYHEHHBIX HBME-
HeRueM Kkoo(ipULMenToB @, a;j 9TOi Gopmyis, Gopmyna (E) obnapaer
caMoii Gonbliuoil crenerbio TouHocTH (teopema 2). [losTomy OyaeM HasbiBaTh
dopmyny (E) Gopmynon maxcumaibHou mouHOCIU, B ofmmem CTeneHb TOM-
wocTu (opmynst (E) pasHa p - r u ee nopajoK paseH p -+ r--1. Crenens
TOMHOCTH PaBHA MOPAAKY M 9TH JBA MuCNA PABHBL P--r Wid p-r+1, Torja
¥ TONBKO TOPAA, ECHM Xq €CTh KOPEHb, OT/IMYHLIA OT y3/Ma OAHOrO W3 MHO-
rowieHos (16), rae / (x) ecTb MHOTOWIEH (3) mmeroumil B xadecTne KopHeit
yaxsl (Teopema 3). Byaem roBoputs, 4TO (hopmyna (E) ectb uciarouumerv=
Has, €CHM ee MOPS/I0K PAaBeH ee CTeneHu TOoUHOCTH. XOTH, 1O MeHpLIeH Mepe
[0 BHELUHEMY BUAY, MCKIOMATENLHOCTb NPEACTABJSET TPU Pas/MHHBIX BHAZ,
B BABMCUMOCTH OT YBEJMUEHHS CTeNeHM TOYHOCTM HA EAUHHUY WM YMEHb-
LeHUs TOPSAKA HA eNMHMLYY, AOKashBAOT (NN 10, 11), wro sTH TPU BUAA

BO3BPALIAIOTCS APYT K ApYTY. Bee joxsaTeNbeTBa faHb! 0€8 HCIIONL30BAHUA KO-

dunuenTos Gopmyast urrepnossauuu (10). Koraa ysimt (2) m uucna m, r
JAHEL, CYILIECTBYET KOHEUHOE HYUCIO TOYEK X, JNA KOTOPbIX (opmyna (E)
CTaROBHTCA MCKJOMUTENsHOM: Onpeaenzerca aTo wucno (teopema 4) u mo-
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kaspBaerca (Teopema 5), 4TO B OOLIEM CYUIECTBYIOT UCKJIOHUTENbHDBIE thop~
myast, dopmyrna (E) HasbiBaercs coxpamumoit, KOrAA OHA BABMCHT OTYETIHBO
JMWb OT npoussoAHbx (yHwum f (X). §1 sakaHuuBaeTCs ONPEAENeHHeM CO-
KpaTHMBIX (hopmys (Teopema 6).

B § 2 npuBopaTCcsa HECKOIBKO COOODAMKEHUIT OTHOCHTENBHO OCTATKA. ANKH=
THBHLIA ¥ roMoreHmsii qyriuwonan R [f], nopaaka To4HOCTH 7, OyAem Ha-
BbIBaTH npocmoii (opmoii, korja umeiorcs (31) ¢ M == 0, HesaBUCHMBIM OT
dpymrcuyn f(x),rae &, @ =1, 2,000, 142, ABAAOTCH N+2 PABNATHLIMK TOUKAMU
WHTepRaNa (OTKPLITOro) onpejenenmwi ynxuma f (%), PyHKHUE f (x) mona-
raeTca HempephBHON B 9TOM MHTepBase (3akpbrrom). [l TOrO 4T00b 0CTATOK
6e1 mpocToit Gopmsl, HeoOXoaumo u jgocratouno (kpurepuir C), HTOOH
umenocs R [f] == 0 ana moGo# Bemmywuoi ¢ymknun f (X) nopajka n. May-
4a[0TCA HEKOTOpbIe CBOMCTBA (hyHkIuoHAMOB (34) mpocroit (opMmbl M 3ajada
peliaeTca MOJHOCTBIO [UIA Ciaydad, Kor;a CremeHb rodHocTH ecth — 1, 0
wmr 1 (teopema 9, 10 u 11). dynxuuonan (34), cremenb TOYHOCTH KOTOPOro
eCcTh I, MOKeT GbiTh NPOCTON (hopMbl JULIL TOrAA, KOrjA OH YETKO COAEPIKUT
npousBofbie nopsaka >n-1 dysxuuu f (x) (reopema 8).

B §§ 3 n 4 nayuaoTca HECKOJBKO CNy4aeB, KOMAa MOYKHO YTBepIKAATh,
yro ocratok (opyyus (E) mpocroit gopmpt. Ecan R [f], nopsaxka T04HOCTH
p--(x=0), npuHUMaeT BUA JHHENHOW KOMOMHAIMM DPasleNeHHbIX pasHocTeH

(x=x,), %, xm, Xy Xy Xyyuvny Xuq s f]l,me, 15 il
THe X Ky sy
cyTh yaIbl (2), samuCaHHble KAK/AbIA CO CBOGH COOTBETCTBYIOMIEH MHOXeCT-
BEHHOCTBIO, TOTAA S5TOT OCTATOK €CTh MNPOCTOll (hOPMBLI, eCAH KOs(hpUIHEHTH
Anmi (%), i=0,1,..., m, pauasie dopmysoi (74) oAMHAKOBOrO 3HAKA (TEO-
pema 14). VmeeTcs aHanoru4HOe CBOMCTBO, KOrga (iOpMyJia €CTh MCKJIOMH-
TesbHAg, CTEeNneHn TOYHOCTH p - r -+ 1 (Teopema 15). B uacrnoctu Haxofar
B GoJsiee oOUeil (popme, MTO OCTATOR MPOCTOH (HOPMBI, KOTAA X, HAXOAUTCH
BHE HAMMEHBIIEr0 OTKPLITOTO HHTEPBAJA, COAepKaliero yansl (Teopema 16).
llokaswiBAETCsl, W 8TO SBNAETCS TIJIABHAIM PEe3YJAbTATOM HACTOSAUIEH DAOOTHL,
4T0 OCTATOK OyfeT npocToit (opmel, korga B (E) ysibl cHMMeTpHuHO pac-
npefiesieHsl OTHOCHTENLHO TOUKK X, (Teopema 17).010T pe3y/ibTaT OKOHYATEJbHO
pelaer npobieMy OCTarka, B YacTHOCTH, B ciay4ae dopmyn (E), mpouciue~
AWmx OT (GopMyJT MHTEPHONALUMM C LEHTPaJbHLIMK pasHOCTAMH. [lanee Haxo-
BAT BHOBL, ADYTMM nyTeM M B Goxee oOiueil dopme, noaxoe o0cy | AeHue
ocrarka (opmyssl (E) B cayyae m=1 (reopema 18). Hawomeu poxassiBaior,
YTO MCKIOUUTENBbHbIE (BopMynst i m=2 [ (X;) = O] umetor ocraTtok ﬁpo-
CTOH QOPMEL
. B § 5 Touno npusenenst popmynt (E). [lokasuiBaeTes kax MOXKHO mojy-
YUTH 9TH BHIDDKEHUA, W BHIABIAIOTCHA, MOMHMO HECKOJBKUX OOUIMX NPOCTHX
GopMyJl, BCE COKPATHMbIE, MCKJIIOMUTENbHbIE M CHMMETpPHUHBIE (OPMYJIbL,

. cTenedb TOYHOCTH KOTOpPHIX = B.
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SUR LE RESTE DANS QUELQUES FORMULES DE
DERIVATION NUMERIQUE (I)

QUELQUES PROPRIETES DES FORMULES DE DERIVATION
NUMERIQUE D’EXACTITE MAXIMUM

(RESUME)

Une formule de dérivation numerique est une formule de la forme (1)
et sert a calculer une valeur approximative de la dérivée d’ordre m 4 r de la
fonction f(z) au point z,. La valeur approximative de 17 (@) est égale
a la somme (sans R) du second membre de la formule (1) et R est le reste dp
cette formule de dérivation numérique. Les noeuds (2) et le point de deévi-
vation @, sont distincts et ont respectivement les ordres de multiplicité
Ty I'yy Pyye oy Lia somme £y + ry 4. o= p -+ 1 est le nombre total des
noeuds. La somme des ordres maxima de dérivation qui interviennen|
effectivement dans le second nombre, angmentée du nombre s des noeuds
distinets et de 1 si r > 0, est Lordre de la formulo (1). Le reste R = R[/]
est une fonctionnelle additive et Fon ogéne par rapport & la fonction I ().
Le degré d’exactitude de la, formule (1), ou de la fonctionnelle R [f1, est égal
au plus petit entier n, tcl que R[f], scit nul jour toul yolyndme du degré n
et différent de zéro pour au moins un pclynome du degré n-1, done tel que
la formule (1) soit exacte, sans reste, pour tout palynome du degré n,
mais non pas pour tous les polyndmes*du degré n 4 1. Une formule
importante (1) est la formule (E) obtenue en remplacant la fonctien f(2)
par son polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite, correspondant aux
noeuds (2) et au point @,, répété r fois. On s'oceupe spécialement, dans
ce travail, de la formule (E). On insiste partcut sur le passage du cas r =0
au cas r >0, ce qui se fait assez facilement en général, y

Dans le § 1, on démontre que, parmi toutcs los formules (1), ohtenues en
faisant varier les coefficients 4, a,j; de cette formule, la formule (E)ale
plus grand degré d’exactitude (théorsme 2).

La formule (E) sera donc appelée: formule d’ezactitude maximum. En
général, le degré d’exactitude de la formule (E) ¢st égal & p - r et son
ordre, ap+r+1. Le degré d’exactitude est egal & I'ordre, et ces deux
nombres sont égaux & p-4r ou p-fr -1 81, et seulement si, x, est une
racine, différente d’un noeud, de I’un des pelynomes (16), ou I (z) est le
polynome (3) ayant les noeuds pour racines (théoréme 3). La formule (E)

est dite eaceptionnelle, si son ordre est égal & son degré d’exactitude.-

Quoique, en apparence du moins, I'exceptionnalité présente trois aspecls
différents, suivant que le degré d’exactitude augmente d’une unité, ou que
I'ordre diminue d’une unité, on démontre (Nos 10, 11) que ces trois aspects
reviennent I'un & Pautre. Toutes les démonstrations sont failes sans utiliser
les coefficients de la formule d’interpolation (10). Quand les noeuds (2) et
les nombres m, r sont donnés, il existe un nombre fini de points z,, pour
lesquels la formule (E) devient exceptionnelle. On détermine ce nombre
(theoréme 4) et on montre (théoréme 5), qu’il existe en géneral, des for-
mules exeeptionrelles. Une lormule () est dite 1éductible si elle ne dépend
explicitement que des dé ivics de la fencticn f(x). La détermination des
formules réductibles (thécréme 6) termine le § 1.

-t
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Dans le §2, on fait quelques considérations sur le reste. Une fonctionnelle
additive et homogéne R[f], de degré d’exactitude n, est dite de forme
simple si 'on a (31) ot M=£0 est indépendant de la fonction f(z),
les &, i=14/2,...,n 4 2, étant n L+ 2 points distincts de intervalle
(ouvert) de définition de la fonction f(x). La fonction f(z) est SUppesée
continue dans cet intervalle (fermé). Pour que le reste soit de forme simple,
1 faut, et il suffit, (critére C) que I'on ait R[f] 50 pour toute fonection
/ (z) convexe, d’ordre n. On étudie quelques propriétés des fonctionnelles
(34) de forme simple et on résout complétement le probléme, dans le cas
ou le degré d’exactitude est —1, 0 ou 1 (théorémes 9, 10 et 11). La fonction-
neile-(34), dont le degré d'exactitude est n, ne peut étre de forme simple que
si elle ne conticnt pas explicitement, les dérivées d’ordre >n 41 de la
fonetion f(#) (théoréme 8).

Dans les §§ 3 et 4, on étudie quelques cas, pour lesquels on peut affirmer
que le reste de la formule (E) est de forme simple. Si R [f], de degré d’exac-
titude p +r==0 est mis sous la forme d’une combinaison linéaire dcs
différences divisées (z = x,)

D28 i R 21 e iy S o i=0,1,...,m

N——— o ——

oW i, &3,. .5, Tpy s sont les nocuds (2), écrit chacun avee sa multiplicité res-
pective, alors cc reste est de forme simple si les coefficients 4, ; (w,),
1=0,1,...m, donnés parles formules (74), sont du méme signe (théoréme 14).
On a une propriété analogue, si la formule est exceptionnelle du degré
d’exactitude p - r<4-1 (théoréme 15). En particulier, on trouve, sous
une forme plus générale que le reste est de forme simple si @, est en
dehors du plus petit intervalle ouvert, qui contient les noeuds (théoréme 16).
On démontre également, et c’est le principal résultat de ce travail, que
le reste est de forme simple, si dans (E) les noeuds sont symeétriquement,
distribués par rapport au point, Ty (théoréme 17). Ce résultat résout comple-
tement le probléme du reste, en particulier, dans le cas des formules (E),
provenant des formules d'interpolation avec des différences centrales. Pap
une autre voie et sous une forme plus générale, on retrouve en suite, la
discussion compléte du reste de la formule (E), dans le cas m=1 (théoréme 18).
On démontre enfin que les formules exceptionnelles pour m =2{l'" (z,) = 0]
ont unm reste de forme simple.

Dans le § 5, on donne une forme explicite aux formules (E). On montre
comment on peut obtenir ces expressions et on met en évidence, outre quel-
ques formules générales simples, toutes les formules réductibles, exception-
nelles et symétriques dont le degré d’exactitude est < 5.
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