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1. — Fie P(z) un polinom de gradul (efectiv) n. Acest polinom are
n rddacini distincte sau nu. Derivatole siccesive P(x), P”(x),.. ., Pn—1) (1)
au respectiv n—1, n—=2,.... 1 rddicini distincle sau nu. Considerand
deci toate rdddcinile polinomului si ale derivatelor sale succesive avem

n (n+1)

+24,..+n =
142+ n 3

astfel de rdddcini distinete sau nu.

Se poate pune problema de a determina numirul N al numerelor
n(n+1)
2
riiddcinile considerale, Numdrul N este numgrul ridécinilor distincte ale
polinomului P(z)P'(z)... P@=1(z) obtinut ficind produsul polinomului

dat si al derivatelor sale succesive.

Putem evident presupune n > 1,

Bste clar ¢ daci P{z} arc {oate rddicinile confundate avem N =1.

In cazul contrar avem N >1 §i se pune intrebarea cum se poate
preciza aceastd inegalitate in acest caz?

In ipoteza ci rdddcinile lui P(z) sunt toate reale, vom demonstra ci:

. Dacii P(z) are cef putin doud rdddcini distincte avem N =n+ 1.

Proprietatea aceasla esle foarte probabil adeviratd si in cazul cand
se ridicd restriclia realitilii rdadicinilor, deci pentru un polinom oare-
care de o variabil§ complexi.

Proprictaten T nu depinde de o transformare liniard a variabilei z,
deci va fi adeviraty dacd radicinile polinomului sunt situate pe o dreapts
din planul complex. Deasemenea proprietatea nu depinde, evident, de
un factor consiant (0) al lui P(z). Rezultd c¢i in demonstraliile care
irmeazd se poate totdeauna presupune ca primul coeficient al polinomu-
lui (al luj zn) este egal cu 1 si cd daech P(z) are cel pulin doud
radacini distinete, una oarecare dintre aceste radicini este egald, de ex.,
¢u 0, $i una oarecare cu 1,

distincle dintre aceste numere astfel obfinute si care reprezinti
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2. Demonstratia proprieldlii I in cazul rdddcinilor reale se bazeazd
pe caleva proprictiti care sunt consecinle ale teoremei lui Rolle.

Dacd un polinom are toale rddacinile sale reale, derivata sa are de-
asemenea loate riddicinile reale. Fie a,, b, ridacinile extreme, adicd cea
mai micd si cea mai mare radicind, a lui P(2) si a,, b, radédcinile extreme
analoage ale derivatei P/(z). Dacit a, resp. b, este o rdddcind cel pufin
dubli a lui Plz), avem a, = @ resp. b, = b,. Daci a, resp. b este rida-
cind simpli, avem a, <@, resp. b, < b,. In fine a, resp. b, este rdda-
cing simpld a derivalei daci si numai dacid a, resp. b, esle radacind
simpld sau dubld a polinomului.

Si presupunem ci P(z) nu are foate riddecinile confundate si fie,
in general, @; cea mai micd iar j; cea mai mare riiddcind a derivalei P®(x)
de ordinul i, 1=0,1..., n—1. Avem evident a,_4 =b,_, Insd o, <
< b, . Aceastd din urmi inegalilate rezultd din faptul ci dacd derivata
unui polinom cu toate riiddecinile reale are o ridacini de ordinul i >1
de multiplicitate, polinomul are neapiirat aceasld riddcind de un ordin
i+1 de multiplicitate. In ipoteza vealiti{ii tuturor ridicinilor egalitatea
Gy = by_s MU ecsle deci compalibili cu ipoteza cii rddicinile polinomu-
Jui nu sunt toate egale.

3. S§ notim acum cu E numirul numerelor distincte dintre nume-
rele ]
(1) air by, 8 =0.,...;n—1.

Din cele de mai sus rezulti ci, dacd a, esle o rddiacind de ordinul !
de multiplicitate iar b, o rdddcind de ordinul & de multiplicitate a poli-
nomului P(z), avem

gp=ay ="+ =m < o < a1 <00 <p—z < Upy =
byt Sy <+ v« < by < byog=bj_g =+ + + =bg.

De aici rezulta ca

(2) E=2n—1—Fk+1.
Insa

(3) I+k<n

si

(&) N> E.

Dar din (3) rezulti ci E>n+1, deci N=n+1 si proprietaten I
este demonstrati,

4. Ne propunem acum si delermindm toate palinoamele P(x) (cu
toate riddicinile reale) de gradul n pentru care avem N =n -+ 1. ]

Din (2), (3), (4) rezultd ci acest luern nu peate avea loc Llec&t'daea
| + k = n, deci numai dacid polinomul are exact doud ridiecini distinote,
prin urmare, afard de un factor constant (7 0) si afard de o {ransfor-
mare liniard a variabilei, numai pentru polinoamele de forma

P{x) = znk (z-—1)%, 2k < n.
In acest caz avem E —m + 1 si pentru, ca si avem N—n+1 este
necesar si suficient ca toate ridicinile unsi derivate oarecare P®(z) 4
nu fie diferite de rdddcinile (1) si aceasla penteu i =425, .., M—3"
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~ Dacinz 2 k=1 nu exisld astfel de raddcini si deci avem atunci
N =mn +1. In felul acesta cazurile'n =23 sunt epuizate. '

3 n
Dacd nz 4, 2< §§; P®-3)(r) are rddicinile distincte si ridicina

diferitd de a@,_; si b,_; a acestui polinom nu poate si coincidi decdt
cu'a,_. Pentru ca si avem N = n 41 este deci necesar ca:polinoamele

P=3)(2), P—1(x) si aibi o radicingd comund. Dar g,_=h,_ 1=ic, adicd
()

este necesar si avem .
o) = o
n

Dar
(e 2 (n—3 ! »
+ 3k(k—1) (n—2) 1 — AN (e
si deducem (k1) (n—R)z — ke(k--1) (k—2)]

Pln=3) (E) \iyis, k(n—k) (n—2k) (n—3).!

n 3 n2

1115 i0g 3 e i 3 |
Rezultd de aciici:daci n > 4,2 < k < Favem cu siguranti N > n+ 4.

~Rémane si examindm cazul n = 2k, Daci % = 2 pe baza celor de
mal sus se vede cd avem N =n+1. Daci k>2, ridicinile lui P("—"i)(x)
sunt tsla_te: {Ilstinele gl simetric asezate falii de «,_,. De aici rezulti ime-
diat ci niciuna dinlre riddcinile distincte de rddicinile extreme ale lui
Pn—4) (1) nu coincide cu @,_, si cd pentru a avea N = n+1 este necesar
ca aceste ridicini sd coincidi cu a,—, ', b,_, respectiv, deci ca Pa=4(x)
si fie divizibil cu P®—2(2). Pentru simplificare puten’l lua acum 1

P(z) = (22 —1)*

Avem atunci
L Rl-—4&) ' k(k—1)
P—iy(z) — al (=) foht )y (ke 3y —6(2h3)z243]
1g(n—%(‘:c) = (Rh—2) 1k [(Rk—1)x2—1].
e unde, ficand calculele, se vede ¢it P(m—4)(z a divi 7

i nnde, Modn ; e vede cd P@—9(x) se va divide cu P -2)(g )

Dacdi deci n = 2k, k>3, avem .cu sigurantd N >mn + 1.

Pentru. n =6, k =3, se verifici direct ci N .= n-+1.

}n def].-nltlY deciavem:urmitoarea. proprietate
ar 5= Dacq 730lzvn0vmu?='3(1'") de gradul n (cu loate riddcinile reale)
“ e cel pufin doud raddcini distincte, egalitatea N = n - 1 are loc dacd si
mlfﬁ?lldqca acesl polmqm are o mddiacimnd multipld de ordinul n—A1 de

£ icitale, precum i incd numai in urmdtoarele doud cazuri:

A Daccg n :/{ s1 polinomul are doud rdddcini  duble. '

<. Dacd n =6 §i polinomul are doud rdddcini triple.

PeStI‘i5(.)ti_'1_ In ??t ]’il:lVEr}tg exactitalea proprietilii I in cazul cdnd nu se face
: a realilalii radicinilor, ea se poate stabili usor ch
] dddce . S entru cateva
dmtrfo primele valori ale lui n. )

< Peniru n = 2, proprictatea esle deja demonstrata.

0
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20, Dacd n = 3 si dacd riadicinile lui P(z) sunt distincte, derivata
P’(z) va avea rddicinile distincte sau nu, dar ambele diferite de ale
lui P(xz). Avem deci, in acest caz N > 4. Dacd P(x) nu are toate ridici-
nile distincte, prin o transformare liniard revenim le cazul rddacinilor
reale. T :
3% Dacd n = 4 si daed rddicinile lui P(z) sunt distincle, se vede,
ca mai sus, cd avem N > 5, Dacd P(2) are trei rddacini distincte, ramane
sd examinam cazul cind nu pulem prin o transformare liniardi reveni
la cazul radicinilor toate reale. Daca alunci ridicinile lui P’(x) sunt
distincte, doud dinire ele sunt diferite de raddcinile lui P(z), avem
deci N > 5. Dacd in fine P’(r) nu are ridicinile distincte, atunci una
{simpld) coincide cu ridicina dubly a lui P(z), iar cealaltd distincti de
aceasta este o ridicing dubld diferitd de ridicinile lui P(x). Prin o trans-
formare liniard se ‘poate face ca P’(z) si aibd toate rddicinile reale si
atunci P(z)P”(z)P™”(z) are cel pulin 4 rddidcini reale distincte, iar
P(z) cel pufin o rdddcind nereald. Avem deci tof N = 5. Dacd in fine
P(x) are numai doud ridicini distincte, prin o transformare liniard
putem face ca toale riidicinile si ‘devind reale. . ]

Pentru n = 2, 3, 4 proprietatea I este deci adeviratd in general.

Sectiac de Matematicd
a Filiglei Cluj a Academiei R.P. R.

KPATKQE COJIEP)XAHUE
O JNOJHHOMAX CO BCeMH peaJILHI-IMlI EOpHﬂM[/I
TUBEPUS IIOIIOBITA

B aTo0it paGoTe goxasbBaeTCs; YTO ecHM MOJHHOM P(x) crenenuln umeer
BCe peaJibHble KOPHY, pesy brar P(x) P (x) P”(x) ... PU"~D nMeer 1 mam camoe
MeHbliee. n+1 pasnuunele Kopu#. OUPeReNsOTCS ¥ BCe TOJMHOMEL P(x) zns
KOTOPBIX npefies n+1 JOCTHTHYT.

RESUME

Sur les polyndmes ayant toutes les racines réelles
' par
TIBERIU POPOVICIU
Dans ce travail l'auteur monire que si le polynéme P(z) de degré n
a toutes les racines réelles, le produit P(x) P'(z) P”(z)... Pn~1) g 1

ou au moins n+1 racines distinctes, On détermine également tous les
* polynémes P(z) pour lesquels la limite n-1 Wesl pab alteinte.
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