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1. Poussée par des nécessités d’ordre pratique, Panalyse numérique a pris
un grand essor dans les derniéres décades. Les problémes de 'analyse numérique
sont trés variés, mais tous peuvent étre caractérisés par ce quils cherchent &
obtenir les résultats jusqu’aux derniers caleuls numériques,

Dans ce qui suit tous passons en revue, trés briévement, certains aspects
tout & fait particuliers de quelques problémes d’analyse numérique, d’ailleurs
présentant une grande importance théorique et pratique, aspects qui rentrent dans
le cadre des préocupations de la Section de Mathématique de la Filiale de Cluj,
de I'Académie de la R.P.R.

2. Dans de nombreux problémes d’analyse numérique on cherche i obfenir
un nombre qui dépend d’une fonction f, done on cherche la valeur d’une fone-
tionnelle A[f], d’argument /. Pour fixer les idées et pour simplifier, nous suppo-
serons pour Iinstant, que / est une fonction réelle de variable réelle. La fonctionnelle
AT[f] peut avoir différentes structures. On rencontre les cas les plus simples dans
le calcul de la valeur d'une fonction f ou de sa dérivée d'un ordre quelconque,
sur un point donné, ainsi que dans le caleul de I"intégrale de / dans un inter-
valle donné ete. Ces derniers cas particuliers se rencontrent souvent, par exemple,
dans différentes méthodes d’intégration numérique des équations différentielles
ou d’autres équations fonctionnelles.

A cause de la trop grande complication ou bien de Ia connaissance généralement
insuffisante de la fonetion f on ne peut pas obtenir exactement le nombre A [f].
II faut alors se contenter d'une approximation de ce mombre. Ce qui rend im-

| portants ces problémes de caleuls approximatifs ¢’est qu'en pratique une appro-
ximation convenable du nombre A[f] est toujours suffisante.

Il y a différents procédés qui permettent d’obtenir wne valeur approximative
pour A [f]. Un procédé assez général peut 8tre schématisé par I'égalité approximative

|
Alfl= B{f], (1)
done on peut prendre comme approximation pour A [f] la valewr B[f] d’une
autre fonctionnelle donnée — considérée comme plus simple que A [f] en ce sens

7*

et



474 TIBERIU POPOVICIU 2

qu'effectivement le caleul du nombre B[f] peut s’effectuer jusqu’an bout et dans
certains conditions imposées d’avance. .

Un procédé général d’obtention dune approximation pour la fonetionnelle
A[f] consiste & remplacer la fonction f par une fonction d’approximation ¢

1= ¢ (2)
On peut considérer le nombre A [¢] comme une approximation pour A [f] done
A~ ATl (3)

D’ailleurs, I'éga'ité (3) est de la forme (1) si la fonetion d’approximation dépend
' : ' : 4 + - A =
univoquement de la fonction f, done si @ est la valeur d'un opératem

TORLE *
’argument f. On peut prendre alors
Bf] = A[® [f| #]- ®)

Dans ce qui suit, nons nous occuperons seulement de formules d’approximation
telles que (D). i o
3. 1Dzmaq ['utilisation pratique d’une approximation de la forme (1) il est parti-
culisrement important d’apprécier U'erreur qu’on commet pour cette approximation.
Dans la recherche d’une telle évaluation une délimitation satisfaisante du reste

R=R[fl=4[1— B[] (6)

de la formule (1) présente une grande importance. Enfin, pour obtetir une telle
délimitation, une étude approfondie de la structure du reste R (f) est trés upn!n.

8i par exemple, R[/] est une fonctionnelle lméa.ir?, gtl.d[llt.l\'(’- et‘h.omogl?nc)
on peut exprimer R[f] — dans des c.qndztmns assez générales — & l'aide 11(1;{-}
intégrale (Jintégrale de Sticltjes si 'on se frouve dans les conditions du
héoreme de F. Riesz). ‘
mem}t[nile*cst peLS suffisa.n}t d’exprimer le reste de cette fagon, car dans lfa’s ‘déh-
witations pratiques du resteinterviennent des propriétes comme (_'E”Bfl qui seIlefflreu'!;
an degré d'exactitude de la formule d’a,ppl'uxnn,a.t.mn (ou de son u_asiie)-.. Jj'.? epré
d’exactitude (par rappert & un polynome) d_une_fouctlolmcllﬂ hngaue [f] se
définit comme étant le plus grand entier n (s'il existe) tel que R[f] =0 pow

tout polynéme f de degré n. Dans ce cas le reste peut s'exprimer par une fon-
ctionnelle linéaire de la (n -+ 1y dérivée de f si, bien entendu, certaines con-

ditions d’existence de ces expressions subsistent. Différentes expressions de ce tyiie
ont été 6tudiées par de nombreux auteurs, surtout pour le reste des formuies de
dérivation et de quadratures numeériques. ol o

4. Dans le cas d’une fonctionnelle linéaire R[f] la théorie des fonctions con-
vexes d’ordre supériear mous permet de trouver une forme remarquable pour
R[f]- Si R[f] est du degré d’exactitude n et si f est unc fonetion continue dans

un intervalle, 1'on a
Ri'=0 By Sovilaaeil] P [E5 &8 oo Snitei T (M)

Dans cette relation, valable sous des hypothéses trés générales, ol o, B sont

des constantes ne dépendant pas de la fonction /, on a utilisé le symbole bien connu

des différences divisées, et £, ¥y ,.. ., Etre 6t &, 5 ..., Enya sont des groupements

de (n +2) points distincts qui dépendent, en général, de la fonction f [5].
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Le cas oit un des nombres =, # pent étre pris égal & zéro est particuliérement
intéressant. Ceci arrive si, et seulement si, R[f] =0 pour toute fonction (continue
et) conveze d’ordre n.

La forme (7) du reste précise beancoup sa structure en le rattachant aux pro-
priétés différentielles de la fonction f. Le rapport entre les différences divisées et
les propriétés différentielles d’une fonetion est assuré par toute une série de pro-
priétés « de moyennc» dont les plus simples sont connus, déja depuis Canchy
[1], tandis que d’antres ont été établies plus récemment [7).

5. Nous n’insisterons plus sur la structure du reste R[f]; nous ferons seu-
Iement quelques remarques,

#) La structure (7) du reste R[f], que nous supposons une fonctionnelle
linéaire, peut étre étudiée dans un cadre plus général & Paide d’une extension
convenable de la notion de degré d'exactitude. Cette généralisation revient &
supposer que R [f] s'annule sur Uenveloppe linéaire d'un nombre fini de fonctions
linéairement indépendantes. On utilise bien entendu la généralisation correspondante
de la notien de différence divisée.

b) Jusqu’d présent on ne connait rien d’analogue pour le cas oit R[f] n’est
plus une fonetionnelle linéaire. De telles fonctionnelles, comme restes, semblent
étre importantes. Par exemple, la méthode d'intégration numérique de Runge-
Kutta des équations différentielles revient justement & un procédé d’approxi-
mation du type général signalé, dans lequel R [f] n’est plus une fonctiounelle li-
néaire. Dans ce cas f estune fonction & deux ou plusieurs variables indépendantes,
Le fait que le reste dans la méthode de Runge-Kutta a été peu étudié jusqu’a
présent, est dit & sa structure compliquée.

Il semble que le probléme de la structure du reste R[f] dans le cas ot B [/
n'est plus une fonctionnelle linéaire de f, est en relation avec la généralisation
de la notion de convexité par rapport a un systéme interpolatenr de fonctions.
Dans eette derniére direction il faut rappeler les travaux de M. I. Morozov
[4], L. Tornheim [11], E. Moldovan [3].

¢) Dans I'exemple déja cité de la méthode de RungeKutta le reste
dépend d'une fonction de plusieurs variables. Le reste des formules d’approximation
de la forme (1) ou (3). dans lesquelles f est une fonction & plusienrs variables
réelles & été beaucoup moins étudiée jusqu’d présent. On connait — bien entendu —
de nombreux résultats en ce qui concerne le reste des formules de dérivation et de
quadrature (cubature) numériques. Dans notre pays il faut citer les travaux de
D.V. Tonescu [2] dans cette direction

Mais méme dans le cas o R [f] est une fonctionnelle lindaire, une formule ana-
logue & (7) n’a pas été encore étudiée dans le cas général. Nous omettons évideni-
ment les cas simples oit les résultats s'obtiennent en partant du cas d’une senle va-
riable et en procédant par superposition successives des variables.

6. Pour obtenir une approximation du nombre A[f] il faut caleuler effecti-
vement le nombre B [f]. Supposons que c¢ nombre soit donné par la formule (5) par
I'intermédiaire de la fonction d’approximation (4) de £. Pour calenler effectivement
B[f] il faut faire un certain nombre d’opérations qui consistent généralement en
un nombre fini d’opérations arithmétiques élémentaires (addition, soustraction,
multiplication et division).
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Pour executer los caleuls, indifféremment s'ils sont cffectués 4 Iaide d’instru-
ments de caleul ou d’unc machine, on suit tonjours un programme qui, en particu-
lier, précise l'ordre dans lequel sont effectuées les différentes opérations.

An cours de l'exéention de chagque opération (élémentaire) et tout spé-
cialement des multiplications et divisions, on commet en général des erreures dues
au fait qu'en pratique on utilise seulement certains nombres, les soit-disant nombres
pratiques, qui s'expriment d’habitude par des fractions décimales limitées on méme
limitées & un certain nombre de chiffre décimaux. De cette manicre, pendant le
caleul de B[f] s'aceumulent plusienrs erreurcs de calcul qui modifieront le ré-
sultat final poursuivi. T approximation calculée de cette fagon sera, en définitive,
Papproximation effectivement obtenue du nombre A [f].

7. Dans la pratique dn calenl numérique, 1'établissement pour chaque cas
d'un eertain programme de caleul joue un grand role. Du point de vue théorique
de tels programmes pourrons étre étudiés, au moins pour les cas concrets les plus
simples, & l'aide des différentes expressions qui représentent B [f].

Pour montrer, dans une certaine mesure, la grande variété de probléemes qui se
posent en connexion avec ces considérations nous allons exposer un cas concret
simple.

Supposons que (4) soit le polynome dinterpolation de Lagrange,

ol E) =L Gy, Bavs s o5 2nids 1 | E) (8)

relatif & la fonction [ et sur les noeuds d’interpolation (distinets) @, @,... .. @y,
done, ¢’ost le polyndme de degré % qui coineide sur les neuds z,; avec la fonction f.

Supposons ensuite, qu'il s'agisse du probléme de I'nlt('tpulatwn a T'aide dn
polynéme (8) de Lagrange, donedu caleul de valeur f (#;) de lafonetion f sur le
point z, (supposé différent des nceuds), connaissant les valeurs de la fonction
sur les neuds d'interpolation. Nous sommes done, an cas ol A[f] = [ (z,) et

BIfl = L(zy By -vy Znits 1 | 50 )

Le calenl de la valeur (9) sur le point ; du polyndme (8) peut se faire de

différentes maniéres, d'aprés les différents programmes de caleul qui peuvent &tre

indigués et cétudiés par les expressions explicites du polyndme de Lagrange.
8. Soit la formule

:n-H.(_
nti EI!; 9 (“:(I = :I""}')
LB, B o on Byt | @) = 2t i) (10)
=1 Jl-'—'l(' : A
9 (o — )
=1

ol U'indiee 7 au symbole 1L? indique que la valeur 2 de § est exelue. Par inter-
médiaire de la formule (10) on peut indiquer par exemple, quil fant effectuer
une somme de 7 4 1 termes déja ealenlés. Chaque terme de la somme se caleule
en général par 2 n — 1 multiplications et une division. Remarquons que grace
aux résultats partiels, le nombre des multiplications peut étre réduit. Ainsi, pour
obtenir les produits

ni—+1

1 (2 =)
j=1

(G=12....,n+1) (11)
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&n

il nest pas necesmu{-" de faire (n + 1) (n — 1) = x® — 1 multiplications, mais en
général, 3m — 3 multiplications suffisent. Une telle réduction du nombre des opé-
rations a eff t‘,L.I'.llel' présente un grand intérét pratique, évidemment aussi en
rapport avee d’antres conditions qu'un programme de calenl doit remplir.

Une antre remarque qu'on pent faive concernant le caleul précédent est que,
dans I'obtention de chagque terme la multiplication par f(x,) peut éfre antérieure
on postérienre a 'opération de division qui doit &tre faite, en général, pour trouver
ce terme.

La premiére maniere de proeéder, qui consiste & caleuler en préalable les coeffi-
cients de f (z;), ¢ =1,2,.. o M+ 1) de la formule (10) est avantageuse si I'on doit
appliguer la formule (10) & pluswms fractions ayant les mémes neuds a; et le
méme point z,. Le second procédé qui consiste a laisser & la fin effectuation de
la division dans le caleul des termes (éventuellement seulement de certains termes)
de la somme (10) peut présenter des avantages dans le cas de données particuliéres
simples, permettant de profiter de certaines simplifications au cours dun caleul, comme
par exemple, des ‘HBlPl]f](‘&th]lb de fractions ordimaires efe. et qui ne sont pas
avantageuses dans la premiére fagon d'orgamiser les caleuls. Il faut cependant
souligner que de telles simplifications. ne peuvent pas étre prévues théoriquement
et n'entrent pas dans le cadre des préoccupations théoriques du caleul numérique.

9. On connait les avantages que présente dans le probléme de Iinterpolation
par polynames, la formule de Newfon:

Liay, @y, ooy gt [ (&) =
= 2: (2y =) (my — %a) (Ba — ) [Byy oy « 0y Bats f]

(le premier terme étant f (z,)), oit [, @, ..., %5415 f] est la différence divisée de
la fonction f sur les neuds z,, @, ..., Zj41. Le programme de caleul indiqué
d’habitude par la formule (12) consiste a obtenir successivement les nombres
Yrs Yzse-os Uy olt
Wi= 2 Ty vor Bty ] @y — Bi—at) Fi—1 ¢ =12, . . .,0), ot
: (13)
Yo = [’T:: Tyy vuny xn-l—l;ﬂ Y= L (‘Elr Tyy vy a’.'ﬂ'l—l;i(mﬂ}

qui comporte en général n» multiplications, dene moins (pour % assez grand) que
le programme indiqué pour la formule (10).

On ne doit pas oublier qu’ici ont été calenlées au préalable les différences divisées
[&, @y, «ooy @igas fl (0 =1.2,..., n). Le calenl de ces différences divisées comporte
généralement des errewrs de la nature de celles signalées 4 cause des divisions,
par les différences des noruds qui interviennent. 1l fant alors, comme nous 'avons
fait dans une autre occasion [9], examiner Pinfluence des erreurs de caleul com-
mises dans la formation du tablean des différences divisées sur le programme de
caleul indiqué pour la formule (12).

10. Pour conclure, et concernant le programme de caleul signalé pour la for-
mule (12) on peut faire les remarques suivantes:

@) En recherchant & réduire au minimum les erreurs de calenl qui g’acen-
mulent par ce programme, on trouve une justification & I'emploi des différentes
formules particulitres d’interpolation d’aprés la position du point ), parmi les
neeuds. De cette facon, et par cette voie, se justifient comme nous 'avons montré
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auparavant [6], 'application pratique de la formule de Newton a différences

ascendantes ou descendantes, des formules d’Euler. Stirling, Bessel

ete. suivant la position du point z, prés des extremités ou prés dun centre cte.

du tablean des différences (les nceuds sont supposés équidistants et arrangés en
ordre croissant ou décroissant).

b) Dans le cas des nomds équidistants, au liew des différences divisées on

|

|

utilige les différences habituelles dont la formation ne nécessite pas de divisions.
On peut done admetire en général, que le tableau des différences ne présente pas
des crreurs de caleul. Nous avons montré dans un autre travail [8]. que pour
le programme (13) modifié en ce sens, on peut préciser une délimitatiton des erreurs
de caleul accumulées, établissant aussi des tableaux suffisants en pratique pour
trouver rapidement de telles délimitations.
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