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UNELE ASPECTE ALE PROBLEMEI PRECIZIET
IN CALCULELE NUMERICE
| ~ DE
TIBERIU POPOVICIU (Claj)

(Comunicare fdculd lo Congresul matematicienilor romini, Bucuresti, mai-iunie 1956 )

1. Din imboldul necesititilor practice, analiza numericii a luat o mare dezvo-
tare in ultimele decenii. Problemele analizei numerice sint foarte variate, dar toate
8¢ pot caracteriza prin aceea cd prin ele se urmireste obtinerea rezultatelor pini
la nltimele calcule numerice.

In cele ce urmeazd vom trece in revistd, foarte rezumativ, citeva aspecte cu
totul particulare ale unor probleme de analizd numericd, de altfel de mare impor-
tantd teoreticd si practicd, aspecte care intrd in cadrul preocupirilor Sectiei de
matematicd a Hilialei din Cluj a Academiei R. P. Romine. ;

2. In multe probleme de analizd numerici se cere si se obfind un numir care
depinde de o functie f, deci se cere valoarea unei functionale 4 [f] de argument
f. Pentru lixarea ideilor si pentru simplificare vom presupune deocamdati, ci f
este o functic reald de o variabild reatd. Functionala A [f] poate avea diferite strue-
turi. Cazurile cele mai simple le intilnim in ealeulul valorii functiei f sau a derivatei
sale de.un ordin oarecare pe un punct dat, precum si in calculul intogralei lui f
intr-un interval dat etc. Aceste din urmi cazuri particulare se intilnese freevont,
de exemplu la diferite metode de integrare numerici a ccuatiilor diferentiale sau
a altor ecuatii functionale. ‘ \

Din cauza prea marei complicatii sau a insuficientei cunoasteri a functici f,
in general, nu putem obtine exact numirul A [f]. Trebuie atunci si ne multumim
eu o aproximatie a acestul numir. Ceea ce face ca asemenca probleme de caleul
aproximativ si fie importante este ci in practich o aproximatie convenabili a
numéirului A4 [f] este totdeauna suficienti. ;

Existd diferite procedee care permit si obfinem o valoare aproximativi pentru
A [f]- Un procedeu destul de general se poate schemiatiza prin cgalitatea aproxi-
mativi ;

4 1= B [f], M
deci se poate Iua ca o aproximatie pentru A [f] valoarca B [f] a unei alte funcfionale

date, consideratd «ai simpli» decit A [f], in sensul e efectiv caleulul numiinlui
B [f] se poate executa pind la capit §i in anumite conditii impuse dinainte,

o
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Un proceden general pentru obtinerea unei aproximatii pentru functionala
A [f] constii in a inlocui functia f printr-o functie de aproximare ¢ a sa,

~ o @)
Se poate lua atunei numarul A [¢] ca o aproximatie pentru A[f], deci
A f)= 4 [9)- (3)

De altfel egalitatea (3) este de forma (1) dacd functia de aproximare ¢ depinde
univoe de functia 7, deci dacd ¢ este valoarea unui operator

¢ () = O[f|7] (4)
de argument /. Putem lua atunci
B[f] = A [®[f|z]]. ®)
Tn cele ce urmeazi ne vom ocupa numai de astfel de formule de aproximare.
3. In utilizarea practici a unei aproximatii de forma (1) este deosebit de impor-
tant si se aprecieze croarea care se comite prin aceastd aproximare. In ciutarea
unei astfel de aprecieri o delimitare convenabild a restului j

R = R[f] = A[f] — BI/] (6)

a formulei (1) este de mare importanta. Tn sfirsit, pentru a obtine o astfel de deli-
mitare un studiu aprofundat al structurii restului R [f] este foarte util.

Dacit, de exemplu, E[f] este o functionald liniard (aditivi si omogend), in anumite
conditii destul de generale se poate exprima R [f] en ajutorul unei integrale (inte-
graladui Stieltjes dach sintem in conditiile teoremei lui F. Riesz). O astlel de
exprimare a restului nu este suficientd, deoarece in delimitarile practice ale restului
intervin proprietiti ca acele care se veferd la gradul de exactilate al formulei de
aproximare (sau al restului ei). Gradul de exactitate (fafd de un polinom) a unel
funetionale liniare R [f] se defineste ca fiind cel mai mare numir intreg n (dach
existd), astfel ca R [f] = 0, pentru orice polinom f de gradul n. In acest caz rnstuﬂl
se poate exprima printr-o funetionald liniard. de derivata i (n - 1) =a & lui f, dacd
bineinteles anumite conditii de existentd a acestor expresii subzistd. Diverse
expresii de acest tip au fost studiate de mulfi autori, mai cu seamd pentru restul
formulelor de derivare gi de euadraturd numerica. \

4. Tn cazul unei functionale liniare R [f], teoria functiilor convexe de ordin
superior ne permite s gisim o forma remarcabild a fui E [f]. Dacit R[f] este de gradul
de exactitate n si daci / este o functic continu# intr-un interval, avem

R[f] = [Ee Eape - Ensa 3 f1 B [ELs Eaer s Bt 5 ] (7

In aceastd relatie, valabili in conditii foarte generale, unde o, § sint cousta}lt_e
independente de functia /, am intrebuintat simbolul cunoscut al diferentelor divi-
. zate, dar &, &y - sbnga S I A Fnre sint grupuri de cite n 4-2 puncte
distinete care depind in general de functia f, [5].

Este deosebit de interesant eazul eind unul din numerele «, 8 se poate lua egal
cu zero. Acest caz are loe dact §i mwmai dacd wem R [f] == O pentru orice funcfe
(continud $t) convexd de ordinul n. e

Forma, (7) a restului precizeazi mult structura lui, legindu-l de propnetfb‘glle
diferentiale ale functiei f. Legétura dintre diferentele divizate si dintre proprietd-
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tile diferentiale ale unei functii este asiguratd de o seric de proprietiti, asa-zise de
medie, dintre care cele maj simple sint cunoscute deja de la Cauchy [1] iar altele
an fost stabilite mai recent [7].

5. Nu insistim mai pe larg asupra structurii restului £ [f]; vom face numai
citeva observatii.

) Structura (7) a restului R [f], despre care presupunem ci este o functionald
liniard, se poate studia intr-un cadru mai general cu ajutorul unei cohvenabile
extinderi a notiunii de grad de exactitate. Aceastd generalizare constd in a presu-
pune ci R [f] se anuleazd pe invelitoarea liniard a unui sistem format dintr-un numar
finit de functii liniar independente. Bineinteles se intrebuinfeazd generalizarea cores-
punzitoare a notiunii de diferentdl divizati. Pe lingd aceastd conditie restul a fost
deja obtinut sub form# de integrald de citre J. Radon [10]. i

b) Pind in prezent nu se cunoaste nimic analog pentru cazul cind R [f] nu mai
este o functionald liniard. Asemenea functionale ca resturi par a fi totugi impor-
tante. De exemplu metoda de integrare numerici a lui Runge-Kutta a ecuatiilor
diferentiale revine tocmai la un procedeu de aproximare de tipul general semnalat,
in care insd R [f] nu este o functionald liniard. In acest caz f estc o functie de doud
sau mai multe variabile independente. Faptul c& restul in metoda Ini Runge-
Kutta a fost pugin studiat pind acum se datoreste structurii sale complicate.

Se pare c¢i problema structurii restului R [f], in cazul ¢ind R [f] nu mai este
o functionals liniard de /, este in legiturd cu gencralizirile notiunii de convexitate
fatd de un sistom interpolator de functii. In accastd din urmd directic trebuie si
amintim lucririle lui M. 1. Morozov [4], .. Tornheim [I1], K. Mol-
dovan [3].

¢) In exemplul citat al metodei lui Runge-Kutta restul depinde de
o functic de mai multe variabile. Restul formulelor de aproximare de forma (1)
sau (3), in care f este o funetic de mai multe variabile reale, a fost mult mai putin
studiat pini acum. Bineinfeles, se cunose numeroase rezultate cu privire la restul
formulelor de derivare gi de enadraturd (cubaturd) numericd. La noi in tard, in
aceasti directie, (rebuie si amintim rezultatcle lui D. V. Tonescu /[2]. Dar
chiar in cazul cind R [f] este o functionald liniard, o formuld analoagd cu (7) nu
a fost incd studiatd in gemcral. Facem, bincinteles, -abstractie de cazurile simple
cind rezultatele se obtin plecind de la cazul unei singure variabile si procedind
apoi prin suprapunere succesivd a variabilelor.

6. Pentru a obtine o aproximatie a numarului A [f] trebuic s& calculdm efectiv
numirul B [f]. S& presupunem ci acest numir este dat de formula (5) prin inter-
mediul functiei de aproximare (4) a lui f. Pentru caleulul efectiv al tui B [f] trebuie
efectuate un numir oarecare de operatii care constau in general dintr-un numdr
finit de operatii aritmetice elementare (adunarc, scdderc, inmultire si impértire).

Pentru executarea calculelor, indiferent daci cle se fac direct, cu ajutorul unor
instrumente de caleul sau cu masina, se urmeazi totdeauna un program care, in
particular, precizeazd ordinea in care sint executate diferitele operatii.

~ La efectuaren ficedrei operatii (elementare) si in special la fnmultiri si impdr-
tiri, se comit in general erori din canz ¢i in practicd folosim numai anumite numere,
asa-zisele numere practice care se exprimi de obicei prin fractii zecimale limitate
sau chiar imitate la un anumit numér de cifre zecimale. In felul acesta in cursul
efectudirii calentului lui B [f] se acumuleazd mai multe erori de calcul care vor
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afceta rezultatul final wrmirit. Aproximafia astfel ealeulatd a lui B [f] va fi in
definitiv. aproximatia efectiv obtinutd a numirului A [f]. ‘

7. In practica calculului numeric, stabilirea, in fiecare caz, a unui program
de caleul. anumit joacd un mare rol. Din punet de vedere teoretic asemenea pro-
grame se vor putea studia, cel putin in cazurile conerete cele mai simple, cu aju-
torul diferitclor expresii care reprezintd pe B [f]. '

Pentrn a vedea intrueitva varietatea mare de probleme care se pun in legi-
turit cu aceste consideratii vom expune un caz concret simplu.

S prosupumem ¢ (4) este polinomul de interpolave al lui Lagrange

¢ (8) = L (2, @, ..., Znt1; [| ), (8)
relativ la hmetia f i pe nodurile do interpolarc (distinete) i, &5, ..., &ny1, deci
este polinomul de gradul n care coincide cu functia f pe nodurile ;.

Si presupunem apoi c¢i este vorba de problema interpolarii cu ajutorul poli-
nomului (8) al lni Lagrange, deci de caleulul valorii [ (z,) a functiel f pe
punctul @, (presupus diferit de noduri), cunoscind valorile functiei pe nodurile
de interpolare. Sintem deci in cazul cind A [f] = [ (2¢) sl

Bf) =L (@, @, 0y @ngas [l %), (9)

Caleulul valorii (9) pe punctul z, a polinomuwlui (8) s¢ poate face in diferite

Sl : o &1 LA (I s .
foluri, dupi diferitele programe de calcul care pot fi indicate i studiate prin expre-
siile “explicite ale polinomului Iui Lagrange.

8. e formula

n+t1
np1 ]_Hl(’) (@g — @)
v, 1= 1
Lz, 2y, ... 2ag; [ %g) = Z ey | (o), (10)

i=1 H('L) (xi 18 J)])
j=1

unde indicele 4 la simbolul T16) arats ¢i valoarca ¢ a lui § este exclusd. Prin for-
mula (10) sc poate indica, de exemplu, ci trebuic efectuatd o sumd de n+1 terimeni
in prealabil caleulati. Fiecare termen al sumei se calcuicazd in gencral prin 2n — 1
tnmultiri si o impirtive. Este de observat cd profitind de reznltatele partiale,
numiral fnmultirilor sc poate reduce. Astfel pentru obtinerea produselor

’L+1.
,Ef') (B —z)  (=1,2,..5m41), (11)
nu - este nevoie 'de (n 4 1) (n — 1) =n2 — | inmultiri; ¢i, in general, numai de

3m = 8 inmulfiri. O asemenea reducere a numirului unor operatiuni de efectuat
prezintd un mare interes in practicd, bineinteles in leghturd §i cu alte conditii pe
care, in general, un program de calcul trebuie sd le indeplineasca.

0 altd observatie, care se poate face relatiy la caleulul precedent, este e in
obtinerea ficedrui termen inmultirea prin f () poate si fie ulterioard sau an fe-
rioard operatiei de impirtire, carc trebuic in general efectuata pentru gasirea
acestul termen. : .

Primul mod de a proceda, care constd in a caleula, in prealabil, coeficientii Jul
f(z), 6 =1,2,...,n+1) din formula (10) este avantajos dacd trebuie sé apli-

cim formula (10) la mai multe functii cu aceleasi noduri a; §i acelagi punct Zo:
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Al doilea procedeu, care constd in lisarea la urmd a cfectudril impartirii In cal-
culul termenilor (eventual numai a unora dintre termenii) sumei (10), poate pre-
zenta avantaje in cazul unor date particulare simple, permitind si se profite de
anumite simplificiri i cursul caleulului, ca de exemplu de simplificari de fractii
ordinare ete. si care nu sint avantajoase in cazul primului mod de a organiza calcu-
lele. Trebuic €& subliniem insi ¢ asemenea simplificiri nu pot fi previzute teoretic
si nu intrd in general in cadral preocupdrilor teoretice ale caleulului numerie.

9. Se cunose avantajele pe care lo prezintd, in problema interpoldrii prin
polinoame, formula lui Newton

L, @y, « -5 Tnp1; [ | Bg) =

n

= Z (g — ;) (By — 25) - (g — &) [%, Zay - - w1 [l (12)

i=0

(primul termen fiind f (), unde [y, &y, . . v, Tig1; fl cste diferenta divizatd
a funetiei / pe nodwile @, #,, . . ., Ziy1. Programul de caleul pe care-l indicd
de obicein formula (12) constit in obtinerea suceesivd a numerelor 4, Ya, - - -5 Yo'
unde

1 =2, Ty, « -« Tas1i'f] (B = Tas ) gla (@ = e, wWawn, n),

TR
Yo = [y, Tpy o+« s Tn—itr A Yo = L@, @, oo Bagr; [ o), } 1)
carc comportd in general n tmultivi, deei mai pufine (pentru » sulicient de mare)
decit programul indicat pentrn formula (10). Nu trebuie insit sd uitdm ¢ aici au fost
saleulate in preatabil difeventele divizate [@,, @3, . o @i s [l (0 =1,2, . . ., ).
Caleulul acestor diferente divizate, de exemplu prin formarea tabloului diferentelor
divizate, comportdi in general ervori de natura celor semnalate din eauza
impartirilor eu diferente de noduri care intervin. Este cazul atunci, aga cum am
fieut cu alth ocazie [9], si se examineze influenta crorvilor de caleul, comise
Ja formarea tabloului diferentelor divizate, asupra programului de calcul indicat
pentru formula (12).

10. Tn incheiere si relativ Ja programul de caleul semnalat pentru formula
(12) mai putem face urmitoarele observatii.

) Ciutind s reducem la minimum evorile de calcul care se acumuleazi prin
acest program, gisim o justificare a intrebuin{drii diferitclor formule particulare
de interpolare, dupd pozitia punctului @, printre noduri. In felul acesta si pe
aceastd cale se justificd, dupd cum am ardtat altd datd [6], aplicarea in practicd
a formulei i Newton eu diferente ascendente san descendente, a formulelor lui
Euler, Stirling, Bessel, ete, dupd cum punctul z, este in apropierea
extremititilor, in apropierea centrului etc., a tabloului diferentelor (nodurile sint
presupuse echidistante si aranjate in ordine crescitoare sau descrescitoare).

b) In cazul nodurilor cchidistante, in loc de diferente divizate se intrebuin-
teazi diferente obisnuite a ciror formare nu comporti impirtiri. Se poate dar
admite in general ed tabloul diferenfelor nu comportd erori de caleul. Am ardtat
ntr-o altd lucrare [8] ¢ pentru programul (13) modificat fn acest sens sc poate
preciza o delimitare a evorilor de caleul acumulate, ntoemind i tablouri suficiente
in practich pentru gisirea rapidd a unor astfel de delimitiri.
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