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UNELE ASPECTE ALE PROBLEMET PRECIZI]]I
îu calcuLELE NUNTERICE

l)E

TiIIER,IU POPOVICIU (Ctnj)

(Comtnticare fd,cutä la Congresul matemal,ici,enilor romî,nd, ,Bucuregüi, ntai..i,u,nie Ig56)

1. Din imboldul neccsitälilor practice, analiza numelicir, a luat o mare clezvo-
tare în ultimelc decenii. Ploblemele analizei numerice sînt loalte valiate, cl¿rl toate
fe p-ol caracteriza plin aceea cá prin ele sc ulmåreçte obtinerea rezultatelor pînä,
la ultimele c¿ì,lcule numerice.

În ccle ce urmeazä vom tlcce îl le
totul particulare ale unor plobleme de a
tantä teoreticã, çi practicä, aspecte carc
matemaiicä a n'ilialei din Cluj a Ac

2. 1n multe ploblenc de anali
cleqlncle de-.0 funclie f, cleci se cer oarca, unei functionaie A ff) de argument
f. Pentru Iixarea ideilor çi pentru simplificare yom presupuue deoc¿imdain, c;l I
estc o-funclic realã, de o valiabilä r'ealä. n'r poate ar.
turi. Cazurile ccle mai simple le întîl fLrncliei
sale lle un ordin oarecalc lle un pu catcrilul
într-un interval dat etc. Aceste din are se în
de exemplu la difelite metocle de integl lre nnmericä a ccualiilor cliferentiale sa,u
a, altor ecualii functjonale.

^ Din cauza pleâ marei complicatii sau a insuficientei cunoaçtet'i i,r, funcliei f,
în genelal, nu putem obline exa,ct númárú A ffl. Trebuic atuncí sä ne multirmim
cu o aproximalie a acesiui numär. Ceea ce faòe ca asenretle¿ù problemc cle'c¿llcul
aproximativ sá fie importante cste cá îr practicä o aproximãtie conycnabilä, a
nrrntärului -4 [i.J cstc tol,dcarura suficicltä.
. .U1tjt¿ diferite ploceclee care permit sá oblinem o I'aloare aproximativä pcntfu

A lJ). Un procedeu destul de general se poate schematiza prin cgalitatea åproxi-
mativä

A lflx, B ll), (1)

tleci se poat-e lua ca o aproximalie pentru .4 ffl valoarca,B lf] a unei alte furrclionalc
datc, consideratä, <mai simplär> clecît ,4 [f], în scnsul cá eTectiv calcnlul numämlui
B lll se poate executa pînä la capät çi în anumite conctilii impuse dinaintc.
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IJl procedeu general llentm oblinerea unei aproximalii pentt'u ftrnclionala
,rl [l] constá în a înÌõcui functia f plintr'-o funclie cle apt'oximare I a sa,

Í=q. (2)

Se poate lua atulci numär[l á [g] ca o aploximalie pentru ,4 fll, cleci

a ll)æ a lç1. (3)

De altfet egalitatea (3) este cle folma (1) dacá funclia cle aploxirnalc A clepinde

trnir'oc de funclia f, cleci clacã g este valoarea unui opet'ator

q (r) : oltlr) (4)

dc argument l. Putem lua atunci

B lfl: á totlløll. (5)

în cele ce nlrnc¿lz,ä nc vom ocupa numai de astfcl de folllule de apt'oximal'c.

B. în utilizarea practicä ¿r, unei aproximalii de forma (t) este clcosebi^t de irnpor-

tant sä se aprecieze ct'oarea cat'c se comite plin aceastä. tlploxitlra,r'c. In cáutarea

lnci astfel cle aplecicri o clelimitare convenabilá a restului

Iì, : ßlÍ): AlÍl - Blfl (6)

a formulci (1) estc dc mare importantä. Îu sfîr:çit, pentt'u a obline o astfcl cle deli-

rnitare un stndiu aprofundat al structruii

4. în caztrunei ïunc{ionate liniale ätäitu;..rr" funcliilol c'nvexc de ordin

,up.rio, nc permite ra glrini ò [oLi',ä ,'cr,,n,'coËiín u lui B f/1. l)ricá Ryl estc cle gradul

de exactitatì m çi dacá I òste o f¡nctic continuä într'-un interyal, ar.em

R lÍl:o.l1r,1r,...|n+z;Íl +P l.'r,1L,...,1,+,; ll. (?)

oalte genelale, unde ø', p sîut constaÙte

,ttlt simbolul cunoscut at dilerenlelor dl\rl-

4,,i2 sînt grulturi cle cîte n i 2 puncte

l5l.
hiiL numcretc ø, lJ se ¡rorute lua eg'al

ttaent Rlil+ 0 pentrtt, oricc fu'n'r¡tc

(continwã. çi) conuenã, de ord,inul n'.

I'orma (?) a restului precizeazâ, mult stluctura lni, legîndu-l.tle. prolfl:i:3ille_

difcrònlialc itó funcliei f. Lcgátura dintrc difelenlele diviz,ate çi clintle plopÌrefiì-

lile diferenliale alc unei funclii este asiguratá dco.sclic tleproprietäli,_a,ça-ziso de

ineili,e, dinti'e care celc maisimplesînt cunoscutc de,ia dc la Cauchy [! iar altele
au fost stabilite mai recent [7].

5. Nu insistäm mai pe larg asupra stluctulii lestulni .l? [f] ; r'om lace numai
cîteva obselvalii.

n/ Stmctui'a (?) ¿r I'estului ,E [l], clespre cale pl'esupunem cä este.o tunclionalä
tiniará, se poatc stû¿ia într'-un cadlu mai genelal crt ajutorul unci cohvcnabile
extindeli tr,-noliunii de gracl de exactitate. r\ceastä generaliz,are constä în a presu-
pune cá B tfl *é anuleazä pe învelitoarea lini¿rä a uuuj sistem format dintr'-ul numär
Îinit cle tunò1ii tiniar indellendente. Bineînleles se întlebuinleazá generalizalea cotes-

punzätoale i noliunii clc-diteren!ä divizatá. Pc lîngä ac-e¿rstä condilie rcstul a fost
deja oblinLrt sub formá dc integlalá cle cä,trc J. R a d o n [10].

b/ Pînä în pt,ezcnt nÌr se cun0açte nimic a,nalog pentlu cazul cîncl A [l] nu nai
cste ó funclionatä ìiniar'ä. Aõcmenea funclionalc ca lestut'i par'_a fi totuçi imltor-

c numer:icã, a lui Run g c-Ku t ta tr ecualiilot'
dc ilpt'oxintar:e de tiprrl gencral setnnaìat,
aLä.'În accst caz f csto o funcfie do douá
ptul cä I'cstul în'metocla lui' R u n g e-

se clatot'egte strltctut'ii salc cornpìica'te.

Se parc cá proltlcnrn stlucturii restului ß [l], în cazul cîncl B [l] nu mai.este
o funcliõnalä liniar'ä cle /, cstc în legäturä qu genet'alizärilc noliurrii de convexitate
fa!á tlé un sistcur intelpolator clc firnclii. În accastá clin ulná direclic treb_uie sä

¿l-inti- lucrál'ilc lLri II. L Mo t' o'L or' [4], 1,.'l]ornh eim [11], E. MoÌ-
clovan [3].

c/ În excmplul citat al metoclei lui Rungc-I(utta l'estul-depincle de

o flnclic clc mai rnultc valiabile. Restul folmulelol dc aproximare dc forma (1)

sau (3), o lte valiabile leale, a fost nult rtrai pulitr
studìaî in nltmeroase r.ez'ltate cu privile Ja restul
formule e cubatur'á) llumet'icá' L¿ì, noi în !arä, în

aceastä ui ltatcleluiD.\r. Iouescu [2].Dat'
chiar' în cazul cîncl ß ffl este o functionalä liniarä, o formulá, analoagä cu (J) nrt
a fost încä stucli¿r,tá în g'enclal. Ìr'accm, bincînleles, ir,bstraclie cle cazurile simple

cîncl rezult¿rtele se oblin piecînd cle ta cazul rinei singurc vat'iabile çi proceclîncl

apoi prin suplapunelc succesivá a variabilelor'.

6. Pentru a obline o aploximatie a, numä,r'ului ,4 fll trebtie sä calculäm efectiv
numär'ul B tl.l. Sá flesupunem cä ácest numitr estc da,t de fot'mula (5) plin inter-
mediul funcliei clc aploximtr,re (4) a lui f. Pcntlu calculul.efectiv al lui B [l] trebuie
efectuate uú numä,i o¿ìrecat'e cle operalii cale constau în getreral dintr-un numär
finit ctc opelalii alitmctice elementare-(aclnntrrc, seäclelo, înmullire çi împärlire).

Pentli¡ exôcutarca calculelor', incliferent dacä elc se fac direct, eu ajutorul unor
inst¡lmente ile c¿lcul satr cu mtrçina, se ulmeazã, totde¿rnn¿t, tln pì'ogt'am care, îu
particniar, ptecizeazá, ordinea în care sînt executate dileritele operalii.

ntare) çi în spccial la înrnullili çi împär-

1iLi, ptuétl.n foloiim num¿i anuinite nuniere,
aça- de obicei prin frac,tii zecimale limitate
sau cifre zccimale. In felul acest¿t în cursul
efectuärii calculului lui B [l] se ¿ì,cuûluleazá" mai multe QroÌ'i de oalcul 0ar0 vor
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alccta lcz,ultatul Tin¿tl ut'mät'it. t\ploxim iui ß [l] va fi în
rlclinitiv apt'oxitttatia cft'ctiv ob!irtrrLñ

7. Iu plactica calculuÌui trntrelic, ,.¿l llllLll pl'oglaln
clti calcul anumit joacå un mare.rol. .l) tic ascurcnea, liro-
gr.¿uìlc se y0ì'putcir stuclia, cel pulin în c¿rzutile couclcte ccle ma,i simple, cu aju-
[otul clifcritclor cnpres'ü cai'e replezintá pe B [ll.

Pentlu a vedeâ întlucîtr'¿l I'arictatea n¿li'c cle probleme c¿ìl'e se pul în legii-
tur'ä cu acestc consiclct'alii \¡0m expllììe ltn caz collcrct simplu'

Sá prcsupunem cá (4) este polinomul clc intelpolzr,t'e al hri Lagrangc
ç (r) : I' (r. nr, . . ., fin*r; Íl a), (B)

t'polat'c (clistittcte) fiy fi2, . . ., íu,41 , dcci
rL funclia f pc nodurile ø¿.

pr*oblcma intelpolát'ii cu ajutorul 1toli-
calcnlul valot'ii Í (*ò n funcliei I pc

cnuoscîncl r,¿tlolile funcliei pc noclut'iltl
cl :t ill:l (øJ çi

Il ln : [' (r, , r, ¡ . . .¡ fr,*r; 'Íl no). (9)

Calculul valolii (9) pe punctul øo a poliuomului (8) sc poate fa,cc în clitclitc
fcl¡r'i, clupil clifclitelc'pi'oglamc de calcul calc pot fi inclicitte ¡i sttrcliatc pt'in exllt'c-

siilc explicitc ale polinomului lui Lagrarìgc.
8. Ilie folmula

¿\l cloilea pr.ocecleu, ca,r'e constä în läsarea la urmä a, cfectuärii împar',tilii în cal-

culul telnñniÌor (eventual nnmai a unor'a ilintre ternenii) surlei (10), poate ple-

árnin oi.ontaje îi cazut unol clate palticulare simpÌc, pcrmi!íncl sä 'se.plofitc clo

o"u*it. simptiticnli îl culsul caìculrrlui, ca cle exõm1tlu clc simplificär'i dc flac,tii

orclinar.e etc.'çi car.e nu sînt a,l¡¿ìntajoase în cazul plirnului rnod de a, olganizer caicu-

lele. T¡eblic sä s¡bliniem însá, cä asemenea simplificär'i nn pot Îi plevizute tcoletic

çi 1¡ intr'á în gcner,al îu caclrnl pleocupã,lilor tcoleticc ¿ le calcuhrlui uumelic.
g. Se cunosc ar.antajclc pò care-lc litezintãr, în pt'oblenra intclpolái'iì Plin

¡rolinoame, formuÌa lui l\ c lv t o n

ft(r,, rr, . . .' n"+t; Íl ao)

: 2 ø, - nr) (tto - t:r) : . . (ro - rt) lilt, flz, . ., n¡+ti ll (12)
í:0

(lrlirrrnl tcLrtoti fiiricl I (ør)), unitc ln, , ßz

fiir"äi.i"ilrä'lää-1. :r1, nz, . , ri+t tltogio"i"l''cic c¿rtcrLl pc ciu'cì i'clicãr

clc obic'ein îoi'rn¡la (12) constir în obtinere¿t succesir,á a nuurcLelol Ur, 9lz, . , ln t

unde

Ui:lrt,fr., . . . ¡ fr^,r;/l 1 (ro - frn-i+t) l¡: ('i :7, 2, .', 1"t'),

Ao :lat, fr,, . ., ïn'-i+r ;Í1, Y, : I' (4, frz, ¡ frn+r;íl fro),

ì
I

(13)

nn estc nevoie clc (rz -l-. 1) 0, - 1) : n''
'ìn -3 înmullili. O asemenea reduccle

llrezintä LlÌì rrare intclcs în placticã', Jri

caLc, îu gcnelal, un pÌ'ogtanr de calcul
'O altä obselvalie, c¿ìI'e se potrte fac

oblinelea ficcär,r'ui telncn hrmullilea pl
lioa,r'ä opcl:r,!iei cle împärfilc. calc tre

"tttt¡T',liliiJåì, u. ¿r ÌrLoecdu, calc corsr,l în a catcrrt¿r, îrr Ir'ealrul-ril, cocficiclÇii lrti

Í (r), (i - 1,2, . . . ,'11 -l t) clin lol'lrrrrl¡r, (10) r.stc a,vanta,ios tlacir, tÌcbrrio sá ììl)lr-
'c¿m'ioìnuta'(10) la inaj rnítltc frrnclii cu'acelea,si noclrtt'i r¿ 9i acelaçi punct øe'

ntel'vin. Estc ca'zul tttunci, aça cllnì ¿ìnì

ze influent¿r erolilol clc calcuÌ, comise
e, asupl'a programuìui clc c¿tlcnI inclic¿lt

pcntlu folrnula (12).' 10. î1 închòieíe çi relntiv Ja ploglamul do c¿l,lcul semn¿ll¿rt pcutru folmul¿t

(12) mai a!ii.
' ' ,r) C et'ol'ile cle c¿llcul care so ¿rcumuleaz'i'L llriu
accst pr,o dilclitcloÌ folmule pat'ticula,t'c

clc intcr.p rroclut'i. In feÌul acest¿t, Þi pe

ace¿rstä c cleltá [6], aplical'ezr în placticä
a fo¡rnulei l¡i N cwt 0 ìt cu cliferenle asrendente sau clesccnclentc, a fol'mulclor ]ui
E¡lel, Stilling, Bessel, étc., clupå c¿m plnctll øo este în a,propicrea

bc.,-a tabloului diferenlclor' (nodruile sînt
ine clescäto¿ìre salì clcsclescätoare).

loc de clifelenle divjzate se întrebuin-
nu compot'tá împár'firi. Sc poatc clal
Lr comportä, eroli cle calcul. Á.tn arätat

într.-o altá lucrare [8] cá pentlu ploglamul (13) moclilicat îu ¿rccst sens sc poate

preciza o ctelimitare n .toiitot de ãatcut acumulate. întocmincl ¡i tablouri suficiente

în practicä pentru gäsirea I'apidá a unor astfel de clelimitát'i.

n-ll
fl(t) (øo - ø¡)rf1

L (:cr, rr, . . . fitr+t; ll nò : Zi:L
/ (n,), (t0)

(1 1)

i

I

'i
uncle ilclicclc ø ia simJro1,,1 ll(i) alatä cä, r'aloalc¿t ø a hri f este cxclusä. Prin iot'-

ur¡la (1 0) sc poatc inclica, de cxemltlu, cá trcbuic cfectta,tä o surnä clc iz -l-1 tcllttolu
fu plcita[it calculali. l,-iecare teltncn al sumei se calcuicazir, irl genclal p_t'in 2n' -,I
îumul,tili çi o îrnpår'!ilc. Estc cle obselvat cá plofitîncl de I'ez,irltatcle pa'r'!iu'lc,

nnmäriul îirmul!,it'iior sc potrte leclnce. AstÎel pentlu oblinet'ea proclnselol'

tt*
T

1
(t) (ni - ni)
j

) (,; :7,2,...,mfJ),
rr{1
fI(i) (no - n¡
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