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SUR LE RESTE DANS CERTAINES FORMULES LINEAIRES
D’APPROXIMATION DE L’ANALYSE

par
TIBERIU POPOVICIU

a Cluj

Beaucoup de formules d’approximation de I'analyse sont de la forme
() A[f]~ B[f], ou A[f] = B[f]+ R[f]

ott A[f], B[f] sont des fonctionnelles linéaires définies sur un espace vec-
toriel de fonctions réeiles et continues d’'une variable réelle et dont le reste
R[f] = A[f] — B[/] s’annule sur » + 1 fonctions données /;, 7 = 0,1,..., n.
Le reste R[f] est aussi une fonctionnelle linéaire et s’annule sur toute com-
binaison linéaire des fonctions f;.

Nous ne considérons que des fonctionnelles réelles et par une foncti-
onnelle linéaire nous entendons une fonctionnelle additive et homogene.

Les formules habituelles d'interpolation (polynomiale ou trigonomé-
trique), de dérivation et d'intégration numérique etc., sont de la forme
précédente. )

Dans les applications il est important de pouvoir délimiter convena-
blement le reste. Pour cela, tout au moins dans des cas particuliers bien
déterminés, on a cherché a mettre ce reste sous diverses formes convenables.
On a obtenu R[f], par ex., sous la forme d’une combinaison linéaire donnde
d’une ou de plusieurs valeurs, d'une ou de plusieurs des dérivées de certains
ordres de la fonction /. On a aussi exprimé le reste 4 I'aide de certaines
intégrales définies. Il suffit de citer la formule de Taylor, donnant une
approximation de la valeur de la fonction f pour une valeur donnée de x
et dont le reste est donné par la formule bien connue de Lagrange ou hien
par une représentation intégrale bien connue [4].

On a fait de nombreuses recherches sur le reste. Nous nous contente-
rons de citer A. A. MARKOV [6], G. D. BIRKHOFF [1], ¢. ROWALEWSKI [5],
R. v. MISES [7] J. RADON [21], E. Ya. REMEz [22]. A. sARD [23].
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Dans ce travail nous allons mettre en évidence uue autre expression
du reste, qui est plus générale, en ce sens qu’en général elle ne nécessite
pas I'existence des dérivées, autres que celles qui interviennent effective-
ment dans la formule (*). La forme nouvelle que nous donnons au reste
fait mieux resortir sa structure. Nous obtenons ce résultat a 1'aide de la
théorie des fonctions convexes que nous avons envisagé autrefois [12, 13].
Sots une certaines hypothése particuliére faite sur les fonctions f;, cas
qui tout de méme englobe un vaste champ d’applications, I'expression
que nous trouvons pour le reste est intimement liée 4 des formules de la
moyenne. Nous allons faire quelques considérations sur ces formules et
nous retrouverons ainsi une partie des résultats de n. v. wipprr [28 ]
Dans ce cas il est facile de déduire le reste exprimé par des combinaisons
linéaires de dérivées si, bien entendu, ces dérivées existent.

Nous avons déja obtenu [16] certains de ces résultats dans le cas
particulier ot les fonctions f; se réduisent aux puissances successives x;, 1 =
=0,1, ..., nde x donc dans le cas ott le reste s’annule pour tout polynome
du degré n. Dans ce cas nous avons aussi donné des applications pour cer-
taines formules de dérivation [17] et d'intégration [19] numérique.

Nous avons divisé ce travail en 4 parties. Dans le § 1 nous étudions
la nouvelle expression du reste dans le cas ol il est de la forme que nous
convenons d’appeler simple. Dans le § 2 nous étudions les formules de la
moyenne que nous avons signalé. Dans le § 3 nous donnons des exemples
pour illustrer quelques critéres permettant de décider si le reste est de la
forme simple ou non. Enfin au § 4 nous dirons quelques mots sur le cas
oit le reste n’est pas de la forme simple et nous terminons ce § par des appli-
cations.

Les résultats des §§ 3, 4 nous montrent, d'une part, la liaison étroite
avec des résultats déja connus, en particulier, avec ceux de E.va. REMEZ
[22] et, d’autre part, le degré de généralité de l'expression obtenu pour

le reste.
T

1. — Toutes les fouctions considérées dans ce travail seront supposées
réelles et d'une variable réelle. Nous désignerons par E lensemble de défi-
nition de la fonction ou l'ensemble de définition commun des fonctions
consid érées simultanément. Nous précisons toujours la structure de E quand
il est nécessaire.

Désignons par

E1, 8255 8m\ R
(1) v F Igf(’\")'i,j:I.Q,...,m
X1, Xy vy, ¥m
le déterminant des valeurs des Ionctions
(2) 1y Baree ey Em
sur les points xeE,i = 1,2,..., m. Dans le déterminant (1), gj(x;) est
I'élément qui se trouve dans Ia '™ ligne et la §°™ colonne.
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Le déterminant (1) est évidemment nul si les points %; ou si les foncti-
ons (2) ne sont pas distincts. :

Nous allons garder la notation (1) seulement dans le cas ot les points
%; sont distincts. Dans le cas contraire nous allons modifier convenablement
la définition du déterminant (1). Cette modification consiste dans le rem-
placement des lignes correspondantes & chaque groupe de points %; confon-
dus par des lignes formées par les valeurs des fonctions (2) et de leurs déri-
Vé_es succesives sur ces points. Plus exactement, soient z,, Zy,. .., Zples
points distinets avec lesquels coincident respectivement %,, £,,. .., Ry (B,
f;g,. o kp =1, R+ Ry ... + kp=m) des points x;. Alors, pour tout
t=1,2,...,9, i y a exactement k; lignes formées par les valeurs des
fonctions (2) et de leurs & — 1 premiéres dérivées sur le point z. Ceci
implique, bien entendu, l'existence des dérivées considérées. Le nombre
ki est Porvdre de multiplicité du point 2.

Nous pouvons désigner le déterminant (1) ainsi modifié, en ordonant
convenablement les points x;, par

81 B2sv v vy Em
(3) BBy s 10 Z20%0 5000y Bay ooy Bpy Zpyea, Ep
e e
b 4 3

qui est encore d'ordre m =k + k4 ... + k, et dans lequel g™ (z)
est I'élément qui se trouve dans la (R, 4 ks + ... + kg + 7)™ ligne
et la s°™ colonne, r =1,2,... .k, i =1,2,..., p (lorsque 4 =1, k +
+ ks 4+ ... + ki) est remplacé par 0).

Nous soulignons les cas particuliers suivants :

1°. Dans le cas g; = x’_l, t=1,2,..., m, nous désignons le détermi-
nant (1) par V(%;, %s,..., ¥n). Cest le déterminant de Vandermonde des
nombres xy, %,,...,%, et nous avons
3 (70 % RN
4) Vol e vy Hi) == IO (m— ), (V(w) =1)
i<

Dans ce méme cas le déterminant (3) sera noté par

V(?l_wf}: oy 21y Zay Faye s, Baye e, Zp, Zp,. ., Zp), Ol NOUS sUpposons que les
;{1 k? kP
points z, ¢ =1, 2,..., p soient distincts.
2°. Dans le cas ott tous les points #; coincident avec x, nous désignons
le déterminant (1) (modifié) par W(g,, g, ..., gm). Cest le wronskien

des fonctions (2). Nous avons donc
Vi, %,..., %) = W1, %, 2%..., 4" ) = (m — 1)1
olt nous avons posé «!!=1121...a! (0!!=1).

2. — On peut obtenir le déterminant (3) aussi par un passage 2 la li-
mite si toutes les dérivées qui interviennent sont continues sur E, ou tout
au moins dans le voisinage des points z.

7 — Mathematica
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Soient m points distincts x(,-i), 7=A2; ek § 3y 200 B el for-
mons le déterminant D d’ordre m dont 1'élément dans la (B, + k. +... -+
+ kg + 7)™ ligne et la s®me oolonne est la différence divisée {habi-
tuelle) d’ordre » — 1, [xi"’, xg),. S xﬁ” ; gs], r=12....%k,5=1,2,...,m.

s ol B4 g 1 —1
Si nous remarquons que cette différence divisée tend vers mg? )(z!-)
lorsque les points xf;i’, 7=1,2,...,r tendent vers z;, nous voyons que le
P
déterminant D tend vers le déterminant (3) divisé par II] (ki — 1) !, lorsque
=

:«'}")—-rzz-, =128, k[-_, i=1,2,..., #. Enfin si nous multiplions le déter-
minant D par le produit

L/ : : :
6) I v, o, %)

et si nous faisons quelques opérations élémentaires sur les lignes, nous
obtenons le déterminant

6) Ei, Bovv v Em
7l a @ (2 (2) ® 0 (p)
( x{ ): xéllb = Lo x}q’: x(l )J xé )l‘ R xl'f: Jem mw xl ’ ‘T'2 g * oy xkp

Il en résulte que le déterminant (3) s'obtient en multipliant (6) par

ﬁ (ke — 1) 1], enle divisant par (5) et en faisant ensuite tendre les points
i=]
x}” vers zy pour j=1,2,..., k, 2=1,2,..., p.

On peut généraliser le passage 4 la limite par lequel on a obtenu le
déterminant (3) a partir du déterminant (1). En effet, on peut obtenir de
la méme maniére un déterminant de la forme (3) & partir de deterfmnz}nts
de la méme forme. Nous n'insistons pas sur cette généralisation puisqu’elle
ne sera pas utilisée dans la suite.

Comme une premiére application nous trouvons la formule

(7) Vo, iy ¢ Bas Bty Fp g mp ity woerey B s zp‘,;.., Bl =
3 % %
p L2...,p Kk
—[H (k,-—l)!!] (T
=1 i<<j

Nous avons, d’aprés une formule bien connue (voir par ex.,
L. V. GONTCHAROFF [3],

(8)

v 1, cosx, sinx, cos 2%, sin 2x,..., cosmx, sin m:r) _
xlr xm---; x2m+1
‘ o LbZ2ml g g
=@ II 2sin L ):
1<y 2

&
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d’ott il résulte aussi

9) T/(l’ cos %, sin x, cos 2x, sin 24, . .., cos mx, sin mx) |
21y zl} §5a 'Z‘]i ZEJ Ly e s By e, zpn Mp ;;_-‘;_f‘p
ky ok kp
- p 5 T LBy — kikj
=277 |II (k=131 IT  (2sin 2
i=1 iy 2

(Ry + ko + ... + kp =2m 4 1).

Dans la suite lorsque nous considérons des déterminants (1) avec des
points x; non pas tous distincts, nous les supposerons toujours modifiés
de la maniére indiquée plus haut.

3. — Si parmi les points x; sur lesquels est définie le déterminant (1)
ou le déterminant modifié (3), il y a un qui a l'ordre de multiplicité & resp.
un ordre de multiplicité = &, nous disons que ce point se répéte & fois resp.
se répéte au plus £ fois.

Détinition 1. — Nous disons que les fonctions (2) forment un systéme
@’interpolation ou un systéme (I) sur E (ayant au mois m points) si on a
(]0) 'V' gl: gzj---, gm 71:0

By Ry sy K

pour ftout ensemble de m poinls distincts x; e E, 1 =1, 2,..., m.
La propriété de former un systéme (I) sur E pour les fonctions (2)
est plus restrictive que la propriété de leur linéaire indépendance (sur E).
Il y a aussi intérét a completer la définition 1 par la

Définition 2. — Nous disons que les fonctions (2) forment un systéme
(I) régulier d’ordre k(1 = k=m) sur E si nous avons (10) pour tout ensemble
de m points xie E, 1 =1, 2,..., m, dont chacun se répéte au plus k fois.

Si k = m nous disons que les fonctions \2) forment un systéme (I) com-
plétement régulier (sur E).

La régularité d'ordre % signifie donc que le déterminant (3) est #0
slagl, 1Shabi=12 0 F05a =g kp = m, les points
z; étant distincts.

Dans la définition 2 nous supposons toujours que si & > 1, les dérivées
d’'ordre k — 1 des fouctions (2) soient continues sur E. De cette facon la
régularité d’ordre %2 >1 implique l'existence et la continuité sur E des
dérivées d’ordre & — 1 des fonctions (2). C’est évidemment une restric-
tion, mais, d’aprés T. J. sTIELTJES [25 ], assure la validité du passage a
la limite du no. 2.

On peut évidemment définir le déterminant modifié (3) en admettant
des conditions de dérivabilité plus générales, d’olt résulte aussi une notion
plus générale de régularité, mais alors les propriétés de passage 2 la limite
sont plus compliquées. Nous laisserons systhématiquement de c6té de
telles généralisations.
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En ce qui concerne 'ensemble E, il peut étre quelconque. Dans la suite
E sera en général un intervalle et alors la notion de dérivée est celle hien
connue de l'analyse élémentaire.

11 est clair que la régularité d'ordre £ implique la régularité de tout
ordre plus petit et que la régularité compléte implique la régularité de tout
ordre = m. En particulier, les notions de systéme (I) et de systéme (I) régu-
lier d’ordre 1 sont équivalentes.

Enfin la régularité d'ordre & est équivalente a I'une quelconque des
propriétés suivantes :

1°. Pour tout ensemble de m points (comptés avec leurs ordres de multi-

plicité) z; ¢ E, respectivement d’ordre k; de multiplicité, 7 =1, 2, i Py
Bi B+ ... + kp = et pour tout ensemble de m nombres yU) j = 0,1,. e
ki —1,2=1,2,..., p, il existe une combinaison linéaire des fonctions (2)
et une seule cp(x) pour laquelle tpm (z) = y',-j), i=01,..., k—11i=1,
2o

Lorsque [ est une fonction telle que ],(1) Lok f(J}( 1), 1 =0, 1,. — 1,
i =1,2,..., p, nous désignons aussi cette combinaison linéaire pa1
(11) Ll b Tl B o B, B s v B v Wy B 5 w0 B L 1B

k, Ry k,

Si les fonctions (2) forment un systéme (I) régulier d’ordre & et si

ki=hkh, 1=12,..., 4, la combinaison linéaire (11) est bien déterminée

et est unique.

Il est clair que si f est une combinaison linéaire des fonctions (2) et si
la condition précédente est vérifiée, on a L(f|x) = [.

2°. Une combinaison linéaire des fonctions (2) ne peut s’annuler sur
m points, dont chacun se répéte au plus & fois, sans étre identiquement
nulle.

On dit qu'une fonction s’annule % fois sur un point si cette fonction
et ses & — | premiére dérivées sont nulles sur ce point.

La formule (7) nous montre que les fonctions x', 1 =0,1,..., m — 1
forment un systéme (I) complétement régulier pour tout nombre naturel
m et sur un ensemble quelconque E.

De méme, la formule (9) nous montre que les fonction 1, cos 7w, sin ix,
1 =1,2,..., m, forment un systéme (I) complétement régulier, pour tout
nombre naturel m et sur tout intervalle E qui ne contient pas un sous-
intervalle fermé de longueur 2, donc en particulier sur l'intervalle [0, 2 =),
fermé a gauche et ouvert a droite.

4. — Lorsque les fonctions (2) sont continues nous pouvons trouver
des résultats plus compléts.

THEOREME 1. — Si les fonctions (2) : 1° sont continues sur l'intervalle
E, 2° forment un systéme (I) régulier d’ordre k sur E,

le déterminant (1) ne change pas de signe, tant que les termes de la suite
(2) me changent pas lewr ordre vélatif et tant que les points x;, dont chacun se

répéle au plus k fois, ne changent pas leur ordre de grandeur rvelatif (par ex.,.

tant que les fonctions g; restent dans l'ordre indiqué par la suite (2) et
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que les points x; restent dans l'ordre de grandeur croissante de leurs indi-
CES, X1 = X< i %m)e

Conformément aux définitions précédentes, pour & >1 (mais non
pas pour k= 1) la condition 2° de 1'énoncé implique la continuité des
fonctions (2).

Supposons d’abord & = 1. Pour la démonstration supposons le con-
traire. Nous pouvons alors trouver les points

"

12 B WA L B K, KRR a2 W
1 2 m 1 2 m
tels que 'on ait
(13) b L (s f)<o
X G e ooy 2] B My « vy

Les points
(14) =A%+ (1 —A%,:=12,...,m

restent distincts pour 0 =% =1 et le déterminant (1) est une fonction
de A parfaitement déterminée et continue sur [0,1].

Une propriété bien connue des fonctions continues nous montre qu'il
existe un A, 0 << A < 1, tel que le déterminant (1), olt les points x; sont
donnés par (14), soit égal a4 (. C'est en contradiction avec 'hypothése que
les fonctions (2) forment un systéme (I).

Remarquons que de (12) résulte encore que, pour 0 = A = 1, les points

(14) vérifient également les inégalités x; << %, << ... << x, et qu'il restent
dans un 1111:ervalle de longueur = max (%, — &}, %, — \:]) Side plus 0 << A<<1
et x,F ¥, 1 £ x , les points x, sont & intérienr du plus petit intervalle

contenant les points «x;, x; .
Supposons maintenant & > 1. Pour la démonstration supposons a

nouveau le contraire. Nous pouvons alors trouver les points u, = w4, = . .. = u,,,
dont chacun se répéte au plus % fois et les points v, S v, = ... = vy, dont
aussi chacun se répéte au plus & fois, tel que
(15) 14 i Bass v Bm =0 V(gi-gz...-,gm)<u

Upy Ugye oo Uim Vs Ve, sy D

On peut alors trouver les points (12) variables, tendant vers les points u;
et v; respectivement, de maniére que les produits des déterminants (13),
par des fonctions qui restent positives, tendent vers les déterminants (15)
respectifs. Il en résulte qu'il est encore possible de trouver les points (12)
tel que I'on ait (13). La démonstration revient alors 4 la précédente.

Le théoréme 1 est donc complétement démontré.

5. — La combinaison linéaire (11) peut aussi s’écrire
V(gl.‘ g'&» L) 'ngsf)
Hiy Xaye ooy Xmy X
(16) L(f|x) = f(x) — : &
]‘/(gll gEJ = w4y gr.'t)
By Koy oo oy B
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olt x; sont les points z avec leurs ordres de multiplicités, dans un ordre
quelconque. La formule (16) a un sens précis lorsque x ne coincide pas
avec I'un des points x;. Dans le cas contraire on convient de remplacer
par 0 le second terme du second membre. Cette convention est nécessaire
pour éviter des confusions avec la définition du déterminant (1) dans le
cas des points x; non tous distincts,

De la formule (16) il résulte
L’(g]'gﬂs"'»gmnlt_g)
' x:x‘ZJ"'leJx
L( 1) — Ligh) — [() — gla) — e Taresse T 2
V{gl,gz,...,gm]

Xi,%g,...,%n

Si, en particulier, les points x; sont distincts et les fonctions (2) sont
continues, nous en déduisons 'inégalité

(17) L(1%) — L% =M max  ([f(x) —g(x)))

i=1,2, «iusp 1l

ot M (>0) est le maximum, dans le plus petit intervalle fermé contenant
les points x;, de la fonction continue

% V( gl: gz:---: é’m )
i=l y Ymy, X

Vi Xoyeowy Xjed, i, Xig2, - -

T/lgl,g-;, ...,gm)

X1, :l:'.ZJ"'J xm

ott les déterminants 7 qui interviennent (au numérateur) sont définis par
le second membre de la formule (1).

I1 est facile de généraliser ce résultat dans le cas ot les points x; ne
sont pas distincts.

Nous en déduisons le

THHOREME 2. — St 1° les fonclions (2) sont continues el forment
un systéme (I) sur Uintervalle E, 2° la combinaison linéaive ¢ de ces fonctions
s'annule sur m — 1 points distincls x;, 1 =1,2,..., m — 1 sans étre iden-
tiguement nulle sur E,

la fonction ¢ (est continue et) change de signe en passant par un point
%; (qui ne coincide pas avec une extrémité de E).

On suppose, bien entendu, m > 1.

Cette propriété est hien connue. Pour étre complet nous allons donner
sa démonstration. ‘

Supposons que, contrairement a 1'énoncé, ¢ ne change pas de signe
en passant par le point x; qui ne coincide pas avec 'une des extrémités
de E. On peut alors trouver les points x , ] tel que: 1° x < < #y,2°
aucun des points x, =2, 3,..., m — 1, n'appartient a Uintervalle fermé
(v, 211, 3° o(x;) e(x]) >0. Considérons linégalité (17) relativement
aux m points Xy, ¥y, %,,..., ¥n_1, 4 la fonction ¢ et 4 la combinaison linéaire
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¢, des fonctions (2) qui prend les mémes valeurs que ¢ aux points
b " by
Xy, X, Xs,..., ¥m—1 et pour laquelle @,(x;) = —csigne ¢(x]), olt ¢ est un

: 1 "
nombre positf < = |o(x1)|. Nous avons alors
2 /)

x) — L (p|2))| = Me < |92

2

¥4

0y(%) — 9(x) | = (9,
Il en résulte que signe o (x]) = signe ¢(x).

On voit maintenant que ¢, sans étre identiquement nul, s’annule
aux points x,, ¥,, ..., &p— et encore au moins une fois dans chacun des

o

intervalles ouverts (xl %), (xl, x;). Cest en contradiction avec le fait que
les fonctions (2) forment un systéme (7).
Le théoréme 2 est démonstré,

6. — Supposons que les n ++ 2 fonctions
’(18) fcn j‘l:- wdly ]‘m fn-H;

soient définies et forment un systeme (/) sur E. On voit facilement qu’alors
les n + 1 premiéres de ces fonctions '

(19) for fo <oy fn

sont linéairement indépendantes sur E.
Nous disons [13] que la fonction f est convexe resp. concave par rappori
a la suite (19) de fonctions, si

{20) Vv (fo; P, othe . Find )>0 resp. <0,
Xy, Xy onony xﬂ+2
pour tout systéme x, <7 ¥, << ... < Xp4p de n 4 2 points de E.

Si la fonction f est convexe ou concave par rapport a la suite (19),
toutes ces 7 + 2 fonctions forment un systéme (7) (sur E). Réciproquement,
si les fonctions (18) sont continues et forment un systéme (I), la fonction
Jas1 et, en général I'une quelconque de ces fonctions, est convexe ou concave
par rapport a toute suite formée par les n -- 1 autres fonctions.

Dans la suite nous supposerons que le nombre entier # soit = 0. On
peut donner un sens 4 la définition précédente aussi pour » = — 1. Alors
la suite (19) disparait et la convexité resp. la concavité reviennent a la
positivité resp. a la négativité de la fonction [ sur E. !

I,a notion de convexité ainsi introduit généralise celle de convexité
d'ordre supérieur (d’ordre n) [12], qu'on obtient dans le cas particulier

(21) fr—=al, 1=0,1, ..., 0
Dans ce cas la fonction
(21') fn+1 =X

est convexe par rapport a la suite de fonctions (21), l'intervalle E étant
quelconque

n+1
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7. — Les inégalités de définition (20) ne sont pas symeétriques par
rapport aux points i et la distinction entre la convexité et la concavité
dépend de l'ordre dans lequel interviennent les fonctions (19). Cest pour
cette raison que nous avons souligné dans la définition que la convexité
et la concavité sont par rapport a la suife et non pas par rapport & Uensemble
des fonctions (19).

Remarquons que si f est convexe resp. concave, la fonction — [ est
concave resp. convexe. I'ensemble des fonctions convexes (ou concaves)
par rapport a la suite (19) reste invariable ou se change dans 1’ensemble
des fonctions concaves (ou convexes), par une permutation des fonctions (19).

Pour éliminer ces asymétries introduisons la notation

22) [%, %, ..., x,H_z;f]:V(/“’ fiveoes fmf):v(fo: s o f,m)

X1y Xy ooy Xpgo X1, Xay one, Xn42

ott nous supposous que les fonctions (18) forment un systéme (I) et le
points x; soient distincts. I ’expression (22) a alors un sens parfaitement
déterminé et est symétrique par rapport aux points x;. Dans le cas parti-
culier (21), (21') cette expression se réduit a la différence divisée de la
fonction f sur les noeuds %, %, ..., 4,42 Nous continuerons d’employer
pour I'expression (22) la dénomination de différence divisée et pour les points
%; la dénomination de noeuds (de cette différence divisée ou sur lesquels
cette différence divisée est définie). Dans la notation (22) nous avons omis
de mettre en évidence les fonctions (18), puisque jamais deux systémes (18)
différents n'interviendrons pas simultanément dans nos considérations.

Les différences divisées ainsi définies jouissent des propriétés qui
sont exprimées par les formules

23 X1, Xay ovn, x”‘ , — 0’ Z:OJ 1:---,]’3,

(23) [ 2 {M_HL

(24) [xlp Kgppesy Xn42, OC/--;— Bg]:a[xb xﬂ'--wxn+2;f]+
R e o Amr

quels que soient les fonctions /. g, les constantes «, B et les points distincts
xiek, 1=1,2,...,n 4 2. La formule (24) exprime la linéarité de la diffé-
rence divisée.

8. — A Tl'aide des différences divisées la définition de la convexité peut
étre énoncée (sous une forme plus précise) de la facon suivante :

Définition 3. — La fonction f est eonvexe, non-coneave, non-con-
vexe resp. eoncave par rapport aux fonctions (19) si

(25) [#1, %oy %y /] >0, =0,=0, resp, < 0

les points x; e E,i=1,2,..., n -+ 2 élant distincls et quelcongues.

On voit que la définition est bien indépendante de I'ordre des fonctions
(19) et que la distinction entre les fonctions convexes et les fonctions con-
caves est précisée par le choix de la fonction f,,; qui est, ipso facto, convexe.
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Nous verons plus loin, dans I'étude du reste R[f], que l'introduction des
différences divisées satisfait plus qu'a U'exigence, en quelque sorte formelle,
de la symétrie.

La convexité (concavité) est un cas particulier de la non-concavité
(non-convexité). Mais pour la suite il est utile de bien distinguer entre les
fonctions non-concaves (non-convexes) en général et les fonctions seulement
convexes (concaves).

Si f est convexe resp. non-concave, — f est concave resp. non-convexe
et réciproquement, '

La combinaison linéaire avec des coefficients tous positifs resp. tous
négatifs, d'un nombre fini (au moins 1) de fonctions non-concaves est non-
concave resp. non-convexe. Si l'une au moins des fonctions considérées
est convexe, leur combinaison linéaire considérée est convexe resp. concave.

La limite d’une suite convergente (sur E) de fonctions, toutes non-con-
caves (nom-convexes) est une fonction non-concave (non-convexe).

Une fonction f peut étre i la fois non-concave et non-convexe. Ces
sont les fonctions et seulement les fonctions dont la différence divisée est
nulle sur tout groupe de # + 2 points de E. Pour que cette propriété soit
vérifiée il faut et il suffit que f se réduise a4 une combinaison linéaire des
fonctions (19). La condition est évidemment suffisant. Mais elle est aussi
nécessaire. En effet, puisque les fonctions (19) sont linéairement indépen-

dantes, il existe # 4 1 points distincts x;, i =1,2, ..., n + 1, tel que
V(fm foreon I )#0 [20]. Nous avons V( forhoreoos fu )—0,
Xis Xy oo vy Xp Ti, Bay vvny Xpily X

pour xe E, d’olt résulte la propriété,
Des autres propriétés des fonctions convexes nous signalons le
THEOREME 3. — Si. 1° les fonciions (18) sont continues et forment
un systeme (1) sur Uintervalle E, 2° la fonction f est continue, mais n'est ni
convexe ni concave sur E,
on peut trouver n - 2 points distincts xie E, 1 —=1,2,..., n -+ 2, tel qiLe
Von att [x, Hypoooy Fnsz; 1= 1 '
En effet, si la fonction f n’est ni convexe ni concave, elle est ou bien
non-concave ou non-convexe et alors la propriété est évidente, ou bien on
peut trouver deux groupes, chacun formés par #n + 2 points distincts % ¢ E
et xieE, i=1,2,...,n+2 tel que les différences divisées
(26) [xl, Ty oes Xy Tl [ Fgy » vy P /]
soient non nulles et de signes contraires. Il suffit alors d’appliquer le théoréme
1, en tenant compte de la formule de définition (22) des différences divisées.
Nous déduisons aussi la propriété plus générale exprimée par le
THEOREBME 4. — Si; 1° les fonctions (18) sont continues et forment
un systéme (I) sur E, 2° la fonction | est continue sur E, 3° C est un nombre
compris entre les valeurs A, B des différences divisées (26),
on peut trouver n+2 points distincts x; e E, 1 = 1,2, ..., n-+2, tel que
Fon ait [, %, ' -%583 1] =C.
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Si C coincide avec 4 ou B, ce qui a nécessairement lieu si 4= B, la pro-
priété est évidente. Dansle cas contraire nous avons (4 —C) (B —C)<0. Compte
tenant de (23), (24) on vérifie facilement que la fonction f Clusr nest ni
convexe ni concave, Il suffit alors d’appliquer le théoréme 3 4 cette derniére

fonction.
Des remarques faites 4 la démontration du théoréme 1 il résulte

guesia < B € oo B H L BT L 7., on peut choisir les
points x;, tel que lon ait % << % << ... << Hpgo et A0 — % =
= max (er_) Xy, xpyp — %) et si (A—C) (B—C) <0 que Ton ait de plus

mm(:\, )< x; << max(x i .';;_]_2), 1 =12, .., B2

9. — Si les fonctions (18) forment un systéme (I) régulier d’ordre %,
nous pouvons prendre la formule (22) pour définir toute différence divisée

dont les noeuds distincts se répétent au plus & fois. Pour bien mettre en

évidence la multiplicité des noeuds nous désignons cette différence divisée
aussi par

(27) (B2 - v sBin . Z0s. < o 50 By wuois 5 Bpyipns » cnlpn f]
‘-0_—-\_—_’
ky Ry kp
ol les noeuds z, d’ordre de multiplicité respectif %;, + =1, 2, ..., $, sont
distincts.

Les résultats du no. 2 nous montrent que la différence divisée (27)
est la limite de la différnece divisde
n o N . @ @ » (
[x;)lxé)t" };"((1):l\’g):;‘”é);-"xkz}i"'!xlprQJ xk':) f}
sur des noeuds distincts, lorsque »¥ — z, 7=1,2, .., b, i=1, 2, ..., p.
En particulier, si les fonctions (18) forment un systéme (/) complé-
tement régulier, nous avons

, , | Wl fo - fn )
28 £ E .. £ f]=
( ) [C” EJ < g: IJ [I/V(f"’ fll LN | fﬂ:fﬁ-{-l) J ¥ o=k

Diverses propriétés des différences divisées définies sur des noeuds
distincts peuvent étre étendues aux différences divisées sur des noeuds non
tous distincts ainsi définies. Par ex., les formules (23), (24) restent évidemment
valables.

Remarquons encore que si les fonctions (18) forment un systéme ()
completement régulier et si les fonctions (19) sont des solutions (nécessai-
rement linéairement indépendantes) de I'équation différentielle linéaire et

homogeéne d’ordre n kl—l Diy] = ) + @y (x)v L 5 + @pri(x)y =0,
nous avons Wif,, fr, ..., fu. [) = T’V(]‘O, Fir oo v DTE] ot 1a formule (28)
devient
: . D[f]
(20) [’,'@,...,E;ﬂ—[--—ﬁ]
- D [fn41]

La différence divisée (27) existe, en vertu de la définition que nous
Iui avons donné, seulement si le déterminant V' qui se trouve au numérateur
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du second membre de la formule (22) existe dans le sens dn no. 2. Dans la
suite nous supposerons que la fonction [ aient toutes ses dérivées qui inter-
viennent continues. Mais on peut définir des différences divisées plus géné-
rales sur des noeuds non tous distincts, par des passages a la limite convena-
bles. Ces passages a la limite peuvent se faire par 'intermédiaire des limites
des différences divisées habituelles (correspondantes au cas particulier
(21), (217)). C'est en somme de cette fagcon que nous procédons dans ce
travail.

On peut aussi procéder directement, sans passer par le cas particulier
(21), (21'). Toutes ces questions sont étroitement lides & la définition et i
Pexistence des dérivées d’ordre supérieur directes d’une fonction.

Pour donner un exemple remarquons que dans le cas particulier (21),

(21"), le quotient (29) se réduit & q( 11)| f(”‘H’ (£) et ce résultat est valable,

d’aprés notre convention, si f a une dérivée (n--1)"" continue, au moins,
sur le point £. Mais, si nous adoptons pour le premier membre de (29) (toujours
dans le cas particulier (21), (21')) comme définition la limite de la différence
divisée [xy, %, ..., Xyq1, &; [] lorsque les xy, ¢ =1,2, ..., #n + 1 tendent
vers £, la formule (26) reste valable, d’aprés =. J. sTIBLTJES [26], sous
I'hypothése de Vexistence seule dela (n-1)""* dérivée de f sur E (la
fonetion f est supposée définie et bornée sur E).

Dans la suite nous laissons systématiquement de c6té de telles générali-
sations,

10. — Soit R[f] une fonctionnelle linéaire, définie sur un espace vec-
toriel (F formé par des fonctions / continues sur I'intervalle E.

Nons supposons que les fonctions (18) forment un systéme (I) et appar-
tiennent a (F, En particulier, elles sont donc continues sur E,

Si la fonctionnelle linéaire R [f] s’annule sur les fonctions (19), elle est
nulle sur toute combinaison linéaire de ces fonctions. Une telle fonctionnelle
est, par ex,,

(30) K. [EIJEEJ--'JER-[—Q; 1

ot K est un nombre indépendant de la fonction [ et &; sont # 4 2 points
distinets de l'intervalle F.

Nous introduisons maintenant la

Définition 4. — Nous disons que la fonctionnelle linéaire RI[f],
définie sur (F, est de la forme simple si, pour toul fe (F, elle est de la forme
(30), ot K est un nombre différent de zéro, indépendant de la fonction | et
Ei sont n+4-2 points distincls de E (qui peuvent dépendre en général de la
fonction f).

Nous avons alors le

THEOREME O. — La condition nécessaive et suffisante pour que la
fonctionnelle linéaire R [[ ] soit de la forme simple est que 'on ait R[f] = O pour
toute fonction | (e (F) convexe par rapport aux fonctrons (19).
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La condition est nécessaire. En effet, si R[f] est de la forme simple,

de (23) il résulte d’abord que R [f,.1] = K 5 0. De la formule

(31) R[f] = Rfu+1)[&1s & + - -1 Enuz; 1]

il résulte alors que R[f] = 0 si f est convexe.
La condition est suffisante. Si R [f] 5 0 pour toute fonction convexe,
il en est de méme pour toute fonction concave, En effet, si f est concave, la

fonction — f est convexe et nous avons R[f] = — R[—/]#0.
Soit alors fe (F et considérons la fonction auxiliaire
(32) ¢ = R[] far1 — R[fur1]. /

Nous avons ¢ e (F et R[ @] = 0. Il résulte que ¢ n'est ni convexe ni
concave. D’apres le théoréme 3 on peut trouver n-+2 points distincts &,
1 =172, ..., m+2, telgue lon ait [E, &y oy Buja; 9] = 0. De (32),
compte tenant de (23), (24), on déduit la formule (31).

Le théoréme 5 est donc démontré,

Si R[] est de la forme simple il s’annule sur les fonctions (19). On peut
déduire cette propriété directement du fait que R[/] %0 pour toute fonc-
tion convexe ou concave. Pour démontrer la propriété, supposons le con-
traire, donc que R[/;]= 0 pour un+, 0 =7 = ». Si nous posons f = f; dans
(32), nous obtenons une fonction ¢ qui est convexe ou concave. I,"égalité
R[¢] = 0 est alors en contradiction avec ’hypothése.

Une démonstration analogue nous montre que si R[/] % 0 pour toute
fonction convexe, nous avons plus exactement R [f,41] R[f] > 0 pour ces
fonctions. Autrement dit R[f] garde son signe, qui est le signe de R [/, 1,
sur toute fonction convexe, donc aussi le signe contraire < sur toute fonc-
tion concave.

De la méme maniére on voit que si R[f] est de la forme simple nous
avons R[f,41] R[f] = 0 pour toute fonction f non-concave et 'inégalité
avec = pour toute fonction f non-convexe.

§ 2.

11. — S’il est dela forme simple, le reste R [/], s’exprime 4 I'aide de la
formule (31) par une différence divisée. I,a structure de ce reste dépend donc
de la structure de la différence divisée (22). Or la structure de cette diffé-
rence divisée est réglée par un important théoréme de la moyenne du a
D. V. wiDDER [28]. Cethéoréme a lieu sous une hypothése supplémentaire
faite sur les fonctions (19), hypothése que nous signalerons tout a I'heure.

Nous allons retrouver les résultats de D. V. Widder par une méthode
différente. Nos résultats, qui sont suffisants pour 1'étude du reste, sont un
peu plus généraux, mais ne permettent de retrouver qu'une partie des résul-
tats de D. V. Widder, dans le cas particulier examiné par cet auteur.

I'hypothése supplémentaire dont nous avons parlé plus haut consiste
en ce que les fonctions (19) forment un systéme (I). Ce n'est pas une consé-
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quence du fait que les fonctions (18) forment un systéme (/) (voir, par ex.,
'exemple donné au no. 16). Pour écarter toute difficulté nous supposons dans
la suite que les fonctions (18) soient continues sur I'intervalle E.

12. — Nous allons utiliser la formule suivante
(33) 17( fl}.! f.l) sy flt )I/( f{lj fl; §eiey fj‘!: f ):
Xy, Xz, «u ., Xn+2 X1, X, v Xiely Xitt, Xir2, ..., Xn+3
:V( fl]: fl: P00y fr: ) I/ fﬂ: fls-"» fn;f)Jr
Xa, X3, -y X1, Xyl Xig2, «ooy Xp43 X1, Xay oo vy xﬂ+2
+V( fﬂl fl) ey, fn )'V’(}‘Ul /1’ "'Jffhf)
X, Koy ooy Xim, Xigl, Xiga, v Xpg2 Yoy Xyy ooy Xpg3

Pour démontrer cette formule considérons le déterminant d’ordre 2743
(34) Iar.s | rs= 1,2, ....2n+3

oil a, ¢ est I'élément de la #me ligne et la séme colonne et oi

& :ffs-q(x,), r=12, ..., n4+3 19 9
v [0, r=n-+4d,n+h,...,2»n+3 s T » #1324,
fs—u-—&(xr): r=1, 1, n £33
a, =0 r=23,...,4—1,9+41,...,842

f.s‘—rz—-S (xf'—ll—'g)) ¥ W,—‘—ZL’ 75+51 LB ?1’+1:+11
fons Fpen—1), ¥ =n-4+i+2,n+i+3,...,2n+3,
s=n+3, n+t+4, ..., 2n+3

Ce déterminant est égal & zéro. Pour le voir il suffit de le transformer

en ajoutant d’abord la (n + 2 7)™ ligne & la j*™ pourj =2,3, ...,i—1
etla \n+147)" alaj pourj=¢+4+1,44+2, ..., n 42 et ensuite en
retranchant la s colonne de la (1 + 2 + ) pour s = 1,2, ..., n -+ 1.

De cette fagon tous les éléments situés a V'intersection de 71 derniéres
colonnes et des n 4 3 premiéres lignes deviennet nuls.

Si nous développons le déterminant (34) suivant la formule de Laplace
et d’aprés les -2 premiéres colonnes, nous obtenons la formule (33).

La formule (33) est valable pour 2 <7 << n--2. Tl est facile de voir com-
ment il faut I’écrire pour =2 et pour ¢ =n-}2.

Si les points x;, ¢ = 1,2, ..., n-}-3 sont distincts, de la formule (33),
en tenant compte de (22), on déduit,

(35) [xl; KXo, ceey Kl xf-]-IJ Xig2, oy Xpg3, ]‘] o
:A[i'fl:xz:---nxﬂ-i-z;f] +B[x2rx30 ---;xn+3;f]
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oil, par suite de I'hypothése que les fonctions (19) forment un systéme (/),

V( fo: fl: ------ 3 f.lz ]V(fo» ]‘1; L L fn: frl+|)

(36) A a Xy, Xg, oy Xim1, Xy, Xig2, - o5 Xpa3 X1, i‘:z: ceey Xpyo

14 fn, fl:-": fn)‘[/( fl]r fl: ------ ’ fn,fu+l )

Xay Xgy «vny xn+2 Xy, X, I T xi+ll xf+2| « = w5y x!l‘.—g
V( ]([H }ll: """" )f’n» )V(fﬂr fl: vy fﬂ) fﬂ-l—l)

(37) B X1, X, o Xi—1y 2?1'-5—11 Xigay « ooy Xpaz ! Xz '7 Xa, vy X3

V fﬂ: flr ey III)V( fnsfls ------ :fm fﬂ+I ]

Xay gy vy Xpy2 Xy, Koy o vny Xjmts, Xigly Xi42y0 0«5, X3
Si nous faisons f=f,4; dans (35) nous trouvons 4 4+ B = 1. Mais si
l<i<nt3) %< %< ...< %3 le théoréme 1 nous montre que les
coefficients 4, B, qui sont indépendants de la foction /, sont pomtlfs._lll en
résultequesi (1 < i< n+3) %< %< ... < %pqa la diff érence d’nflsae
(%1, %a, «.v, Xiel, X4, %igzr ---, ¥pp3; J] est une moyenne arithmétique

généralisée (avec des poids positifs) des différences divisées [y, %,, ..., Xui2; /],
[%s, %3, . =3 B3 11

En particulier, dans le cas (21), (21'), nous retrouvons la formule de la
moyenne

[xly le CRCIE ] x['—I; x:‘*{-l; xi+2v ey x?l+3;f.] =
o (xl' - xl) [%1, Xosy »0es Xpio ,f] _I_ (xn+3 - %f) [xZJ Xgs ooy xn+3i]7
Xptn — Xy

des différences divisées habituelles.

13. — Dela formule de la moyenne (35) nous déduisons la propriété plus
générale exprimé par le

THECREME 6. — S7 %< %< ... < %y Sontm = n -+ 2 poinis de E,
la différence divisée [x;, %, ..., Kigeo: 1l =0< << ... < fpp2=
= m) sur n+2 de ces poinis, est une moyenne arvithmétique généralisée avec
des poids positifs convenables) des différences divisées

(38) (%7 Bipds wsonBrnarid ) =12, «» om=n—1

sur n—+ 2 points conséculifs de la suite des points x;.
Nous avons donc

—n—1 o
(39) (B %1y o ooy By 1 = g YV Ai [%, Xigr oo Sipagnsf ]
i=1

les A; étant positifs, indépendants de la fonction f et de somme égale a 1.

I,a démonstration ne présente pas de difficultés. Elle peut se faire exac-
tement comme dans le cas particulier (21), (21") [14], par induction sur le
nombre m des points x;. La positivité des coefficients A¢ est une conséquence
de cette démonstration si x; << %, << ... < %
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Sous les hypotheéses du théoréme 6, on déduit aussi les indgalités

(10) min  ([5 Bisrs e Yignn s ] D) =
i=1,2, ... m—p—1
ii:: l_xllll Kigs v 54 5‘;1'”_1_2 .j_i =
= max (I®t Bty « oo 5 Figpaifl)
i=1,2,..., m—n—1

Lies égalités ne peuvent avoir lieu qu’a la fois et si et seulement si les différen-
ces divisées (38) ont la méme valeur C, donc si et seulement si pour la fonction
[ — Clay1 les mémes différences divisées sont toutes nulles. Nous savons
que pour cela il faut et il suffit que la fonction f dépend linéairement des
fonctions f;, =0, 1, ..., n -1 sur les points x;, =1, 2, ..., m.

14, — Tes résultats précédents permettent aussi de démontrer, sous
les mémes hypothéses, le

THEORBME 7. — St la fonction [ est continue sur Uintervalle E et si
v, 1=1, 2, ..., n+42 sont n+2 poinis distincts de E, nous pouvons trouver,
a l'intérieur du plus petit intervalle contenant les points x;, un point & tel que
dans tout voisinage de ce point on puisse trowver n-+2 points distincts % e E,
=1, 2, ..., n+2 qui vérifient I'égalité

(; ’

(41) (%0, %oy - ooy Xpa2if] = [#, %, .., %, 53]

Nous allons d’abord démontrer que dans (41) on peut choisir les points

¥, & lintérieur du plus petit intervalle contenant les points x; et dans un

intervalle de longueur plus petite qu'un nombre positif & donné quelconque.

Nous pouvons supposer que %, << %, << ... << %,,9 (= 0). Divisons
alors chacun des intervalles [z, %;41], = 1, 2, ..., n -1 en m parties
égales, m étant un nombre naturel > 2 et vérifiant 'inégalité

1
42) m > ﬂj ~ max (%41 — 7).
) i=L2....04+1
Soient y; << vy < ... << V(ugymy1 tous les points de division ainsi obtenus.
l(fou(s avons donc x = Yi—fym41, t=1, 2, ..., n+2 et, compte tenant
e (42),
: n4-1
(43) Viwnel — Vi S max (%01 — %) < ¢

W g a1

1=1,2, ..., (n+1) m —n

Soient [yr, Yrpt, ..., Vrpnti ; /] 1'une des plus petite et [y, Ysa1,0y Ysgnt1; /]
I'une des plus grandes des différences divisées [vi, Vig1,... . Vignet: /1
1=1,2, ..., (n+1) m —n. La formule (40) nous donne
(44) [lyflyf’{"]’ & "'y.f"l'ﬂ-l-l;i] = [%1, Koy vy Xni2, f] =

= [Va Vo1 o0 Yepasis [1.
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Nous allons distinguer deux cas :
Cas 1. — Les égalités n'ont pas lieu dans (44). Alors en appliquant
le théoréme 4 pour

A= [V, Vre1s v, Yrtn+1; Tl B="[%s, Ys41, -«
C == [xln KXoy v o0 ey x!£+2; f})

compte tenant de la remarque faite a la démonstration du théoréme 1, dont
les hypothéses sont ici vérifiées et compte tenant de (43), la propriété en

résulte. ‘
Cas 2. — Les deux inégalités (44) se transforment en égalités. Nous

avons’ alors  [%,: Fes wesy Bt 1= [Way Wby o0 Puapiif] O 1% =0 0 &
< Yp43 < %pyo et la propriété résulte encore de (43).

On démontre maintenant facilement 'existence du point £. Le raison-
nement précédent nous montre qu’on peut trouver les suites de n--2 points

] 3"5+H+1 ’ ],

%(lj)< :l-'(gj)< S xfﬂ_g, gie=], 2, o .. teI_ qu’e_n supposant x; < X< ... <
< M, 00 Wit % % ot i Bppa s [ = [+, £, ..., xﬂ{.)i_g; f1d =0, 155

R R )

fo): xi) 3 s 1: 2) LrLE e (s -|'" 2 et xfj) = ‘,‘;Ej‘f't), xflj*ltzl)< a'n-i—?: xll+2

< % (xf{_),,g— x{j}), §=0,1, ... Le point commun £ des intervalles fermés
a0, 29,1, 5 =1,2, ... vérifie la propriété cherchée.

Le théoréme 7 est donc démontré.
On voit que le point £ jouit aussi de la propriété qu'on peut toujours
choisir les points x; de maniére que £ soit 4 l'intérieur du plus petit inter-

valle contenant ces points.
La propriété exprimée par le théoréme 7, tout au moins dans le cas

particulier (21), (21", est dua a. cavcuy [2].

15. — Nous pouvons completer le théoréme 7, en remarquant qu’ on
peut towjours choisiv les points x; équidistants. En appliquant la propriété
a la fonction f — [%,, %, ..., Xyu2; ] fat1, on voit qu’il suffit de dé-
montrer que si nous avons

(45) [#iy Faiyoovny T 5 1 =00 %5 <€ %5 0 o8 Hig
on peut trouver # + 2 points équidistants «x,, =1, 2, ..., n+2, compris
dans l'intervalle formé [#,, %,42] tel que l'on ait (41). ]

Nous distinguons deux cas :

Cas 1. — Parmi les différences divisées sur des noeuds eéquidistants
et compris dans [, x,40], il ¥ 2 au moins une qui est positive et an moins
une qui est négative.

Dans ce cas la propriété résulte puisqu’on peut construire, par le pro-
cédé employé pour la démonstration du théoréme 1, une différence divisée

sur des noeuds équidistants qui soit nulle, :
Cas 2. — Toutes les différences divisées sur des noeuds équidistants

et compris dans [x,, ¥z42] sont du méme signe. Nous allons montrer que:

alors la fonction f, supposée toujours continue, est non-concave ou non-
-convexe sur [%, x,.s]|. Pour fixer les idées, supposons que les différences
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divisées sur des noeuds équidistants soient toutes = 0 (= 0). Du théoréme
6 il résulte que toutes les différences divisées sur des noeuds qui se divisent
r tionnellement (dont les rapports des distances mutuelles sont rationnels)
sont = 0 (= 0). De la continuité de la fonction f résulte alors que foutes les
différences divisées sont = 0 (= 0). La fonction f/ est donc non-concave
(non-convexe) sur [x;, ¥pi2]

La propriété cherchée résulte alors du

Lemme 1. — St la fonction continue f est non-concave sur Vintervalle
[%1, %pt2] et st nous avons (45), toutes les différences divisées de la fonction
1 sur des noeuds appartenant & [x,, %,40], sont nulles.

Pour la démonstration supposons que la propriété ne soit pas vraie.
Il existerait alors des points distincts x; tels que A PR s 1] =0
La réunion des ensembles des points x;, 'c[ 1=1,2, ..., n+2 forme une
suite d’au moins 7 + 3 et d’au plus 2n 4 points distincts de Uintervalle
(%), %p+2]. En appliquant le théoréme 6, avec les conséquences concernant
les cas ot I'égalité a lieu dans (40), et successivement aux suites partielles

xl ﬂcg Cen, x; 4o %1, ¥, oo, Xpgp, ON arrive 4 une contradiction avec (45).

Enfin si nous tenons compte des résultats de . v.wippErR [28],
nous pouvons affirmer que I’égalité (41) peut étre réalisée avec des noeuds
équidistants x;, la distance d de deux noeuds consécutifs étant suffisamment

petite. Dans le cas olt l'intervalle E D [x,, %,45], le théoréme de la moyenne
de D. V. Widder affirme qu'on peut réaliser le résultat précédent avec
des noeuds x; équidistants pour lesquels la distance b est plus petite qu'un

nombre fixe, indépendant de la fonction /.

16. — Avant d’aller plus loin nous remarquerons que le théoréme 7
deut &tre en défaut si les fonctions (19) ne forment pas un systéme (I).
Considérons les fonctions

i+1 .
fr=2",i=0,1,...,n

sur un intervalle £ contenant le point 0. Ces fonctions ne forment pas un
systéme (I). La fonction f,,; — 1 est convexe ou concave (convexe si # est
impair et concave si # est pair), dans le sens de la définition non-sym étrique
de la convexité. Nous avons [%;, &, ..., Zpp; 270 ] = (1" 2 2y . xpn.
Si donc pour la fonction continue 3™ nous avons I'égalité (41) ou 'un
des points «; coincide avec 0, I'un des points x; coincidera aussi nécessaire-
ment avec 0. Il en résulte facilement que le théoréme 7 est en défaut.

17. — On peut étendre les résultats de ce § aussi au cas ol les noeuds
ne sont plus distincts.

Supposons qtie, non seulement les fonctions (18), mais aussi les fonctions
(19) forment des systémes (I) réguliers d’ordre k

Le théoréme 6 peut étre étendu au cas oit les points %, = ¥, = ...
«++ = &p (m =n+ 2) ne sont pas tous distincts et le méme point se répete
au plus & fois. Pour la suite il nous suffira de nous occuper de l'extension
de la formule (35) et nous allons montrer que cette formule reste valable si
Y= X = ... = Ny, le méme point se vépétant an plus k fois. De plus les

8§ — Mathematica
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coefficients 4, B respectifs, de sommes égales a 1, restent indépendants de
la fonction [ et sont positifs si %, << % << %p43 (ce qui implique 1 < ¢ << n+3).
I,a formule cherchée s’écrit

(46) [Eindiiamsriv Bl vovs B e ool B wons Gl ] =
S
- # e ]
ky Ry Rp
* 0
=l [ ey Bt B Bap. w0 wisiigyess i Wy B 0o %t o
" " \__’H—’
[ ks ks
A= B [y By v 520 Fay Byt oonon 3 B vox v Bpy Zpgps v w0 By T
" -."1 _\’z-_-’
kq ko Ry

ol nous pouvons supposer p = 3 et nous avons

r=himby =k, 7=2,3,...,i—1,j41, ..., p—1,2=5=p—1 (sip>3)

kl—kl-—kl,kj —k, —k,,kp—kp—kp,kl —kl 1, ki=k;—1, ky=Fk,—1,
1=k =skr=12,...pkhtk+ ... +kp=n+3.

Cette formule s’obtient des formules (35)—(37), en supposant x, <
< Xy < ... < Xpe3 et en faisant

(47) Ykt ka4 o oo Hhpg+s = xﬁ")-—yz,, s=1,2,..., ke(ky =0),
1_1, ._d,.-.,p,

By B VUL B, =R R+ L Ry

On voit facilement comment il faut modifier la formule si & =1,
kj =1 ou kp =1

11 résulte immédiatement que A*, B* sont indépendants de la fonction
fet que A* =0, B*=0, A* + B* =1. Il reste & démontrer que A* =0,
B#* 5=0. Pour le coefficient A* ce fait résulte en remarquant, qu'avec les
notations (47), il s’obtient du second membre de la formule (36), en divi-
sant les quatre déterminant (1) qui figurent au numérateur et au déno-
minateur par l'expression (5) (m = n 4 3) multipliée respectivement par

(&, &, .., 2y V( P ”ij ,) W, w2, .. ., xf,‘;)._l)
VD D, ) v, 4D, 7 ) Vix (m} (p)’__‘, o)
v, 20, w) v, AP, x(f;)_l) 14€74 / U}’ )
V(e A, ) v, P, ) V(rn, xgn,’.'_. @)

et en passant a la limite. Plus haut les déterminants Vandermonde qui
n'ont pas de sens (pour k2, =1, &y =1 ou k, = 1) sont remplagés par 1.

Oz, en effectuant ces divisions, d’une part on ne change pas la valeur
du coefficient A4 et, d'autre part, chacun des déterminants (1) ainsi divisé
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tend vers une limite bien déterminée et différente de 0. Il en résulte
que A* 50. On démontre de la méme maniére que B* # 0. La démon-
stration nous montre aussi que les coefficients A*, B* de la formule (46)
sont bien déterminés par la condition d’étre 1ndependants de la fonction f.
Il est facile d’écrire les valeurs de ces coefficients & 1’aide des détermi-
nants (3).

18. — Nous pouvons étendre le théoréme 7 au cas oit les points x; ne
sont pas tous distincts. En effet, en supposant toujours que les fonctions
(18) et les fonctions (19) soient continues et forment des systémes (I ) régu-
Liers d’ordre %, le théoreme 7 reste vrai si parmi les poinis x; le méme point
se vépéle au plus k fois.

Pour démontrer cette propriété, en vertu méme du théoréme 7, il
suffit de démontrer le

LEMME 2. — Si, sous les hypothéses précédentes, parmi les points x;
il v en a exactement p distincts, avec 2 = p =n -1,

on peut trouver n -+ 2 ;bomfs ¥, e =1,2,...,n 4+ 2, de manieve que:
1° chacun se répéle au plus k fois, 2° il v en a parmi eux au moints p++1
distincts, 3° ils soient tous compris dans le plus petit intervalle fermé conte-
nant les points x;, 4° I'égalité (41) soit vérifiée.

Pour simplifier disons qu'une différence divisée dont les noeuds dis-
tincts rangés dans I'ordre de grandeur croissant ont successivement 1'ordre
de multiplicité Ay, ko,..., &y (B + ks + + E,=mn 4 2) est du type
(B1, By,. .., kp). Les conditions 1°, 2° du lemme signifient que la différence
divisée sur les noeuds x détant du type (Ry, k., ..., Rp) avec 1=k =&,
i=1.2,...,9, 2=p=n+ 1, on peut trouver les points %i tel que la
différence divisée sur ces points soit du type (&}, &,,. . ., k:}), avec 1 =k =k,
1=1,2,...,9, g=p+ 1.

Consulemm donc la différence divisée sur les noeuds x; et soit
(Fy, Rayo .., kp) le type et C la valeur de cette différence divisée. Intercalons
entre les deux premiers noeuds distincts un (n | 3)"™ noeud, différent
de tous les autres. Appliquons la formule de la moyenne (46) 4 la suite des
#n -+ 3 points ainsi obtenus, le nouveau noeud introduit étant celui qui
est éliminé dans la différence divisée du premier membre. Au second
membre figurent les différences divisées

(48) [t1, gy ooy Upaa; 1, [0, Daye oo, Upye; £
Ui Z U S oo Sy, WEUE L Uyge, U< lpqs, 1< Upgo
qui sont respectivement du type (ky, 1, ks Ry ..., Rp—1, kp — 1),

(By—1,1, Ry, R, . . ., kp), oltil faut supprimer kl—l siky=1cetk,—1 81k =:1.

Nous devons maintenant distinguer trois cas:

Cas 1. — Les différences divisées (48) ont des valeurs différents. Alors
P'une a une valeur A4 < C et 'autre une valeur B > C. D’aprés la maniére
dont une différence divisée (27) s’obtient comme la limite des différences
divisées sur des noeuds distincts, il résulte qu’on peut trouver les différences
divisées _

(49) [#1s Bgoe v o0 o )y [¥ Vurens 0 f]
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sur des noeuds distincts et dont les valeurs sont des nombres A’, B’ respec-
tivement aussi prés qu'on veut des nombres A, B, donc en particulier tels
que A" << C < B'. On voit facilement qu’on peut méme trouver les noeuds
de I'une des différences divisées (49) dans l'intervalle (u,, u,.5) et les noeuds
de I'autre dans l'intervalle (v, v,,5). En appliquant le théoréme 4 aux diffé-
rences divisées (49) on peut trouver une différence divisée ayant la valeur C.
On voit que les conditions 2°, 4° du lemme sont vérifides.

Cas 2. — On a ky + k, >2 et les deux différences divisées (48) sont
égales. Alors toutes les deux sont égales 4 C et la premiére (si &y >>1) ou
la seconde (si &, > 1) vérifie les conditions 2° et 4° du lemme.

Cas 3. — On a k =k, =1 et les deux différences divisées (48) sont
égales & C. Il y a alors une différence divisée égale 2 C et du type
(1,1, ks, &s,..., kpq). Avec cette différence divisée on procéde d'une maniére ana-
logue. On voit alors que si £)—; > 1 on tombe sur le cas 1 ou 2 et si By = 1
on construit une différence divisée égale a C et du typel, 1, 1, &, &,;..., Rp—2).
Puisqu’au moins un k; est > 1, aprés un nombre fini d’opérations de cette

sorte on tombe sur le cas 1 ou 2.
Ainsi les conditions 2° et 4° du lemme sont réalisées. Remarquons

que pendant la démonstration, d’'une part, on ne dépasse jamais 'ordre %
de multiplicité et, d’autre part, on ne sort jamais du plus petit intervalle
fermé contenant les points x;. Donc les conditions 1° et 3° du lemme sont

aussi vérifiées.

Le lemme 2 est donc démontré.

De ce qui précede il résulte aussi le

THEOREME 8. — 57 les fonctions (18) et les fonciions (19) sont conti-
nues et forment des systémes (I) réguliers d'ordre k suy Uintervalle E et si la
fonction f est continue et convexe, non-concave, non-convexe resp. concave par
rapport aux fonctions (19),

la premiére, la seconde, la troisiéme resp. la quatriéme inégalité (25)
reste vraie lorsque les noeuds x; ne soni pas tous confondus et chacun se
répéte au plus k fois.

D’ailleurs pour les fonctions non-concaves et les fonctions non-con-
vexes la propriété résulte simplement par un passage 4 la limite et reste
vraie lorsque les fonctions (18) et les fonctions (19) forment des systémes ()

competement réguliers mémes si les noeuds x; sont tous confondus.
Le théoréme 8 résulte de 'extension du théoréme 7 donnée dans ce no.

19. — TLe théoréme 7, étendu de la maniére précédente permet de
lier la structure d’une fonctionnelle linéaire de la forme simple aux propri-
étés différentielles des fonctions sur lesquelles elle est définie. Ainsi nous

avons le

THEOREME Y. — St: 1° les fonctions (18) et les fonctions (19) forment
des systeme (I) complétement réguliers sur U'intervalle E, 2° la fonctionnelle
linéaive R[f] est de la forme simple, 3° la fonction fe (F a une dévivée continue
d’ovdre n 1 & Uintérienr de E,
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on peut trouver, & intérieur de E, un point & tel que I'on ait

(50) R[f]:RUH[][éé:--,E:f]-
n-4+2

La démonstration résulte immédiatement du théoréme 7 et des pro-
priétés limites des différences divisées avec des noeuds multiples. Le point £
est I'un de ceux qui vérifie le théoréme 7.

La différence divisée du second membre de (50) peut se calculer & I’aide
de la formule (28) ou de la formule (29).

Nous n'avons pas lintention d’aprofondir davantage ces questions
dans ce travail. Rappellons seulement que, dans le cas particulier (21),
(21"), nous avons donné une généralisation du théoréme 7 [18], qui permet
de préciser encore davantage la liaison entre les propriétés du reste R [f]
et les propriétés différentielles de divers ordres de la fonction f.

§ 3.

20. — Dans ce § nous allons examiner quelques critéres simples qui
permettent de décider si une fonctionnelle lindaire R[f] est ou non de la
forme simple. Nous ferons des applications au reste de quelques formules
d’approximation (*).

La combinaison linéaire (11) peut étre employé pour trouver une
formule d’approximation de la forme (¥).

Soit A[f] une fonctionnelle lindaire définie sur l'espace vectoriel (F
formé par des fonctions continues définies sur 'intervalle E et dont les
dérivées de tout ordre qui interviennent existent et sont continues sur E.
Nous supposerons que les fonctions (18) et les fonctions (19) appartiennent
a (F et, pour simplifier, qu’elles forment des systémes () complétement
réguliers. D’ailleurs pour la validité de certaines résultats qui vont suivre,
une régularité d'un ordre plus petit que n +-2 resp. n 41 est en général
suffisante.

Nous prenons comme approximation pour A4 [f] la fonctionnelle, définie
et lindaire sur (F. ‘

(51) B[f1=AI[L(f|%)],

ott L(f|x) est donné par (11).
Ce procédé d’approximation est bien connu et a été beaucoup étudié,
surtout dans divers cas particuliers. -
Nous avons

P k=1 R
Liwm=3% % o ) 1@ =11

les points z;, ¢ = 1, 2,..., $, étant distincts et les @i, 1 =0,1,..., ki —1,
1 =1,2,..., p, étant des combinaisons lindaires bien déterminées des fone-
tions (19). Nous avons alors,

P ki—1 .
(62) Blfl= % % a1 (),

i= J=0

ot ay=A[9iy], 1=0,1,... 8 —1,4=1,2,..., .
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Il ¥ a un cas particulier important oit le reste R[f] de la formule d'ap-
proximation ainsi obtente est de la forme simple. Nous avons notamment le
THEOREME 10. — Si: 1° la fonctionnelle linéaive A[f] est positive,
2° les ordres de multiplicités k de tous les points z; quv se trouvent @ U'intériewr
de l'intervalle E, sont pairs,
: le veste R[f] de la formule d'approximation (*), construile de la manicre
précédente, est de la forme simple.

La fonctionnelle A[f] est positive si nous avons A[f] =0, pour toute
fonction (continue) non-négative, 1'égalité étant vraie (si et) seulement si
f=0sur E.

La formule (16) nous donne

(53) () — L({|%) = $\&) %0, %, -, Fnr, %5 1],
les x; ayant la méme signification que dans (16). Dans cette formule nous

o for 1 fas T ] (1‘ / 1‘)
9% PRRVD /Y (TT\ W O P (PR

X1y Xy v v vy Xpt1, ¥ X1y Xaye v oy Xp4d

W) = V(

si x est différent d'un noeud x;.
La formule (53) est vraie pour tout xe¢ E, a condition de rempeacer
le second membre par 0 si # coincide avec I'un des noeuds x;.

Nous avons
R[f1=A[f—L(f|x)]=A[{[*%, %) .., Zpa1, %5 f1]

et le reste est bien de la forme simple, puisque: 1° la différence divisée
qui figure dans le second membre de la formule (53) est, d’aprés le théoréme
8, positive si f est une fonction convexe, sauf en au plus # 4 1 points (les
points ;) de E, 2°la fonction ¢ n’est pas identiquement nulle et ne change
pas de signe sur E. Cette propriété résulte du théoréme 2 par un passage
a la limite, 3° la fonction f — L(f|x) est continue sur E. Il en résulte que
cette derniére fonction n'est pas identiquement nulle et ne change pas
de signe sur E si f est une fonctions convexe. I,e théoréme 10 en résulte
immédiatement.

Te reste est de la forme (30) et si la (n + 1) dérivée de f existe et est
continue sur l'intérieur de E, méme de la forme indiquée dans le théoréme
9. La constante K = R[/,.1] peut aussi se calculer a 'aide de la formule
K = R[{], ou a l'aide de toute formule K = R[{ -+ ¢], olt ¢ est une
combinaison linéaire des fonctions (19).

11 est facile de généraliser le résultat précédent dans le cas olt on suppose
que les fonctions (18) et les fonctions (19) forment des systémes (I) régu-
liers d’ordre & = max (Ry, Rs,..., kp). Enfin il est clair qu'une propriété
analogue subsiste pour une fonctionnelle 4 [f] négative, pour laquelle donc
A[f] =0, pour toute fonction [ non-négative, I'égalité étant toujours
vraie seulement pour f=0.

Remarquons que de nombreuses formules d’approximation classiques,
des soidisants formules de quadrature numérique (o mécanique), sont
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de la forme précédente. Quelques cas particuliers seront rappellés plus
loin.

21. — La formule de quadrature numérique bien connue
2x » m el
54 A :S R)dx — = (Z“‘J
( ) U:[ . f( ) m-1 Z m-1 L R[f]
i=0
ot m est un nombre naturel et / une fonction continue dans lintervalle
fermé [0,2x], est de la forme précédente.
Dans ce cas R[f] est nul sur les fonctions

(55) fo=1, fa1=cosix, foy =sinix, t=1,2,...,m

auxquelles se réduisent maintenant les fonctions (19). Nous avons déja
démontré (no. 3) que les fonctions (55) forment un systéme (1) compléte-
ment régulier sur l'intervalle [0, 2%). Cette propriété est équivalente au
fait qu'un polynome trigonométrique du degré m ne peut avoir 2m -+ 1
racines, distincts ou non, dans lintervalle [0,27), sans étre identiquement
nul. ‘

Considérons aussi la fonction

(55') famy1= 1.

Alors les fonctions (55), (55') forment aussi un systéme (I) compléte-
ment régulier sur [0,27). En effet, une combinaison linéaire non identique-
ment nulle ¢ des fonctions (55), (55') ne peut avoir plus de 2m + 1 racines
distinctes ou non dans [0,2 7). Dans le cas contraire, la dérivée ¢', qui est
un polynome trigonométrique du degré m, aurait au moins 2m -+ 1 racine
distinctes ou non dans [0,27). Il en résulterait ¢’ = 0, donc ¢ serait une
constante #+0, ce qui est impossible.

La formule (54) est bien de la forme précédente. Pour I’obtenir il suffit
de prendre la fonction L(f|x) (polynome d’interpolation trigonométrique
du type Lagrange-Hermite) relativement au noeud simple 0 et aux noeuds °

21
doubles =

- 1=1,2,..., m. Il est d'ailleurs facile de vérifier que (b4)
¥
est la seule formule de la forme

m-4-1 m—+1)

| 10)ax = 47(0) + Y]
0 =1

i

w22 + b (2 || + &3

dans laquelles les 4, «;, P; sont indépendants de la fonction f et dont le
reste R[f] s’annule sur les fonctions (55). :
Le reste de la formule (54) est de la forme simple et nous avons

RIf] = 22 (&, Euve o) Bomsz 3 1]

la fonction f étant continue sur [0,27], ayant une dérivée continue sur
(0,27) et les points & ¢ (0,2%), 2 =1, 2,..., 2m -+ 2 étant distincts. T,ors-
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que [ a une dérivée continue d'ordre 2m + 1 sur (0,2%), nous retrouvons
le reste donné par j, RADON [21]. Dans notre cas

B 5o B = SR TS 2] (S )]

(m)a| dx\ da?

22. — La formule (54) est une analogue trigonométrique de la for-
mule d’intégration numérique classique de Gauss,
+1 m

(56) \fndx = 3, @/ %) + RIf
—1 i=1
ot &, 4 =1,2,..., msont les racines, toutes réelles, distinctes et comprises
- m -
dans (—1, 1), du polynome P(x) :(?m—;fd% (#* — 1)™ et dont le reste
m X

s'annule sur tout polynome du degré 2m — 1. La formule (56) est rela-
tive au cas particulier (21), (21') et pour I'obtenir il suffit de prendre
la fonction L(f|x) (polynome d’interpolation de Lagrange-Hermite) rela-

tivement aux noeuds doubles ¢, i =1, 2,..., m. D’apres le théoréme 10,
le reste est de la forme simple et nous avons (n = 2m — 1),

1 2t
R[#"*']= R[P*] = S P dx = ‘

—1

ml)t

(2m4-1) [(2m)1]2

Le reste est donc de la forme

r)Qm-H( Iy
& e - ;
(87) R[f] = @mt1) [(2m)1]? (Bt Cay vonmi Eppir's f ]
la fonction f étant continue sur [—1, 1], ayant une dérivée continue sur
(—1,1) et les £;e(—1,1), i =1,2,..., 2m + 1 étant distincts.
L’existence et la continuité de la dérivée de f dans I’étude de la sim-
plicité du reste des formules (54) et (56) sont imposées par la méthode’
particuliére par laquelle nous avons établi cette simplicité. On peut démon-
trer que '’hypothése de I'existence de la dérivée est superflue, ce que nous
montrerons effectivement pour la formule de Gauss plus loin.
23. — Considérons une fonctionnelle linéaire de la forme

P ki~
(58) R{1=% X o/’ ()
i=1 j=0

o, by kyys oo Rg = 1, Ry 4+ By . Fh=mz=n42 5< z,< ...< Zp
sont des points de I'intervalle E et les ¢;,; sont des coefficients ind épendants
de la fonction /. I,’espace (F de définition de la fonctionnelle est formé par
les fonctions / dont la dérivée d’ordre max (k, — 1,k — 1,..., ky — 1)
existe et est continue sur E. Nous supposons que les fonctions (18) et les
fonctions (19), appartenant & (F, forment des systémes (I) réguliers
d’ordre max (ky, &,,..., kp).
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Solent x; = x, = ... = %, les points z; comptés avec leurs ordre de
multiplicités respectifs. La fonctionnelle (58) peut aussi s'écrire sous la
forme

—i1—]

m
R[] = R[f]+ iz‘l B[y Bt e oen Bipgel 11,
oit les p; sont des coefficients indépendants de la fonctions /.

R[] est une expression analogue 4 (58), mais ott ne figurent que les
valeurs de la fonctions f et ses dérivées succesives sur les n - 1 premiers
noeuds %y, %,,..., ¥,4+1 (distincts ou non).

Si nous remarquons que dans la différence divisée (27) (ot les z sont
distincts) les coefficients de f*i™ (z), i =1, 2,..., p sont toujours diffé-
rents de 0, nous voyons que les coefficients y; et la fonctionnelle linéaire
R, [[] sont déterminés complétement par la fonctionnelle linéaire (58).

Pour que la fonctionnelle lindaire (58) soit nulle sur les fonctions (19)
il faut et il suffit que R,[f] soit nul identiquement. La condition est évi-
demment suffisante (formule (23)). Elle est aussi nécessaire puisqu’on peut
annuler succesivement chacun des coefficients de R,[f], en choisissant
pour f une combinaison linéaire convenable des fonctions (19). Il en résulte
d’abord la formule R,[f] = R[L(%, % .., %,01; f|%)] et aussi le

LEMME 3. — Pour que la fonctionnelle linéaire (58) soit nulle sur les
Jonctions (19), il faut et il suffit qu’elle soit de la forme

m—n—]

(59) R[f] = .}'_—:I el ¥ Zpados - o Bepna 2 L

ou les coefficients p; sont bien délerminés et indépendants de la fonction f.
De la résulte aussi le
THROREME 11. — Si 1° les fonctions (18) et les fonctions (19) forment
des systémes (1) complétement véguliers sur Uintervalle E, 2° la fonctionnelle
linéaire (58) est nulle sur les fonctions (19), 3° dans la représantation (59)
de cette fonctionnelle linéaire, les coefficients p; sont du meme signe (tous = 0
ou tous = 0), 4° en supposant %, = x, = ... = %y, 01 a

m—i—1

'Zl i (xi+n+'1 = xi) 70,
i=

la fonctionnelle linéaire (58) est de la forme simple.

On suppose m >n - 2. La condition 4° signifie que pour au moins
un ¢ le coefficient p; est 70 et en méme temps les noeuds x;, %41, . . ., Xirnrl
ne sont pas tous confondus. La démonstration du théoréme 11 résulte
maintenant facilement. En effet, pour une fonction convexe tous les ter-
mes de la somme (59) sont du méme signe dont au moins un, d’aprés le
théoréme 8, est # 0. ' :

Le résultat est valable aussi pour m = n 4 2, en supprimant dans
le théoréme la condition 3°.

On voit que la condition # 42 = &y, ky,..., k, est essentielle. Cette
condition est vérifiée, en particulier, par la fonctionelle linéaire (59). Mais,
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= =

si la condition n’est pas satisfaite la fonctionelle linéaire (58) peut ne pas
étre de la forme indiquée, donc le théoréme 11 peut ne pas avoir lieu.

2%4. — Dans le cas particulier (21), (21') nous pouvons donner des
résultats plus complets. Dans ce cas on peut distinguer des convexités
d’ordre succesif » = —1, 0, 1,..., et la notion de simplicité d’une foncti-
onnelle linéaire est lide a4 son degré d’exactitude.

On dit que la fonctionnelle lindaire R[f] (ou la formule d’approxima-
tion correspondante dont il est le reste) a le degré d’exactitude (1’entier)

= —1si R[*'] =0,i =0,,..., n, R[#""] 2 0. Ici nous posons #» — — 1
siR[1]50 et n = co si R[x'J =0, pour? =0, 1,... Le degré d’exactitude
(fini ou non) est toujours déterminé complétement. D’ailleurs dans la suite
nous ne considérons que des fonctionnelles linéaires ayant un degré d’exac-
titude fini et qui sont définies, en particulier, sur tout polynome. Pour
qu'une telle fonctionnelle linéaire ait un degré d’exactitude fini il faut et
il suffit qu’elles ne soit pas nulle sur tout polynome. Par ex., la fonctionnelle
linéaire (58), supposée non identiquement nulle (plus exactement avec des
coefficients ¢; ; non tous nuls), a un degré d’exactitude fini. En effet, sans
restreindre la généralité, on peut supposer que 1'un des coefficients Ci, k=1
1=1,2,..., p soit #0. Soit, pour fixer les idées, ¢, #—1 7 0. On voit alors

1}
facilement que R[i II (v — z,-)k"J +0.
o i=1

Pour qu'une fonctionnelle linéaire puisse étre de la forme simple il

faut qu'elle ait un degré d’exactitude fini.

Nous allons démontrer le

THEOREME 12. — En supposant %, = %, = ... = x,,3, pour que la
fonctionnelle linéaire
(60) R[f] = p‘l[xlr xﬁ)' LaRL | xn+2} f] + [_‘LZ[xm x:b' L | xﬂ+3; f];

(Les coefficients p,, p, étant indépendants de la fonction f) soit de la forme
sumple, 1l faut et il suffit que U'une des dewx conditions suivantes soil vérifiée :
1°. Les noeuds x; ne sont pas tous confondus et py = — p, =0

2°, (%puo— Xi)pa + (%pe3 — %) F0, pap, =0

De la condition 2° il résulte aussi que les noeuds ne sont pas tous con-
fondus. De plus, si les # -+ 2 premiers resp. les # 4 2 derniers noeuds sont
confondus, le coefficient p, resp. le coefficient p, est -£0.

Pour démontrer le théoréme il faut et il suffit de vérifier que dans
les cas 1° et 2° de I’énoncé la fonctionnelle est de la forme simple tandis
que dans les autres cas possibles elle n’est pas de la forme simple. Ces autres
cas possibles sont les suivants :

3°. Les noeuds x; sont tous confondus.

4°. Les noeuds x; ne sont pas tous confondus et pyp, = 0, (%00 — %)y +
+ (%43 — %)p, =0,

5°. Les noeuds x; ne sont pas tous confondus et pp, << 0, p, + pa==0.

Nous allons examiner chacun de ces 5 cas.
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1°. Dans ce cas l'expression (60) peut s’écrire

Ba(Xni3 — %1) [ %ayeo o, g3 [

Elle a le degré d’exactitude »# - 1 et est de la forme simple en vertu du
théoreme 8.
2° Ta propriété résulte du théoréeme 11.
3°. Conformément 4 la définition des différences divisées sur des
noeuds non tous confondus, I'expression (60) est de la forme
(g & ) [%g, %4,. .., %5 f]. La fonctionnelle linédaire est alors: 3'° on
. ——— —— 4

n+2

bien identiquement nulle, donc n’est pas de la forme simple, 3"’° ou bien
a le degré d’exactitude », mais s’annule surla fonction |x — x;| (¥ — )7+,
qui est convexe d’ordre 7, donc n'est pas de la forme simple.

4°. T/un au moins des coefficients p,, p, est nul et la fonctionnelle
linéaire (60) est: 4’° ou bien nulle identiquement, 4"'° ou bien de la forme
précédente 3°. Dans ce cas encore la fonctionnelle n’est pas de la forme
simple. '

P5°. Le degré d’exactitude est # et nous pouvons désigner par z; << 2, <
<< ... < Zples noeuds distincts, k; étant I'ordre de multiplicité de z;. Nous
avons 1 =Ry, ke, hp=n+42, Ie+k+ ... +k=n+3, Considé-
rons les fonctions
{61) Y= — < E_TLII]"”, dii— (M e

2 2

&

qui sont non-concaves d’ordre n et appartiennent a I’ensemble de défi-
nition (F de la fonctionnelle linéaire (60), tel que cet ensemble a été défini
au no. 23. En effet les fonctions (61) ont (partout) des dérivées continues
d’ordre # -}- 1. Nous allons calculer R[{y] et R[{,], en supposant que
A1 € (21, z2) €t Ay € (2p—1, %p). Il est inutile de reproduire ici en détail ce caleul.
Nous avons

fr—1

R[‘[r'lj = z‘gl M:’()\l = 31)”+2_i (Z1< Ny .2’2)

kp—1 _
R[{.] = iZ"} Ni(zp — 7\2)"+2_[ (310—1 S P

(az nJ—E) (114»2]
k— 1M ky— 1 Ho

ﬂ/‘[k]—l == , Nkﬂ-—-l =
= & =1 ) i k =1
[T e 0= 0 [T o 20| =

; =

[—2

on

les autres coefficients M;, N;, indépendants de A, et A,, ayant des valeurs
qu’il est inutile de calculer explicitement.

Remarquons que Mkl_l, Nkp_l sont différents de zéro et du méme
signe que p, [, respectivement. On voit alors qu'on peut trouver un 2,
suffisamment prés de z;, et un 2, suffisamment prés de zp tels que l'on ait
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R[] . R[{,] < 0. D’'une remarque faite au no. 10 il résulte que la fone-
tionnelle linéaire (60) ne peut étre de la forme simple.

Le théoréeme 12 est complétement démontré.

La construction des fonction (61) dépend dans une certaine mesure
de I'espace (. Si cet espace est plus restreint, par ex. s’il ne contient que
des fonctions indéfiniment dérivables sur E, il faut remplacer les fonctions
(61) par d’autres fonctions convenables. On peut éviter cette modification
a l'aide de critéres analogues a ceux étudiés plus loin (voir no. 30).

25. — Toujours dauns le cas particulier (21), (21°), si R[/] est uhe fonc-
tionnelle linéaire définie sur (F, R* [f] = R[/'] est une fonctionnelle linéaire
définie sur l'ensemble (F* des fonctions continues et dérivables dont la
dérivée appartient & (F. On voit facilement que si R[f] est du degré d’exac-
titude n(= —1), R*[f] est du degré d’exactitude n 4 1.

Nous avons aussi le

THEOREME 13. — Sous les hypothéses précédentes, pour que R([f] soil
de la forme simple il faut et il suffit que R*[f] soit de la forme simple.

La démonstration est immédiate. Il suffit de remarquer que la dérivée
d’une fonction convexe d’ordre 7 est une fonction convexe d’ordre # — 1
et que toute primitive dune telle fonction est une fonction convexe d’ordre
n-+1.

26. — Pour faire une application, considérons la formule de quadrature
numérique

b k—1 —1 m—1
62)  (/dr =Y @ [7@) + Y 81010 + Y v 0 0) + BRI
a i=0 i=0 i=0 i

ot f est une fonction continue sur [a, b] ayant les dérivées prescrites comn-
tinues et a << ¢ << b.

Dans la suite nous supposons que le reste de la formule (62) soit nul
sur tout polynome du degré n —1 =% + 7+ m —1-,0. Alors la formule
rentre dans la catégorie de celles considérées au no. 20. Ies nombres &, I, m
peuvent étre nuls, ce qui signifie que la somme correspondante (donc le
point a, ¢ ou b correspondant) n’intervient pas dans le second membre de (62).

Des cas particuliers de la formule (62) ont été étudiés par d’autres
méthodes et par divers auteurs, en particulier par x. perr [10, 117,
G. N. WATSON [27], N. OBRESCHEOFF [9].

En vertu du théoréme 10, le reste est de la forme simple si I est un
nombre pair, en particulier donc si / = 0. Nous retrouverons ce résultat
plus loin a l'aide des théorémes 12 e 13.

On voit facilement que R[f] a un degré d’exactitude fini qui est,
d’aileurs, égal & » — 1 ou 4 #n. La fonctionnelle linéaire R*[f] = R[f']
est bien de la forme (58), avec des noeuds non pas tous confondus, leur
nombre total étant » + 2 si I =0 et n +.3 si I > 0. Nous pouvons donc
discuter la simplicité du reste 4 1'aide des théorémes 12 et 13.
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R[f] est du degré d'exactitude n si et seulement si
b
(63) Plc) = S (¥ —a)f (x — ) (b — x)™ dx =0.
3 ,

Cette équation algébrique (du degré /) en ¢ n'a aucune racine réelle
dans (a, b) (et d’ailleurs sur I'axe réelle) si / est pair et a une seule racine
réelle ¢* qui est dans (@, b) si / est impair. On obtient ce résultat en remar-
quant que 1'équation dérivée P'(c) = 0 est de la méme forme. R[/] est
donc du degré d'exactitude # si et seulement si / est impair et ¢ = c*.

Le théoréme 11 nous montre que si / = 0, R*[f] est du degré d’exacti-
tude # et est de la forme simple. Done R[f] est du degré d’exactitude n — 1
et de la forme simple. De la méme maniére on voit que si / est impair et
¢ = c* elle est du degré d’exactitude » et encore de la forme simple.

Pour étudier les autres cas possibles il faut calculer les coefficients y,, p,

de la formule (€0) correspondant 4 R*[f]. Des calculs, que nous ne repro-
duisons pas en détail, nous donnent

pe=(—1)F" Rl (c—a)' T (—0)" opms, 1y = — ml(b—a)* (b—c) T vy,
ol 1)1 b
Ufemm] — *{‘g‘:)ﬁﬂ)m S(S\’—ﬁ.)k“l (,‘Y*C)[ {b—X)m dx, (k >O)

a
1 b
(=07 L tkgn. AL imetia g
i g e 0= n>0)

ay =1, va=—1,001=1)

En appliquant le théoréme 12 nous voyons que si / > 0 et si le reste
R[f] est du degré d’exactitude n—1, il est de la forme simple si et seu-
lement si y, w, > 0. Cette condition est bien vérifiée si / est un nombre pair.

Si [ est impair et £ > 0 il y a dans (a, ) une valeur de ¢ et une seule
¢, pour laquelle p, = 0 et si m > 0 une valeur et une seule ¢, pour laquelle
s = 0.

Nous avons ¢, < ¢* < ¢,. Pour démontrer la premiére inégalité il suffit
de remarquer que pour le polynome (63) nous avons
b
P(a) >0, P &) = \(x—a)" ™ (s—c)" " (b~ 2)"ax >0,
a
On démontre de la méme maniére la seconde inégalité,

On voit maintenant que si ¢, < ¢ < ¢, nous avons y,; u, < 0 et si
¢, 0l ¢, = ¢ nous avons p, g, = 0. Les résultats subsistent aussi lorsque
0 en prenant c;=a et lorsque m=0 en prenant c,=b.

Le reste R[/] de la formule (62) est donc de la forme simple dans les
cas et seulement dans les cas suivants :

1° 7 impair, ¢ = ¢*. 2° ] impair, a < ¢ = ¢, ot ¢, = ¢ < b.
3° 1 pair.

Ym—1 —

=

¢
k-



126 TIBERIU POPOVICIU 32

Dans le cas 1° le reste est de la forme

R]:](] = K* [El» az: B ey Ek—l—[+m+2 :f]

et dans les cas 2° 3° de la forme
R =KI[& & ¢ - -5 Extizmst 5 ]

ot £; sont des points distincts de U'intervalle (a, b) et

b ' b
K* zg(x4a)" (x—c" )M (x—B)™ dx, K = S (x—a) (x—c) (x—b)™ dx.
a a
Dans le cas ,,symétrique” & = m, nous avons ¢ = | (a+b) et ¢, 4 ¢, =

= a--b.
Dans le cas [ =1,
g (m~+1) a--kb _ (m1)ad (k4-1)b i
! m—+tk+4+1 ! mk+2 ' J m-4-k41

ma-- (k-+-1)b

On peut démontrer que dans les mémes cas la simplicité du reste a lien
si la fonction / est supposée seulement continue sur [a, b], ayant sur les
points a, ¢, b les dérivées qui figurent effectivement au second membre de
la formule (62). L’hypothése de la continuité de la dérivée d’ordre
max(k—1, I—1, m—1) a été imposée seulement par la définition adoptée
pour les différences divisées sur des noeuds multiples et par le critére que
nous avons utilisé pour prouver la simplicité du reste.

27. — Toujours dans le cas particulier (21), (21'), nous allons repren-
dre, en le précisant et en le completant, un critére que nous avons déja
donné [15].

Posons

w— Az —A[)|"

(64) Painn = [ﬁg)
ott 7 est un nombre naturel. C'est une fonction non-concave d’ordre # pour
tout x. Sa dérivée d’ordre k existe si 0 =k = n—1 et est continue pour tout
x. Nous avons, d’ailleurs, ;
5 (% _
(65) Pnt1,2 =

n!
——— Qpim O=k=n—-1
(—h)! Pnti—k, 2 ( )
Soit # un nombre naturel et divisons l'intervalle fini et fermé [a, 7]
en m > 2n parties égales par les points

bh—a

(66) M=a+ih i =01..., m h=—
Désignons par

(67) D}[f] = [\, Nipdyomes Mg 301 80 1y v o mm—g, =0, T, son 8

33 FORMULES LINEAIRES D'APPROXIMATION 127
les difféerences divisées (habituelles) de la fonction f sur des points (66)
consécutifs.

Considérons les fonctions

(68) Ym = fm + Onm
ol
m=p—l
(69) fm = Dk B D (7] outr, 4y,

i r

o 0 — (1)“{r2I (—1) 70n) [ Y (—1) (‘JT_F ?)(-‘V—MH)H]}

PTAL A P i=0 ¥—i

La fonction (68) est continue et admet une dérivée continue d’ordre
#—1 (donc de tout ordre = n—1) pour tout x. Elle se réduit 4 un polynome
du degré n dans chacun des intervalles [A;, \pgp1], 2=0, 1, ..., m—1. Y
est ce que nous avons appellé une fonction élémentaire d ordre n.

Nous avons démontré [15] que si / est continue sur [a, 4], la suite
{Ym}$ converge uniformément dans tout Uintervalle [a, b] vers f, pour
m — oo C'est cette propriété de convergence que nous allons completer,
dans le cas olt la fonction f est dérivable un certain nombre de fois.

28. — Avant de donner 1'énoncé et la démonstration du théoréme
14, que nous établirons plus loin, il est nécessaire de faire quelques calculs
préliminaires,
5 o 1 . :
La formule de récurrence Dif] = —]{D}ﬂ [/1 — Dju[f]} permet
Viid

d'établir diverses relations entre les différences divisées (67). Ainsi nous
avons

= 1)n+1-—-k B RHI—k

(71)  (n + )hDh[f] = — 1) {ﬂﬂ{*k]pw ]

nlp—k j=0
Ici £ est un entier tel que 0 = & = n--1. Pour la suite il suffira de supposer
que 0 =k =n—1,

Compte tenant de la formule (71), la fonction (69) devient

[ i =

(79) fum TR (—1) % (—1)rtlk p
" n "k =0 f i=re—q—1-+k r—i ) ot L0
ot Pny1, Ay, = 0 pour 2 << 0 et pour ¢ >4 sixe [Ajpn, Ajrps1l, § = — #,

—n-t+1, ..., m—n—1.
Pour simplifier nous introduisons les mnotations

(73) Pray= (=1 B (=0 ("T1TH) = aa

— r—1



128 TIBERIU POPOVICIU 34

Compte tenant de (73) nous trouvons

fm =0, pour z €[Ag, An]

_ k=K n—k
—M[z DY [ Pror— 3B Db [F1Ps enr +

n—k
nlh r=j+1

n-++1—k+j ”
Y D 1P, st jJ pour ¥ €[Ajypn, Aigns1l,
r=n+1—k

1=0,1 ...,n—k—l

i (== 1)n+l—kk| n—
Ik il [): D[] Prort 3 DLlf)Prronciin ,,_kJ

n—k
nlh r=0 r=n+1—k
pour ¥ €[Aau—x, Aon—g+1]

e 1)n+l—kk, n—k
S EDk[f]Prﬂr—i_ Z Dk[fJPrr—u—ler ]

r=0 r=n+1—k

fm:

nIp—*

' n4+1—k-4-j e
4 8 Dg[f]1P r-ﬂ-]—f-k,j}; pour ¥ € [Ajin, Ajynstl,
r=j+1

j=n—k+1, n—k42

Pour mettre aussi le polynome (70) sous une forme convenable nous
appliquons la formule de transformation

e, M—n —1.

£ el = 0%t S D[ 5 (B e+

A B oy (n—r)!k“‘fD;_rm[ [’—?“)]cH]

r=n-t+l=—k s=10

Prenons

g = (—1F £ (1} (f;j: )(xf;w,,l)", r=0,1,..., n,

i=0
compte tenant alors de la formule bien connue (voir par ex., 8. NETTO [8])

J s+ta b —a—1
SZ"U( ) ( S ) i—s) [ { '
nous déduisons

5 (A+e Yo = (— 11 % (—1)"[:3;:( 1 I i e G P

§=0- i=0
== P:',O,r,

e LR C N IES (s horal

i=0
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d’ot1, enfin,
(74) O — (ﬂ n—k or »
' o | =k rgo k /] rno,r T+

f ”) D . 1y 2 n ]
Nous allons calculer maintenant la dérivée de la fonctmn (68) . Remar-

quons que
;

s (—.1)‘7(3,75)(954{“)"-": (—1)"7 | " DE[(x—t)"*|.
i=10 -
oit nous considérons x comme un paramétre et ¢ la variable du polynome

(x—2)" ~ dont on calcule la différence divisée sur les noeuds Ao M side Npgepeps
Mais, la différence divisée d’ordre » d'un polynome du degré » — 1 est nulle
identiquement. Il en résulte que la dérivée ("¢ de la seconde somme du
second membre de la formule (74) disparait. On voit de la méme maniére
que Pﬁ’f),._u_prk, r=0pourr=n4+1—=F

Nous avons dong,

1"zl
w=CT T T DEL/) P, pour xe [ny, Aa]

=0

u'l‘l-—kk!
o = Ot [ 8 DU B+ DL |

r=Jj+1
pour XYe [7\]4‘/[1 )\j+n+1 ]! ?20; 1) LY ﬂ’_k_l
o (1) gy =k "
o = (—)—,ﬁ Y DA P e

nlh r=J/+1
Pour x € [Appn, Ajnt1 L J=0n—Fk, n—k+1,...,m— n—1
Nous aurons besoin aussi de délimitations convenables des dérivées
d’ordre & des polynomes (73) qui interviennent dans ces formules.
Pour O==s==r=n—~k, xe[hy, Aop—k | NOUS avons

r
B (G [P

o B [%+1 lex At 5

(n—R) ;2
< nl i [n+1. —kJ[ max | xX— 7\,._!_‘.1_1- |fl-—k] =
(n—=k)! 5y ? xelho, Agp_p il
2 nl gk (2n—RY—* (2rH—F _1)
(n—k)!

9 — Mathematica
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Si nous posons donc

(75) M=t (2n_py* (2"t 1)
(n—F)!

nous avons, en particulier,
nl Bk

| P, | =2

TN M, pour 0 = ¢ = n—=~k, x e[ho, A

n—k . .
| PP E%M, pour j41 =7r=n—~k, xe[Mya, Ngasi],

Osj=n—Fk—1

Pour 1 =r=n41—~k+47, x¢ [J\H.,,, 7\J+H+1]’ 7=01,...,m—n—1,
nous avons
nl i =4 —K
lpn('{()r——n—l+k.j|§ 2 by {utl‘- k]'-’“*)\iﬂ |n =
(n—k)! i = r—n—I1+k =k
n+-1—k+j—r
<" ! I 3 [”—I_'I. *k) o ] R ek [n—k =
() L © Xeljpy, digpt1]
= L el n+1—~ 9 . A\n—Fk
==t ; 42 —h4j—r—i =
T [ ettt s
= 'H!k""'_k npi- B i=r 14—-|—1-—k‘]<

. n—~k
(w.kk)l(ﬂ—lhg—k—l_?#r) EU l i

nl K=K

n—k { q+l—k n! Bk
- —1)=—""_M
(n—*k) ! (11 il k) (2 1) (n—~k)!

2

On peut trouver de meilleurs délimitations. C'est ce que nous avons

donné dans un autre travail dans le cas £ = 0 [15]. Pour la suite il suffit
de remarquer que le nombre (75) est indépendant de m (et de j).

29. — Nous pouvons maintenant démontrer le

THEOREME 14, — Etant downés le nombre natuvel n et Uentier k,
= k= n— 1, si la fonction | admet une dévivée d’ordre k conlinue sur
niersection I de U'intervalle fini et fermé [a, b] avec un intervalle ouvert,

la suite {wf,f)} des dérivées d’ordre k des fonctions (68) converge wuni-

formément vers f°) lorsque m — oo et sur tout intervalle fermé appartenant a 1.
La dérivée d’ordre 0 d’une fonction coincide avec la fonction elle méme.
La conclusion de 1'énoncé signifie que la convergence est uniforme sur
[a', '] S [a, b]si /P est continue sur [a’, b'] et si, de plus, pour a << a'il
est continue sur un intervalle [a/, a') avec 2 << a'' < a’, de méme que pour
b" < b il est continue sur un intervalle (0°, b"'] avec b’ < b"' < b.
Pour faire la démonstration nous allons d élimiter la différence /% — xpﬁ? .

0
Ui
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Si nous remplagons dans I’expression de L[;E,i" toutes les différences
diyisées Dy, [f] par 1, la fonction /% s’annule identiquement et le polynome
Q%) se réduit a

(_‘ 1)n—k E n—k )

nl pr—k r=0 por )
(— )tk g1 n=k [ E - -
L Y T R
(n—r)1 A Eu( ) [Eo( ) [ (% = Mesa) J

i(n+1—k

v —1 )
(— kg n=k [.[n-—k Cve(ndl—k b

S — —1 =1 , - n—k __
(n—Fk)! Bk £§0 ( ) rEi ( ) ( Pt JJ (JG 7\t+n) ;

— % "f‘(— l)t(’ﬂ : k] (% — & 1) =

(n—2)1 2K =y

2l n—k

E(—UT”;kyn-k—g**zk;

- (m—E)! 2o

Dans ce calcul nous avons tenu compte d’une remarque déja faite
sur .les’dlfférences divisées d’'un polynome. On voit donc que I"expression
est indépendante de x et on peut donc prendre (par ex.) ¥ = Agys.

Il en résulte que la différence /% — ¢ g'obtient de ¢¥ en remplagant
(%) ;
Di [f] parl= — DL /), 7 =01, ..., m — R

Compte tenant des calculs faits au no. précédent, nous avons

n=k| k)
7% — g0 nggn ffT — D [f]|, pour % € [Xg, A4]

n41—k+j f(.’c)

= — D [f]

(k) 0| <
|/ — 0= m =

, Pour xe [Ajin, Ajyntr]
r<j+l

7=0,1,...,m —n—1.

Soit maintenant [a’, &' ] un sous-intervalle fermé de 7. Supposrons d’abord
a< a'<< b'<< betsoientalorsa < a'’ < a’, b, < b" < b, 1a dérivée d'ordre
k, f(") étant continue sur [a”, b"']. Désignons par wy (3) le module d’oscillation

deﬁf(") sur lintervalle [a”, 5"].

Prenons le nombre naturel m assez grand pour avoir

(76) W > max [2”}’ #n(b—a) b—a 2(b-{l))

’ 2
a’ — a’ p—p B — a’

b —a

]—n—l, ott h= 272 et [o]
m

et posons j, = L_“] n, 1 = [ -
0 = Rl
h h

désigne le plus grand entier = a,
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Nous avons alors 0 =7, + 1,7, = jret [a', 0] C [Njorn, Mptnt1] &
C Moty Annt 1C [a, 8]
Sifp=7=f,j+1=r=n-+1—% 474, les noeuds de la différence

divisée Dj [f] sont dans Vintervalle [Aj;1, Ajpnpr] & [@”, 0] ol 1 est
continue. Il existe alors un point £ de maniére que

Df [/1 =~/ (8), Ee (M, Ayran]

et il en résulte que

f(k)

o Dy [f]| = wy (nh), pour ¥ € [Ajsn, Ajsns1]

Nous avons donc

|]‘(k) — 4;5,'3) [=m+1—k) M (nh), pour xe [Ajpn, Apsat1]
‘f.:?'nn}fn #711"'11{1 )
done, a fortiori, -

(77) 119 —¢® =@ + 1 — k) M o (nh), pour xe [a', b']

ce qui, d’aprés les propriétés bien connues des modules d’oscillation des
fonctions continues, démontre le théoréme, dans ce cas.
11 est facile de voir que la délimitation (77) est valable aussi dans les

autres cas possibles.
Les mofifications 4 apporter 4 la démonstration sont les suivantes :

Si b =0b, on supprime le terme ;f (;, dans le second membre de (76).
Sia' = a, on supprime le terme n(b—_‘i) dans le second membre de (76)

a —a
et on remarque que pourj < 0le nombre 7 est soumis a la condition
0 = y=mn — k. Les noeuds de la différence divisée D [f] sont alors bien
dans l'intervalle [A,, A,l.
Ainsi le théréme 14 est démontré.

L

30. — Nous pouvons maintenant revenir a 1'étude des critéres de
simplicité des fonctionnelles linéaires.

Soit [a, b] un intervalle fini et fermé et considérons la suite non-ascen-
dante de k 4+ 1 intervalles partiels [a,, b,] 2 [a, b1] 2 ... 2 [ar, bi],
ol @y = @ by = b,

Soit @ l'espace des fonctions / qui admettent des dérivées continues

d’ordre ¢ sur [a;, b;] pouri =0, 1, ..., k et considérons la norme
(78) Il =% max I
i=0 xE€l[ay bl

de cet espace.
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Nous avons alors le

THEREGCREME 1Db. — Etant donnés le nombre naturel n et entier k,
0=k=n—1, si la fonctionnelle linéaive R[f]est: 1° définie sur @y, 2°
du degré d’exactitude n, 3° bornée par rapport a la norme (78),

pour que R [}] soit de la forme simple il faut et ol suffit que I'on ait

(79) R[¥""R[¢u12] 20, pour A e [a, ],

ot les fonclions @uiia sont définies par (64).

Remarquons que les polynomes et les fonctions ¢, , appartiennent
a @

La condition est nécessaire. En effet, x" 7, est convexe et ¢,,q, est
non-concave, d'ordre #. La propriété résulte de la formule (31).

I,a condition est aussi suffisante. Par hypothége, nous avons

IR = Al /eéx

A étant un nombre indépendant de la fonction f et ||f| la norme (78).
Démontrons d’abord que R[¢,41,: | est une fonction continue de A
sur [a, b]. En effet, nous avons,

| @ustp — Pupta] S0 | A — N[ (0 —a), ve [a,b]

n+1

donc aussi (0 =7 =n — 1),

2!
(n—i)!
= ® 5w =" 2ea, bl

T (e—i—1)!

| @ik — @uhw] =

| Prti—it — Quil—ip’ | =

Nous avons donc

IR [@n41,1] — Rl nt+1,00 ]l = | R[Pas1,0 — Pnstar]] = A || 9ns1n — Pastar]|
Mais
ol ! P .
lont1p — Pnsrpe ]| S| ——— (b — a) |h — ¥|
i—0 (n—i—1)!

d’ oit la propriété résulte sans difficultés.

Par hypothése R[x"] =+ 0, done R[@,y1,2] ne change pas de
signe lorsque A parcourt l'intervalle [a, b]. Rappellons qu'une fonction
convexe d'ordre # sur [a, b] a une dérivée continue de toute ordre = n — |1
sur (a, b). Si donc f e @ est convexe d'ordre n, en vertu du théoréme 14,
la suite {R [y ]} tend vers R[f] pour m — co. Mais, d'aprés les formules

(68) — (70), nous avons
m—n—1 .
Rlm] = R[fm]l=(n —1) h ?":o Duti [f] R Gut1, 24
et de (79) il résulte que si f est convexe d’ordre #, nous avons

(80) - R[#**'] R[f] =0,
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I1 reste 4 démontrer que dans cette formule 1'égalité ne peut pas avoir
lieu. Nous avons déja donné cette démonstration [15], que nous ne repro-
duirons pas ici.

On en déduit que pour toute fonction f ¢ @ convexe d’ordre n, le signe
> est valable dans (80), donc que R [f] = 0.

Ie théoréme 15 est donc démontré.

31. — Soit R[f] une fonctionnelle linéaire définie sur @; et bornée

par rapport 4 la norme (78). Supposons 0=k =n—1 et a=a,=a,=...=ay,
b=by=b, = ... = by. Alors, d’aprés B. va. REMEZ, [22] si R[f] est du
degré d'exactitude n, on a
b
(81) RIfl = [ /* (%) d, (),
a

oll p est un entier, £ = 4 = n — 1 et «, une foction a variation bornée qui,
pour p. = n vérifie les égalités «, (@) = w, (b)) = 0. La représentation (81)
est valable si la dérivée u" ", f* est continue sur [a, b]. B. Va. REMEZ a aussi
démontré [227, les formules

b
(82) it ()= — [ wu () a3, R=p=a,
a

b
(83) R[f1=— [ ey (), ktlspsnt1

a
- En particulier la fonction ¢,.q,2 de A admet une dérivée continue
d’ordre n — 1 sur [a, b]. Nous avons donc, compte tenant de (80), (81),

b

b
Rlgngal=n! [ (v —Nduuy () = — 0! [ ony(x)dx =
i : i

i
=n !j. tn_1(x)dx = — 0! wy(R).

De (83) il résulte donc que si f a une dérivée d’ordre #}-1 continue sur
[@, D], nous avons la représentation

b
84) YT = Rlona, /" (wax

32. — Reprenons la formule (56) de causs. Nous avons établi la
formule (57) sous I'hypothése de la continuité de la fonction f sur [— 1, 1]
et de sa_dérivée premiére sur (— 1,1). Mais dans ce cas la fonctionnelle
linéaire R[f] est bornée sur 'espace @, des fonctions continue sur [— 1,1]
par rapport 4 la norme max |f|.

f x €E[—1,1 :
 La formule (57) est en particulier vraie pour les fonctions f = qup, 2
qui sont non-concaves d’ordre 2m — 1. On en déduit R[@gm, 1] =0 pour
Ae[—1,1] et, en appliquant le théoréme 15, il en résulte que la formule
(57) est varie sous la seule hypothése de la continuité sur [a, b] de la fonction .
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§ 4.

J3. — Nous allons examiner dans ce §, sans entrer dans beaucoup
de détails, le cas oft la fonctionnelle linéaire R [f] n’est pas de la forme simple.

Une fonctionnelle linéaire R,[f] définie sur (F s’appelle une majorante
simple de R[f]si: 1° elle est de la forme simple, 2° on a R;[f] > R[f]
pour toute fonction f e (F convexe,

Nous avons alors le

THROREME 16. — S7 la fonctionnelle linéaive R[f] définie sur (F
admet une majorante simple, on a :

85)  R[FI=KIE, Es « s Ensa; 1~ EE), 5y Ensan i),

on 1° K, K' sont des nombres diffévents de zéro et indépendants de la fonction
f.2° les points £; € E, 1=1,2, ..., n-}+2 d'une part et les points ;¢ E, i = 1,
2, ..., nt+2 dautve parl, sont distincts (ils peuvent dépendre en général
de la fonction f).

En effet, soit R,[f] une majorante simple de R[f]. Nous avons
R[f] = R,[f] — [Ri[f] — R[f]], ot les fonctionnelles linéaire R,[f], R,[f] —
— R [}] sont de la forme simple. ;

Considérons une fonctionnelle linéaire R[f] définie sur (F et de la forme
(85) indiquée dans le théoréme 16 Si les constantes K, K’ sont de signes
contraires, R[f] est de la forme simple. I1 suffit donc d’examiner le cas
ot K, K’ sont (différents de zéro et) du méme signe. Sans restreindre la
géneralité on peut alors supposer qu’ils soient positifs.

Nous avons alors le

Lemme 4. — Si la fonctionnelle linéaive R [f] est définie sur 'espace
(F et si elle est de la forme (85), indiquée au théoréme 16, pour toute fonction
[ € (F dont la différence divisée est borndée,

la représentaion (85) est valable pour toul f e (F (donc aussi pour les élé-
ments de (F dont la différence divisée n’est pas bornée).

On voit facilement que le lemme 4 est une conséquence dn

Lemme 5. — Si: 1° R[f] est une fonctionelle linéaire définie sur (F, 2°
K, K' sont deux nombres positifs,

pour tout fe (F dont la différence divisée n’est pas bornée on peul trowver
les n+2 poinis distincts &; e E, + = 1,2, ..., n42 et les n-+2 points distincts
EeE, 1=1,2, ..., nt2, tels que l'on ait (83).

Supposons, pour fixer les idées, que la différence divisée de la fonction
f ne soit pas bornée supérieurement, En vertu du théoréme 4, si la différence
divisée de cette fonction prend la valeur s, elle prend aussi toute valeur
plus grande que m. Soit alors m une valeur prise par ladifférencedivisée

et [£ B e ua E;,_]_g ; /] une différence divisée prenart une valeur > L(]_{-,F['”
et [E, &, .., Eny2; f] une différence divisée prenant la valeur
%{K [E1, &y e s Entds £] F R[f]} > m. La formule (85) en résulte,
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On procéde de la méme maniére si la différence divisée de la fonction
/ n’est pas bornée inférieurement.

" T lemme 5 est donc démontré.

La différence divisée, la notion de simplicité et 'espace sont pris dans
le sens du § 1.

Il est clair qu’au lieu de la notion de majorante simple, on peut employer
la notion de minorante simple R,[f] de R[f] qui jouit des propriétés qu’elle
est de la forme simple et que R,[f] << R[/] pour toute fonction f convexe.

Pour mettre la foctionnelle linéaire R[f] sous la forme (85), il suffit
donc de connaitre une majorante simple. Par ex., la fonctionnelle linéaire
(b8) qui s’annule sur les fonctions (19) et qui peut donc étre mise sous la
forme (59), a comme majorante simple la fonctionnelle linéaire
f ol + 0 1y, Xitts - oo Fignts [1 4+ wlag, 45, o0, 2,5 f]

i=1
ott p est un nombre positif et x;, # -} 2 points distincts de I'intervalle E.
Toute fonctionnelle linéaire de la forme (58) peut donc étre mise sous la
forme (85), indiquée au théoréme 16. :

34, — Lorsque la fonctionnelle linéaire R[f] est de la forme (85),
la différence K — K’ = R[f,4;] a une valeur parfaitement déterminée.
Supposons K, K’ positifs. Notis pouvons alors remplacer K, K’ par K + ¢
K' + e respectivement, ¢ étant un nombre positif quelconque. En effet,
si nous avons (85), pour un fe (F donné, nous avons R[f] = R[] — Ru[[],
olt Ry[f]=K[&, &,,..., Enga; []+ e[ %1, %o, Xng2i [, Ro[f1=K'[E1,Es,..., Enga; [1+
+ e [%, %ay .oy Xpya; ], ot les x; sont = + 2 points distincts de
I'intervalle E. On peut regarder R,[f], R,[f] comme des fonctionnelles
linéaires définies sur (F. Alors elles sont de la forme simple. La propriété
énoncée en résulte en remarquant que Ry[fp41] =K + ¢, R, [fp1;] = K’} =.

Lorsque R[f] est de la forme (85) mais n’est pas de la forme simple
les coefficients K, K', supposés positifs, ont des minima dont la connaissance
est importante surtout si R[f] est le reste d’une formule d’approximation.
Nous allons dans ce sens examiner, au no. suivant, un cas particulier impor-
tant.

35. — Supposons que nous soyons dans le cas particulier (21), (21')
et considérons une fonctionnelle linéaire R [f] définie et bornée sur I'espace

‘@ considéré au no. 30 Nous avons le

THEOREVE 17. — Si: 1° la fonctionnelle linéaire R[f] est définie
sur @y, bornée par rapport a la norme (78) et du degré d’exactitude n, avec
R[x"1] >0,2° A est la borne supériewr de R[] pour les fonctions fe @,
dont la différence divisée d'ordve n + 1 est comprise dans [0,1] et
B — R4,

pour tout € > 0, la fonctionnelle linéaire R[f] est de la forme (85), indi-
quée au théorveme 16, avec K = A + ¢, K' = B + «.

De la démonstration il résultera que A, B sont finis. Nous avons 4 > 0
puisque, en particulier, ™! a sa différence divisée d’ordre # - 1 comprise
dans [0, 1]. Nous avons évidemment B = 0. '
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Si nous considérons les fonctions (69), par la formule R, [f] = R[fn]
nous définissons une fonctionnelle linéaire qui, pour m — co, tend vers R [f]
pour tout fe @ Posons

m—n—1 . R[Pnt1, 4] + [RIPnt1, 24, ]
86) REf1=m+1)h % DiL[f] [Pt b, z‘ (ot )

=1 .

et désignons par €f le sous-ensemble de @, formé par les fonctions f e @¢
qui ont leurs différences divisées d’ordre n-+1 bornées. D’ailleurs, toute
fonction définie sur [a, b] ayant la (n-}-1)"*"¢ différence divisée bornée
appartient 2 @,. Remarquons que, la fonction de x, R[¢ ;4 | étant con-
tinue sur [a, b], la suite a termes positifs _
(87) {m+nhW§4Rw”hhﬁH4ﬂ%Hquq

= 2

tend, pour m — —, vers une limite finie et hien déterminéde égale a

b
(88) AZ(M—FI)S R[P-i1,] l_ IR[%H’dldx
a

Il en résulte que la suite (87) est bornéde. Sife @€ la suite {Rn[/1}
est aussi bornée. On peut extraire de cette suite une suite partielle conver-
gente vers la fonctionnelle R* [f]. On voit facilement que la fonctionnelle
R*T[f] ainsi définie sur @} est linéaire et s’annule sur tout polynonie du
degré n. Mais, nous avons R [/] > 0, Ri[/] £ Ru[/] s /€ @, est convexe,
donc R* [f1=0, Rt [f1= R[f] si fe@; estconvexe. Il en résulte immé-
diatement que si ¢ est un nombre positif et x,, #,,. . ., %y49, #-}2 points fixes de
I'intervalle E, la fonctionnelle linéaire R, [f] = RV [f] + ¢ (%5 %0055 Xrna T
est une majorantesimplede R[f]. On voit facilement que R, [¥"71] = A+,
ot A est donné par la formule (88). .

Il reste a démontrer que le nombre 4, donné par la formule (88), coincide
avec la borne supérieur de R[f] si f parcourt ’ensemble des fonctions dont
la (n41)""¢ différence divisée reste comprise dans [0,1]. Or, si f est une
telle fonction, il est clair que Ry, [f] ne dépasse pas le terme général (corres-
pondant) de la suite (87). En passant a la limite il en résulte que R[f] ne
dépasse pas A. Soit maintenant ¢ un nombre positif quelconque. Tenons
compte de la continuité de la fonction R[¢,.1,x] donc de la continuité
et la non-négativité sur [a, b] de la fonction%[R [@nt1,x] + | R[@nsr,x] |]
et remarquons que les points sur lesquels une fonction continue sur [a, b]
s’annule forment un ensemble fermé. Il en résulte qu'on peut trouver un
nombre fini £ d’intervalles disjoints [a;, B;], 1=1, 2, ..., &, appartenant
a (a, b) et tels que la fonction R [ 9,41, x| soit non-negative sur ces intervalles
et tels aussi que 'on ait

By
k

89) o) 8 (B lon 1 dn>a -1
=1 4 :
L
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]

Nous pouvons supposer @ << oy < By << oy << Py ... < o< Br<< b

Soit M = max (n+1) [R[@u41,x]| et chosissons les points w; B;
xela, b]

t=1,2,..., & de maniére que lon ait a < o< oy, Bx< Pr< b,
Bica < Bi < o < wi,t=2,3, ..., ket que

k ’ ’
(90) MY wi—o+pBi—B)<ye

i=l1

Soit alors f une fonction dont la (1 + 1)™® dérivée est, continue sur

[@, b], seséduit & (n+41) ! sur les intervalles [w; Bi],i=1,2, ..., &k, est nulle
sur les intervalles [a, u;] [ﬁf{, b, [{3,’-_1, og;], 1 =23, ..., ket estlinéaire
sur chacun des intervalles [rx;, o], [P B,’-], 1 =1,2, ..., k La fonction

f appartient 4 @, et la formule de la moyenne (29) nous montre que sa diffé-
rence divisée d’ordre n+1 reste comprise dans [0, 1]. Compte tenant de
la représentation (85), nous avons pour cette fonction,

=1 i=1 g (n-+ 1)!
a

k & k . f(n+1}
(91) RU} = (ﬂ'"i"l) E SR[(PJerl,x] dx + ("’"“i‘ 1) E S‘R[CP"+I,I] —— g% |

b

3 i J,‘(.'t-i-l)
+ E S‘R[cpnirl,x] —— dx
=1

; (n+1)!
ﬁ[
Mais,
a; ﬁ:
k k f(n+1)
(92) (n+1)| % S+ Y (Rloniad Lo dx| =
i=1 =1 (n+1)!
aj B

. ’
GI 4

k k! K , ,
=(n+1) {ES + % { 1R0wa) m} S MY (0 — i+ B — By < e

A = = =

: : a; B I ‘

En tenant compte de (89), (92), de la formule (91) il résulte que
R [f] > A — . Le nombre A est donc la borne supérieur indiquée dans
I'énoncé du théoréme.

Le théoréme 17 est donc complétement démontré. Dans ce théoréme
nous avons supposé R[x"*'] >0. Dans le cas contraire, donc si R [x"*1] <0,
la démonstration est analogue. Dans ce cas B >0, 4 = (.

Les cas A=0, B=0 correspondent aux R [/] de la forme simple.

Il est facile de démontrer que si f € @ a une dérivée d’ordre n+1 con-
tinue sur [a, ], on a ]

e (n+1) L (n+1) ;. ‘ !
R[f) = (41" @) — B*™ (n)], & ne[a, b]

Sife @ et sidest la borne supérieur de la valeur absolue de la diffé-
rence divisée d’ordre n+1 de f, nous avons la délimitation

IR[f]| = (44B) d.
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36. — Il y a aussi d’autres formes sous lesquelles on peut mettre une
fonctionnelle linéaire R[f], donc le reste d’une formule d’approximation
lindaire. Ces expressions présentent de I'intéret surtout lorsque R[f] n’est

pas de la forme simple.

Supposons toujours que nous soyons dans le cas particulier (21), (21')
et supposons que R[f] soit une fonctionnelle linéaire définie et du degré
d’exactitude # sur (F. Considérons une décomposition de la forme

(93) Rf1=Rf1+4{R[f] — R[]},
ot R,[f] est une fonctionnelle linéaire définie sur (F et ol la fonctionnelle

linéaire (délinie aussi sur () R[/]—R,[f] a un degré d’exactitude np >n.
Alors si Ry[f] et R[f] — R,[/] sont de la forme simple, nous avons

(94) R[f]=R[&"1[Euks oo, Engai 1+ KIEL B ooy Enipres 1]

olt K == 0 est indépendant de la fonction f et &;, £; sont des groupes de n+42
resp. #-+p-+2 points distincts de E.

Sans avoir ici la prétention de faire une théorie générale, nous allons
montrer, sur deux exemples, comment on peut effectivement trouver une
représentation de la forme (94) pour le reste de certaines formules d’appro-

ximation.
37. — Considérons la formule de quadrature de Hardy,

[ f(xm)dx =028[/(0) + /(6)]1+ 1,62 [(1) + /(5)] + 2,2/ 3) + R[/]
0

Le degré d’exactitude du reste R[f] est 5. Un calcul simple nous montre
que R[pg3] =§ >0, R[ge5] = — %<.0 et, en vertu du théoréme 15,
5

le veste n'est pas de la forme simple.

Pour mettre R[f] sous la forme (94) il est avantageux de considérer
d’abord la fonctionnelle linéaire R*[f] = R[f'], que nous avons déja
envisagé au § précédent. En effet, il suffit de chercher pour cette fonctionnelle
linéaire une décomposition de la forme (94) La décomposition correspondante
pour R[f] en résulte immédiatement.

Nous avons

R:[f]=—63[0,0,1,1,3,3,5,5;71 4 190,8[0,1,1,3,3,5,5,6 ; /] —
—63[1,1,3,3,5,5,6,6; 1]

Posons

(95) Ri[f]=1[0,0,1,1,3,3,5,5; 1+ 1 [0,1,1,3,3,5,5,6;/]+
+ 1, [1,1,3,3,5,5,6,6; /]

ol

(96) 1+ Be + Mg = 64,8
Nous avons alors
(97) R*[/]— Ri[/1=6(63 + ) [0,0,1,1,3,3,5,5,6 ; /] —

—6(63 ks [0:1,1,3;3,5,5,6,6: 7]
qui a le degré d’exactitude > 6.
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Les fonctionnelles linéaires (95), (97) sont de la forme simple §i p, = ps,
e sont non-négatifs. On trouve ainsi 'expression suivante du reste de la
formule de Hardy, :

RUT =i |6V (808 87— X5 08Y T e 1]
ol f est continue sur [0,6] les &; sont 7 points distincts et les ; 9 points
distincts de l'intervalle (0,6).

Dans cette formule 0 = p; = 32,4 par suite de la maniére particuliére
de démonstration, ‘

Si f a une dérivée continue d’ordre 8 sur (0,6), nous avons

R[f] = g[ﬁm—@ﬁﬂw%ﬂ,amwm

700 648

[

- 9
Si dans cette formule nous prenons p, = — nous trouvons le reste
5

bien connu [24],
9 A
(98) RUf1 = 5[ 190 — 5 19(n)], & 1e08)
700 2
Mais nous pouvons prendre p, = 0 et alors nous trouvons

RU = | 10 =517 ()] & ne08)

700
olt le coefficient % est plus petit que le coefficient correspondent i} de la
formule (98).

38. — Comme un second exemple prenons la formule de quadrature
de Weddle,

jf(x)d% =0,3[/0) + /(2) + 1(4) + /(6)] + LbI(1) + /(5)] + L.8f(3) + R[f],

dont le reste est encore du degré d'exactitude 5. On a R[oqq,] =
=* >0, R[@gu] = —— < 0, donc le reste n'est pas de la forme simple.

En procedant comme dans I'exemple précédent, nous avons
= R" [f{1=—3[0,0,1,1,2,2,3,3; £] —4[0,1,1,2,2,3,3,4; {] -+
4[1,2,2,3,3,4,4,5; /1 —4[2,3,3,4,4,5,5,6; /1 —3[3,3,4,4,5,5,6,6, ; f]
et nous prenons
(99) %Rl[f] =1.00,0,1,1,2,2,3,3; /] +1[0,1,1,2,2,3,3,4; /] +
+1s[1,1,2,2,3,3,4,4,; 11+ w[1,2,2,3,3,4,4,5; 1]+

+ 1312,2,3,3,4,4,5,5; /1 pa[2, 3,3, 4,4,5,5,6; f 1+ ua[3. 3,4, 4,5,5,6, 6; /]
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olL
(100) 2(py o+ ) + = — 10

et alors nous avons
(101)  —Z[R*[f] = Ri[f]] = 16(us +3)[0,0,1,1,2,2,3,3,4,4; /1 +
+ 20 (2p: + e + 10) [0, 1, 1,12, 2,3,3,4,4,5,; f] +

+16(3M1+2M2+£‘!’3 1)[!]',212}3)3.!4)4)5 j:l+
1 20 (2M+p,2+10) [1 2,233 4,4,5,5,6;f] -
4 16 (w +3) [2.2,3,3,4,4,5,5,6,6; 1].

Prenons p, = — 3, s = — 2, pg = @y = 0. Alors (100) est vérifié et
(99), (101) sont de la forme simple. Nous en déduisons

RI = =60 (B & B 71+ 580D oy e f]

la fonction f et les points &;, n; ayant la méme signification que dans I’exem-
ple précédent. Si la fonction f a une dérivée continue d’ordre 8 sur (0,6), nous

avoIns

RIf1= = o[ 1@ +520)]. & n e 08)
Dans la formule bien connue [247],
RUI= =1 [/®® + 57|, & ne©8)

le coefficient de la dérivée d’ordre 8 est 4, 5 fois plus grand en valeur absolue,
Remarquons encore que si, en dehors de (100), nous avons

140

(102) ¢ 20p + Qe+ 20 = — 96,
nous pouvons écrire
103) — [R [f]—Rl[f]] 400 (g, +3) [0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,5,5; f]+

4+ 120 (18y«1—l—5p,2+74) o,1,1,2 2,3 3,4,45,5,6; f] +
+ 400 (. + 3) [1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6; /1.
Si nous prenons p, = —%,;}.2 = — 4, s = g = 0, les égalités (100),

(102) sont wveérifiées et les fonctionnelles linéaires (99), (103) sont de la
forme simple. Pour le reste R[f] de la formule de Weddle nous obtenouns,

Rm——gﬁﬂh&uu%ﬂ*—Jo[mmuumﬂ]

140 1815

ol f est continue sur [0, 6], les £; sont 7 points distincts et les #; 11 points

distincts de l'intervalle (0,6).
Si la fonction / a une dérivée d’ordre 10 continue sur (0,6), nous avons

RU =~ [ 1@ — 55 10 ], &€ 08)
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