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I. — Soit A[f] = A[f(x)] une\fonctionuelle lindaire, donc additive
et howmogéne, définie sur un espace vectoriel S de fonctions f = f(x), rdelles,
de la variable réelle x, définies et comfzmues sur un intervalle 7. Nous
designexons paral’ extrémité gauche et par b extrémité droite de l'iutervalle
I. Dans la suite nous supposerons toujours que les éléments de S vérifien-
nent toutes les propriétés de dérivabilité nécessaires pour que les foncti-
onnelles linéaires considérées ajent un sens. Nous supposerons toujours que
S contienne tous les polynomes. On suppose toujours que a< b

Toute fonctionnelle linéaire A [f] a un degré d'exactitude bien déter-
miné, Ce degré d’exactitude est le nombre entier » == — 1, ou le nombre
impropre # = oo, caractérisé par la propriété:

1°0 = —1st A[1]+0.
LA =0, d=00,1, 0 AT #F 0 st A[L]=0 et sil'un
au moins des nombres A[x'], i =0, 1, ... est différent de zéro.

Ao s, eadsia Ay L= 0 b 14 ol

Daus les cas 1° et 2° le degré d’exactitude est fini. Ce cas a lieu si et
seulement si d [f] est différent de zéro sur un polynome au moins. Dans
le cas 3°, le degré d'exactitude est infins et alors A [f] est nul sur tout
polynome,

Pour qu'une fouctionnelle lindaire A [f] soit nulle sur tout polynome
de degré », il faut et il suffit que son degré d’exactitude soit égal a »# au
moins {on suppose toujours ue < o). Un polynome de degré n est de
la forme eux" 4 oclfL”"'l + oo+ @y, les coefficients oy, ¢, ..., o, étant
des nombres réelles quelgonques Sile plus haut coaffzcwm uy est 50, le
polynome est dit de degré effectif ».

2. — Nous allons nous occuper, en particulier, des fonctionnelles
linéaires A [f] qui sont égales 4 une combinaison linéaire des valeurs, sur
un nombre fini de points, de la fonction f et d'un nombre fini de ses
(érivées de divers ordres. Une telle fonctionnelle linéaire est e la forme
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(1) Alfl=Y% % au [ (2)
i=1 j=0 J

oll, p, ky, Ry, ..., kp sont des nombres naturels donnés, 2, £ =1,2, ..., 5,
P points distincts de Uintervalle Teta,;, i =0,1, ..., 5k —1,71=1,2,...,
#, des nombres indépendants de la fonction f. Les points z; sont les noeud
et les nombres a;; sont les coefficients de la fonctionnelle linéaire (1).

Dans 'expression (1) et relativement au noeud z figurent les valeurs
de la fonction et de ses k; — 1 premiéres dérivées, donc de ses premiéres
k; dérivées si nous convenons que la fonction elle méme soit sa propre
dérivée d'ordre 0, sur ce point. Pour ce motif nous convenons qu'en 2;
soient confondus k; noeuds, Alors k; est l'ordre de multiplicité du noeud z;
{c'est un noeud simple si k; = 1, doudle si k; = 2, etc.). Nous pouvons dire
aussi que z est un noeud d’ordre k; de multiplicité. De cette fagon le
nombre total des nceuds distincts ou non (donc chaque noeud compté
avec son ordre de multiplicité) est égal & m =Fy + A+ ... + k. Le
nombte m est Z=p et est égal a p si et seulement si tous les noeuds
sont simples,

Les m noeuds, simples ou non, peuvent étre désignés par x;, %, ..., Xm.
Parmi ces points, exactement % coincident avec z pour 1 =1,2, ..., p.
De cette maniére nous avons numéroté une certaine permutation des
noeuds. En principe la permutation, donc le numérotage des noeuds,
est arbitraire, Ils existent cependant certains numeérotages privilégiés,
que nous appelerons des numérotages normanx. Dans un numérotage normal,
pour tout ¢, les k; noeuds x; qui coincident avec % sont numérotés avec %;
indices conséeutifs, Un numérotage normal est, par ex., Heey ket oot Rymy v =

=z, v=1,2, ...k, 1=1,2,...,p {(k, = 0). En particalier, si la suite
¥y, %y, ..., %y est monotone (non-décroissante ou non-croissante), le numé-
rotage est normal.

3. — La fonctionnelle (identiquement) nulle sur S est de la forme

1}, out tous les coefficients a;; sont égaux 4 0. Cette fonctionnelle linéaire
a le degré d’exactitude égal 4 oo.

Une fonctionnelle linéaire de la forme (1) ne détermine pas complé-
tement le systéme des noeuds z; avec leurs ordres de multiplicités respectifs.
En effet, nous pouvons ajouter un nombre fini quelconque de noeuds
quelconques sans que la fonctionnelle linéaire considérée soit modifiée.
Il suffit de démontrer cette propriété pour un seul noeud x, ajouté aux
précédents. Alors nous pouvons ajouter & A [f], sans modifier ses valeurs,
le terme 0. f(x,) si x, ne coincide avec aucun de noeuds z; et le terme
0, f%) (z) s Xy = 2.

Considérons alors une fonctionnelle linéaire (1) qui n'a pas tous ses
coefficients nuls. Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que

(2) a gy F0,i=1,2,...,p.

Dans ce cas les noeuds sont réduits a leur plus petit nombre puisque,
d'une part, si les conditions (2) sont vérifiées nous pouvons supprimer
un certain nombre de noeuds sans modifier la fonctionnelle A4[f], et,
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d’autre part, on ne peut pas faire de telles suppressions de noeuds si les
conditions (2) ne sont pas toutes vérifiées. Il est facile de voir comment
on peut obtenit le nombre minimum des noeuds.

Considérons le polynome de degré m

mn
3) I(x) = l'Il (% — x}.
=
Alors®)
N ) k=1 i ,_-ﬂ, i ky
A I»‘—.‘r"] = ai’kr"'l [_x—zf ol —d,‘k‘_l(kg 1)‘!:‘1 (Zf Z,,)

i=1,2 ...,p

qui, d’aprés I'hypothése (2) sont tous différents de zéro. Nous avons done le
Lemme 1. — La fonctionnelle linéaire (1), ot les coefficients a;;
ne sont pas tous nuls, @ un degré d'exactitude (fini et) au plus égal a m — 2.
Il en vésulte que si la fonctionnelle linéaire (1) a un degré d’exactitude
plus grand que m — 2 elle est nulle identiquement.
% — Si la fonctionnelle linéaire (1) a un degré d’exactitude égal
3 m — 2, elle se réduit, en dehors d’un facteur non nul et indépendant
de la fonction f, 4 la différence divisée d’ordve m — 1 sur les m moeuds

]

¥y, Xgy » .., ¥ de la fonction f. Cette différence divisée sera désignée par
(4) (%, %)+ o) Xm ;f]
ot par
[2gs %1y« By s Bay ooy Bar oy By Bpy ooy 2ps S
‘- " e — —
I ke, Fp

La différence divisée est une founctionnelle linéaire de la forme (1)
déterminée complétement par les conditions de s’annuler sur tout poly-

nome de degré m — 2 et de se réduire & 1 sur le polynome x"~"

Les différences divisées jouissent de diverses propriétés et vérifient
des formules bien conmnues. Nous allons rappeler les principales formules
qui seront utilisées plus loin.

La différence divisée est symétrique par rapport aux noeuds sur
lesquels elle est définie. I1 en résulte que dans la notation (4) le numérotage
des noeuds est indifférent.

Nous avons ila relation de vécurvence

(e e <o byt 21— Dpoidasfies 42 £
¢

(5) U’l? 52) Sntad » ‘{Q‘*‘l; f] =
ot =

o
*) f; i, | i| signifient que dansla somme resp, le prodnit la valeur { de l'indice est exclue,
ye=1 wye=l
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qui est une relation entre les différences divisées d'ordre ¢ et les diffé-
rences divisées d’ordre ¢ ~- 1. La formule (5) est valable sous la seule con-
ditions que les nocuds ¢, f,4, soient distincts, en supposant, bien eutendu,
que les différences divisées quw'y figurent aient on sens.

$i tous les noeuds d'une différence divisée d'ordre o coincident avec

fe méme point £, cette différence divisée est ¢gale a i 9 (). Nous avons
p,

donc la formule
(6) - (4 et T = o0,

Nous avons aussi la formule de décomposition

oo : | HiE3]
T [dae e ontes iy by o o s f1=b b o o : - el
(7) ot @ f1 &2 il l‘ “ y (¥ — ) — 1) ... (,-;—-Ic.}l I

It ] (%)
Mg (i) BishpTsn okt Gl b iy
! l 5 f R O A RN ]

(ui est valable i condition qu'aucun des noeuds {,, 4, . .., {, ne coincident

avec Uun des moeuds Iy, &, ..., fyr.
Nous avons aussi la formule de véduction

B [ by oo Bl oo b AN — )8 — ) o (3 = fg) ] =

o [ hlf ety L

Les formules précédentes permettent de trouver les coefficients ¢
de la différence divisée {{1),

n l’tt——l
(9) [%1, 2y, oie) Xy = 2:, E Ci fm(zi)-
i=1 f=0
S onous posons
-l Al ] I/ : e
) = L T (v A =
_ .l

ot /(x) est le polynome (3), en appliquant convenablement et plusieurs
fois s'il est nécessaire, les formules (6), (7}, nous en déduisons

7 il
g e eal )
Lx]r x').r “‘rxmafJ:E [zf; Biy v eea Fis _J:

g

L3
i 1 fin) JHi—n
NCE) [&mJ“z‘ j

Nons avons donc
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£ = R 0 o (‘r"-’r‘ - ]] [""I"l(kf it )
g (,klr. — l] | j I{'(x). v = z{ ]

D gl e By e 4 =gl e
Nous avons, en particulier,
Juy 1 I M F ey 1]
Cl’.f\'[‘-] . {‘kf __1).1 Il e o 4 %= ]"—'Jl' ‘ !fj'
& v
Fel{z — 2)
y=1

On voit que, dans le cas de la différence divisée {4), les conditions
(2) sont vérifies. Il en résulte que dans le cas de la différence divisée,
la notation {4) met en évidence précisément le systéme de noeuds au
noinbre minimum.

5. — Désignons par L(x,, &y, ..., ¥m; flx}), le polvnome de Lagrange-
Hermite relatif 2 la fonction f et sur les noeuds x, %y, ..., %, C'est le poly-
nome {unique) L(x) de degré m — 1 qui vérifie les égalités

(10) PALC W ATH A R R WA R, B R B RS X

MNous avons®)
(11) Ll vibny g ofiiy 2

-]

= ):O(ﬂf — ) (2 ) T ) T W L f ]

De (10) il résalte que
{12} A[f) = A[L{w, %, o, s f12)]
ct, compte tenant e la formule (11),

=1
(13) A[f] = Euav s i Be Moerlho gl
V=
ol
{@4), dw=1A{%x = 2}x T %) o0 (X =5}, v=0,1, .., 1 —1,

Si la fonctionnelle linéaire considérée a un degré d'exactitude au
moins égal 4 # (0 = n=m — 2) nous avons @, =0, v=0,1,..., #ct
réciproquement. Si elle a un degré d’exactitude égal a n (— 1 = n = m —2)
nous avons, de plus, @, = A [x"*']%# 0 et réciproquement. Cette pro-
priété peat éire énoncée sous la forme du

Lemme 2. — Pour gue la fonctionnelle linéaire {1} adt le degré
d'cxactitude au motns égal & n, 4l faut et i suffit que dans son expression
sous la forme (13) Uon ait ay=ay = ... = ap = 0. Pour que le degré d'exac-

) 8i v =0, le produit {x — a){x — v} ... {# — 1y) est remplagé par 1. De telles con-
ventions s'appliquent anssi plus Ioins dans des foromles analognes
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titude soit égal exactement & n 1l est mécessaive et suffisante que, de plus,
Von att azsy F 0.

6. — Le résultat précédent est vrai pour un numérotage quelconque
des noeuds.
Supposons maintenant que la suite xy, 45, ..., X, {(donc le numéro-

tage respectif) des noeuds jouisse de la propriété que si 4, 7 sont devx quel-
conques des indices 1,2, ..., m,

(15) j—i=n4 2= xF ¥,

En appliquant la formule {5) aux différences divisées [#;, &, ..., % 41;f],
v=mn +4- 2,' %+ i_%, sy, m— 1 (st m=mn-3), lorsqu’il est nécessaire
méme plusieurs fois (si s > x - 3), nous déduisons la formule (m = -+ 3},

H
(16) 4[f] = Eﬂﬂv [0 % oo o Xugas ST
=1

+El i [%;, Xig1s o ; X pm +1 ;f],
i=

oi les coefficients 4,, donnés par (14), et les coefficients ;7 =1, 2,
m —n — 1 sont indépendants de la fonction f.

Nous pouvons énoncer alors le

Lemme 3. — Pour gque la fonclionnelle linéaive (1) ail le degré
d’exactitude an moins égal @ n = max (ky, &y, ..., k) — 2 (donc pour gqu’elle
soit nulle sur tout polynome de degré u = max (#, &, ..., k) — 2) 4!
Jaul et il suffii quelle soit de la forme '

=]

(]7) A [f] e igl ri [x;, Kigl » vy xf-!—ﬂ'l*l ;f]r

0% les 178 t=1,2,...,m —n — 1 sonl des coefficients indépendants de
la fonchion |,
Pour que, sous les mémes conditions, le- degré d'exaciilude soit égal d
i —tt—1
#n, t1 est, de plus, nécessaive el suffisante que Von ait 2 p: & 0.
1

=

La condition est nécessaire, En effet, d'une part, sous les hypothéses
du lemme, nous pouvens trouver un numérotage des noeuds tel que les
conditions (15) soient vérifiées. Un tel numérotage est, par ex., tout numé-
rotage normal®). D'autre part, alors de la formule (16) il résulte la formule (17),

*). Ils peuvent exister des numérotages, différents d'un numérotage normal, pour lesquels
les conditions (15) soient vérifides, Si, par ex., nous avons p = 3, & = 3, ky, = £, = 2 (done
m="T),n =23, les permutations (P):z, z, 2, Zgy 210 B 2 APV 1 23, 2, 7y, B, %o 33., z, donnent
des numérotage qui vérifient les conditions {15). Ces deux numérotages différent en ce que
la formule {17) correspondante & (P) conduit euy mémes différences divisées gne la permntation
(P*) @z, 2, 710 59, 2y, 23 73 Qi correspond & wn nnmérotage normal, tandis que la formule {17)
correspondant & (P7) conduit i des différences divisées qui ne sont pas les mémes (dans lenr
ensemble). I1 en résulte que le nunérotage correspondant i la permutation (P) est, d'une
certaine fagon, réductible & wn numérotage normal, tandis qu'il n'en est pas ainsi ponr Ia
permutation (FP’). Le notion de , réductibilitd’” qui intervient iei est snffisamment claire,
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I,a condition est suffisante. En effet, toute différence divisée d’ordre
n + 1 est de degré d’exactitude n, donc s’annule sur tout polynome de
degré n. Il est donc de méme pour toute combinaison linéaire de felles
différences divisées,

I.a suffisance de la derniére condition dulenune résulte de la formule
mt—pi—1

A [xﬂ'-l-l] 1 Z i
i=l

Ia condition # = max(ky, #&,..., &) — 2 du lemme est essentielle.
Si cette condition n’est pas vérifiée il peut ne pas exister une relation de
la forme (17). Ceci résulte facilement du fait que si les noeuds d'une fonc-
tionnelle linéaire de la forme (17) sont réduits a leur nombre minimumn,
parmi ces noends il n’existe aucun qui ait un ordre de multiplicité > » -+ 2.
Dlailleurs, si #< max(Ry, ky,. .., kp) — 2, il n'existe aucun numérotage
vérifiant la propriété (15).

II.

7. — Nous allons rappeler la notion de f{onctionnelle linéaire de la
forme simple. La fonctionnelle linéaire A [f], définie sur ['espace S est
dite de la forme simple §'il existe un nombre entier u = -1 tel que, pour
tout feS5, Ton ait

(18) Aff1 =K. [§, %, ... &2 /)

olt K est un coefficient différent de 0 et indépendant de la fonction f et
les &, &,..., x4z sont # 4 2 points distincts de Vintervalle I, si # =0
méme de Uintérteur de l'intervalle I et qui, en général, peuvent dépendre
de la fonction f. Le fait que, pour # == 0, les points & peuvent étre choisis
A lintérieur de I'intervalle I résulte des propriétés de moyenne des diffé-
rences divisées [6). Dans ce cas le degré d’exactitude de A[f] est néces-
sairement égal & #. Il en résulte que si une fonctionnelle linéaire est de
Ia forme simple, elle est de cette forme potir une seule valeur de #, Il existe
une importante propriété qui caractérise les fonctionnelles de la forme
simple [4] et qui peut étre énoncée sous la forme du:

Lemme 4, — Pour que la fouctionnelle linéaire A[f] soit de la
forme simple, il faut et il suffit qu'il existe un nombre entier n = —1 lel que
Von ait A[f]150 pour lout feS, convexe d'ordrve n.

La propriété d’étre de la forme simple est donc trés intimément lide
& la notion de fonction convexe d’ordre supérieur.

Une fonction définie sur I est dite convexe d’ordre n si toutes ses dif-
férences divisées d’ordre » 1+ 1, sur »# -+ 2 noeuds distincts (appartenant
A I) sont positives. La fonction est dite non-concave d'ordre n (sur I) si
toutes ses différences divisées d’ordré # + 1 sur des points distincts (ou
non) sont non-négatives. Une fonction convexe d’ordre » est une fonction
non-concave d’ordre #» particuliére.

Le nombre # du lemme 4 est celui qui figure dans la formule (18)

correspondante. Le coefficient K de cette formule est égal & A [x"*'] ou
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A A[f] ol f est un polynome quelconque de degré # + 1 avec le plus haut
coefficient égal 4 1.

Si la fonctionnelle luéaire 4 [f] est de la forme simple et si la fone-
tion f a une dérivée d’ordre » -+ 1 (pour # = 0) sur Fintérieur de Vinter-
valle 7, nous avons
(19) ALf] =" " @),

7+ 1)1
ot K est un coefficient indépendant de la fonction f (d'ailleurs égal 4 celui
qui figure dans la formule (18)} et & un point de I, si #2>=0 mnéme de
Uintérieur de I, et qui dépend, en général, de la fonction f.

Nous retrouvons un cas classique hien connu si A [f] est le reste dans
[a formule de Taylor. I.a formule {19} est alors la forme classique du reste
donnée par Iagrange.

8. — Nous allons rappeler quelques propriétés des fonctions convexes
d’ordre supéricur. Toute [onction convexe d'ordre n >0 sur I est conti-
nue sur U'mtérieur de I et si #n=>=1 elle a une dérivée continue d’ordre
5 — 1 sur Vintérieur de 7. Si la dérivée f*D(x), d’ordre n + 1, existe, 1a
condition f7V () =0 sur I est nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion soit non-concave ¢’ordre # sur f, Cette condition est seulement néces-
saire et la condition f®T" (x) > 0 sur I est seulement suffisante pour que
la fonction f soit convexe d’ordre = sur . Si fOY (Y =0 sur T et g'il
w'existe aucun sous-intervalle non-nul de I sur lequel f*(x} soit nul,
f est convexe d'ordre ¢ sur I. ¥in particulier nous avons le

o Lemme 5. — Pour qu'un polynome f de degré effectif > n sou
convexe d'oydre n sur I, il foui ef il suffit que Pon ast f7F (x) = 0 sur 1.

La condition est suffisante puisque la dérivée d'ordre % -+ 1 d'un
polynome de degré effectif ># n’est pas identiquement nulle, donc ne
peut s’annuler que sur un nombre fini (= 0) de points. Cette dérivée ne
peut donc s’annuler identiquement sur aucun sous-intervalle de longueur
positive, Un polynome de degré effectif # est un polynome de degré = qui
ne se réduit pas (sur un intervalle de longueur positive) a un polynome
de degré n — 1.

La convexité d'ordre —1 est équivalente & la positivité et la non-
concavité d’ordre —1 a la non-négativité de la fonction. La convexité
’ordre 0 est équivalente 4 la croissance et la non-concavité d'ordre 0 24
la non-décroissance de la fonection.

9. — Une fonction convexe d’ordie # jovit de la propriété que tonte
différence divisée d’ordre n 4 1 de cette fonction sur # - 2 noeuds g
ne sont pas tous confondus, est positive, a condition, bien entendu, que
cette différence divisée existe).

Considérons une fonctionnelle linéaire de la forme (17). Compte te-
nant du lemme 4, il résulte que si tous les coefficients ;¢ =1, 2,...,
m —#n — 1 sont == 0, ou bien tous sont = 0 et s'il existe au moins un

*), I existence au sens du nr, I, done au sens gue la fonction admette effectivement les
dévivées qui interviennent dans Iexpression (1) de la diff¢rence divisée considérée.
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coefficient p; différent de zéro pour lequel les noeuds %, %114, - Kiqnqr de
1a différence divisée correspondante ne sont pas tous confondus,alors la
fonctionnelle linéaire (17) est du degré d’exactitude # et est de la forme
simple.

La condition que les coefficients p; soient du méme signe n’est pas,
en général, nécessaire pour que la fonctionnelle linéaire (17) ait le degré
d’exactitude n et soit de Ia forme simple,

Supposons maintenant que % <= x, = .., = xp et que les ordres de

— b

multiplicité des noeuds distincts soient <C # - 2. D’apres certains résultats
obtenus déja [5], il résulte que si-x = —1, 0 ou 1, la condition que tous
les coefficients p; de la fonctionnelle linéaire soient du méme signe et
qu’il existe an moins un £ pourlequel w; 5 0 et les noeuds X, Xig1,- - o0 Firntl
ne soient pas tous confondus, est nécessasre et suffisante pour que la fone-
tionnelle linéaire considérée soit du degré d’exactitude n et de la forme
simple, Bien, entendu, pour # = —1, la derniére condition, donc que les
Xiy Xig1 s« o> Xiqgns1 Ne soient pas confondus, ne se pose pas. Nous allons
reprendre ici la démonstration que nous avoms, d’ailleurs, domné, avec
certaines modifications non essentielles, daus notre travail cité [B].

D’aprés ce qui précede, il suffit de montrer que si la fonctionnelle
linéaire (17) est du degré d’exacitude 2 (pour # = —1,0 ou 1) et est de la
forme simple, aucun des coefficients p; ne peut étre différent de zéro et de

Fl=1i—]
signe contraite avec le nombre A[+""1]= ¥ p (gui est nécessairement
=

=
m—n={

+0). En supposant ¥, w; # 0, la propriété est donc équivalente aun fait
i=1

—li-==1

que les inégalités ( Y, p.v)p,,- =0,i=1,2,...,m —n—1 sont vérifiées.
v=]

Pour la démonstration nous tenons compte du fait que si f est une fonction
non-concave d’ordre #, il faut que A [f] ne change pas de signe (qu'il soit
constamment =0 ou constamment =Z0). Plus exactement que, sous

friv=tt—1 i —Hl .
I'hypothése E g #+ 0, l'on ait ( S Mv) A[f]1=0, pour toute fonction f
=1 ve]
non-concave d'ordre 1.
10. — Pour la démonstration nous allons distinguer trois cas,
sauivant les valeurs —1,0,1 de #.
Cas 1. n = —1., Nous pouvons supposer % <7 %< ...< xy et la
it
fonctionnelle linéaire (17) se réduite & A[f] = ¥ w Hx). Si 0 e
i=1
< min (%141 — %), la fonction continue

=12, ..., fii—1

f[(x) =21—(lx—i\$,—|—£|-|- | — & — €| -2 I;V—ﬁ‘fn

E

2{) -— Mathematica
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X:“*!

est non-négative, se réduit 4 1 sur x et & 0 sur les autres noeuds. Nous
i
avons donc A [fi] = pi, 7 = 1,2, ..., m. Il en résulte que (E u\.]w =0,1=

v=1
=1,2,...,m, ce qui démontre la propriété.
Cas 2. n = 0, Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité,
que tous les noeuds soient doubles. Supposons done que m soit pair et

. i . .
Xoje] == Ny, ¢ == 1, 2,..., 3 Xy << Xg< ... < Xg—g. La fonctionnelle liné-

mir=1
aire (17) se rédwit 4 A[f] = S [%i, %141 5f). Le cas oll quelques uns ou
i=1
tous les noeudssont simples est compris dans le précédent comme un cas
particulier. Si, par ex., au lieu du noeud double xy [ = %y, nous avons
~un noeud simple qui coincide avece ce point, il suffil, de prendre py—, = 0
dans la formule précédente. Alors la dérivée de la fonction f sur ce point
disparait dans l'expression de A[f].
Il faut maintenant distinguer deux cas, suivant la parité de Uindice
¢ du coefficient .
1°. Soit ¢ pair. Alors les noeuds x;, ;4 sont distinets (< 4;41) et
la fonction continne

1
Ji (%) =iz (s — %+ 3% — 2% — x| — By — % — 20744 [)

i =2 4,...,m — 2

’

2%+ Xie, XX,
4 t+f i T AL X s
X; st i vt
{ ] B
a Pig, 4
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est non-décroissante et nous donne A({f;] = p;. Nous avons done
=]
(20) (SeJuzo
val
pour {=2,4,...,m — 2
2“. Soit ¢ impair.  Alors X < X% = X4 < Fga Si 0< e <
< min (% — ¥y, %;12— X;4q), la fonction continue

1
i) =2+

*— %+l —[¥—x— ¢l

1 =1,3..., m—1

-
I |
I i
| |
| o I
1 | > P |
| | :
|
] I |
| | I
e - S
Ky T A X{""‘S Kiva
Xivr
Fig. &
- i1 it
est non-décroissante et nous avons A [f;] = = 4- + .
= Feg Fipz — ¥

Si w; # 0, pour = suffisamment petit, A [f;] est aussi # 0 et du méme signe
avec ;. On en déduit que Vinégalité (20) est vraie aussi pour 7 =1,
3,....,m—1

L/inégalité (20} est donec wvraie pour ¢ =1,2,...,m — 1 et la pro-
priété est démontrée.

Cas 3. # =1. Nous pouvons supposger, sans restreindre la géné-
ralité, que tous les noeunds seient triples. Soit donc m un multiple de 3 et

) x1< x,1< x7< ..‘< Xm_.g La

mn—2

fonctionnelle linéaire (17) se réduit & A[f] = > w[%, %ee1, ¥i42.f) Le
i=1

solent ¥z o= X3 = ¥y, ¢t =1,2,...,

e | ¥

cas ott quelques uns ou tous les noeuds sont doubles ou simples est compris
dans le précédent comme un cas particulier. Si par ex., au lieu du noeud
triple #3;p = ¥3~1 = %y nous avons un noend double coincidant avec ce
point, il suffit de prendre py.p= 0 dans la formule précédente. Alors la
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dérivée seconde de la fonction f sur ce point disparait dans I'expression de
A[f1. 8i au lieu d’un noeud double, nous avons un noeud simple en ce point,
il suffit de prendre py_p=10 et pa—i, Pai—a de maniére que Pon ait
(A3i41 — X3i)ikgi-3 == {(¥3;—2 — ¥ai—3) Msi—1, Pour que dans 'expression de 4 {1
disparesse anssi la premiére dérivée de f sur ce point.

Nous allons ici encore distinguer deux cas, suivant les valeurs de
Vindice ¢ de p; par rapport au diviseur 3.

1°, Considérons le pait de cocfficients y;, pipq ol 7 4~ 1 est un multiple
de 3. Nous avens %, <t ¥y et la fonction continne

x — k4 v — A
2

1 =2,58,....,m—4

fi(x) = (Zigz — Fiw1)

oft %;q) <0 A<C %;4p est mnon-concave d'ordre 1 et nolls avons

Xy A Xisn

Xf x.“r.i'

X(‘“ X[t\“:
Fig. 4

wilf g B il — ),

Aflfi 1=

Fip2 — i1

On voit que si o, 5 0 et A est suffisamment proche de x4y, A[f;] est 0
et a le méme signe que y; et si w41 3 0 et A est suffisamment proche de
¥iya Affi] est F0 et ale méme signe que pqyi. I en résulte que

m—2

(21) (S uv) b 20

y=1
pour 'f=2,8,5,6,,8 9., m =4, m— 3.

2°. Supposons maintenant que 7 soit congru 4 1 modulo 3. Alors a;=
=x;41 = Fpg2 S 0 e<<min (X — Xjy, Kig3 — ¥i4+2), la fonction continue
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r=1,4,7,. .., — 2
est non concave d'ordre I et nous avons

(tyra = Vil ] 19

g—p " Pt ,
(%43 — Sp42)?

1 1

athy ==

[ M e Hig |
Yrpd T Vi

{r; — ,1;‘,‘_1}“ = Xy

Si  F 0, pour & suffisamment petit, A[f;] est # 0 et est de 'méme signe
avec . Il en résulte que l'inégalité (21) est vraie aussi pour 2 = 1,4, 7,...
oo m — 2, Ilinégalité (21) est donc vraie pour i =1,2,...,m —2 el
la propriété est démontrée.

Il. — La propriété mise en évidence pour # == —1, 0 et I n'est plus
vraie pour % > 1. Pour démontrer cette propriété il suffit de montrer que
sim >l %< X< oo < Fppq ebosiop’, p” sont deux nombres  positifs
suffisamment grands (' -+ ' > 1), la fonctionnelle linéaire

(22) @ [%1 %0 Fua2s f] = (X, B, By AR (% geieos Zngan S

est (de degré d'exactitude » et) de la forme simple. ¥n effet, introduisons
etnitre les noeuds x; encore # - 3 noeuds, en formant ainsi la suite de noeuds
’ . ’ ' i )
Xy < Np D .. < Kapgq, Xy =, t=12,.., %4 4. Des formules de
moyenne des différences divisées [3] il résulte que
H4+2 , X
Lo %o v s Fgn ;fJ = Z o [ﬁfi» Xigtyr o vy Kt 1/]

nid-4
ks b s : -
I,le Xgy ooy Xy :fj = ,21365 lxi: Xeglse v o Xipng ;,f_]
gﬂ



310 TIBERIU POPOVICIU 14
#46
’ ’ 4
(%0 %4 -, #ugas f] =R Ve [% Sien o Figu 1]

ou o« [325, i 50114‘5 des coefficients positifs, indépendants de la fonction
a4 n+ 146

f (et ;:jl o = ‘23[5,- = _‘gﬁ yi = 1). La fonctionnelle linéaire (22} peut donc
s’écrire sous la forme

n+6
gl(l“" o+ Woye — Bl) [xp xH_];- T xg’+,,+1 ’f:l
OU 6ty = Unid = g = Ungs = Q1 = Lo =Puys = Prs =N =12 = Yo =
= 14 = 0. La propriété résulte du fait qu’ilB 1Ir’exist[3: 4e;ucur1Ylinc1iT:2e 7 E?)ur
lequel les coefficients «;, y; soient nuls & la fois (on voit facilement que
ceci n'est plus vrai pour # = 0 oit = 1).

Enfin rappelons que pour qu'une fonctionnelle linéaire de la forme
(1) ait un degré d’exactitude 7 et pour qu’elle soit de la forme simple, il
faut que les ordres de multiplicité &, &,. .., k, des noeuds, supposés ré-
duits a leur nombre minimum, soient tous = n + 2 [B].

IIT,

_12. — Nous allons nous occuper du reste de certaines formules d’ap-
Broxlmati_on pour la fonctionnelle linéaire A[f]. Ces formules peuvent
étre considérées comme des généralisations de la formule d'interpolation de
Lagrange, qui a comme cas particulier la formule de Tayvlor,

Soit A [f] une fonctionnelle linéaire définie sur 1'espace S (voir ur. 1).
Nous considérons une suite finie ou infinie de points

(23) Yos Yoo v o
distincts on non., Nous considérons une section
(24) Yor Y1500 1 Vs

de cette s‘uite et le polynome de Lagrange-Hermite L(vg, v,...,vs fla)
sur ces points et relativement a la fonction f. Pour tout xel ce polynoine
est une fonctionnelle linéaire de la forme (1}, Plus exactement, ce polynome
peat étre mis sous la forme (1), oi les a;; sont des polynomes indépendants
Ele 1j_ffil)cnon £, le nombre total des noeuds, distincts ou non, étant égal
as ).

Nous avons alors la formule d'approximation

(25) Alf) = ALy y1- -0 v f19)] + Re(f]

olt K [f] est le reste de cette formule.
La formule (11) nous donne

¥) Il existe des valeurs de x {en nombre fini), pour lesquels le nowbre ninimun des nocuds
est plus petit que s | 1. :

]_5 DIFFERENCES DIVISEES ET DERIVEES 3]1
1 &
{26) A[f] =v=206u [Yos Yoo« 0» Py 5.f1 + B [f]
o1
y=1
(27} c‘.=A[1'I (x—-yz')],vzo,l,...,s.
f=l) £

La formule (25) est complétement caractérisée par le fait qu'elle est
de la forme (26), avec un reste R, [f] fonctionnelle linéaire de degré d’exac-
titude au moins égal & 5. En effet, pour tout polynome f de degré s, le
polynome L(yy, 91, -+, ¥s; f1%) se réduvit a f, donc R;[f] est nul. Alors les
coefficients ¢,, donnés par la formule (26) sont bien déterminés et, pour
v donné, ¢, est indépendant de s,

Nous supposons, bien entendu, que les conditions d’existence, doi-
nées au ur. 1, soient vérifiées pour la fonctionnelle linéaire R [f]. Ainsi,
les points (24), ou bien les points (23} s’ils interviennent tous, appartien-
nent 4 lintervalle I. Les différences divisées [y, %1,....%:f], v=10,
1,...,s, existent an sens expliqué au nr. 4, etc.

11 est clair que si le reste R;[f] est définie, tous les restes précédents
Ro[f), Rilf).-.., Remy[f) sont également des fonctionnelles  linéaires
définies sur S

Dans ce qui suit nous allons étudier quelques cas ol le reste R;[f]
de la formule d’approximation (25) est de la forme simple.

13. — Considérons une fonctionnelle linéaire A[f] de la forme (1).
Sauf avis contraire, nous nous occuperons exclusivement de fonctionnelles
linéaires de cette forme, Le reste R;[f] de la formule (25) est alors de la
méme forme. Les ordres de multiplicité des noeuds peuvent étre pris tous
<< max(ky, ky,..., kp, s + 1), done si s 4 2 == max(ky, k..., &} on peut
appliquer le lemme 3 et la forctionnelle linéaire R [f] est une combinaison
linéaire de différences divisées d’ordre s -4 1. Pour mettre R;[f] effecti-
vement sous la forme (17}, il suffit d’abord de réaliser un numérotage cou-
venable des noeuds de maniére que la condition (15) correspondante soil
vérifiée. i

Pour aller plus loin nous allons distinguer les cas ot la suite {24) et
la suite des noeuds z, %,..., 7, de la fonctionnelle linéaire A[f] out ou
won des termes communs, Dans la suite nous examinerons seulement les
cas ot la coincidence a lieu au plus avec un seul des noeuds z;. Soit z; ce noeud,
dont Lordre de multiplicité est %, et supposons que %y, ¥,,..., %y s0it 10
numérotage normal des noeuds de A[f], oh ¥ = %= ... = % = %
Alors {si > 1) ancun terme de la suite (24) ne coincide pas avec I'un des
points %41, Xeg42 -5 ¥

Soit % (0=< %k =< k;) le plus petit entre le nombre %, et le nombre des
termes de la suite (24) égaux 3 z,. L'égalité & = 0 signifie qu’aucun des
termes de la suite (24) me coincide avec un noeud z. Si %> 0, parmi les
points (24) il y en a au moins & qui coincident avec z,. Désignons par s’
le plus petit indice tel que la suite ¥, ¥y, . ., Ysrmy (ayant s’ termes) contient
au moins & termes égaux a z;. Nous avons s’ = & et si £ = 0 nous pouvons
prendre s = 0.
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Les noeuds de la fonctionnelle linéaire R;[f] peuvent étre écrits dans
la suite™) 3¢, Yo, .o, Yoo Xept s ¥ag2, - -, Xy Leur nombre est égal a
s+1+m—#k et le numérotage (,01respm1dant a cette suite vérifie la
condition (I8) (avec n=3s) si =3 +m —k—1 (=m— 1). llen 1é-
sulte que 51 m == £ la fonctionelle Tinéaire Ry [f] est nulle identiquement**).
Mais I'inégalité m << % a lieu si et ‘seulemcn‘r sl tous les noeuds x; sont con-
fondus avec le méme point 'z, et la suite (24} contient att moins m termes
dgaux a z.

Dans le cas contraire, doiic si ou bien 4 =1 ou bien p == 1, k< £
(dans les deux cas on a m > k), nous avons la formule

i
(28) Re[f1 =0 [0 31, + - o Yoststmts Bty Basass -5 305 f]

(=R +1
oft les coefficients pf” sont indépendants de la fonction f.

Nous pouvons calculer le coefficient uﬂff. de la maniére snivante.
Soit x,, = z,. Alors, compte tenant de la formule {!), le coefficient de
f570 (2,) dans le premier membre de (28) est égal e, —1 €t le méme

coefficient dans le second membre est égal a p¥ multiplié par

LR 1

Fyicdn, el APy Tis, it si p>>1 (alors p51)
e e T ey =B
v=k-1
L~ BRI

e 8l p =1, Ry,
(ki — 1)1 pi®dsy) ? *

sl +hk—m
olt P(x) = (x — ).

v=0
Il en résulte que

tH— k

(ha—1) !P(z) T (2=

(s) y=h+I

P =
B D POy si p=1, k< kg

I3

)du'k“_.‘_ si =1

En supposant donc que la condition (2) soit vévifide, nous avons p.(") += 0.
Il en résulte que si les hypotheéses précédentes sont vérifides et s¢ les

coefficients pi, i =k + 1, k+2,...,m sont lous du méme signe, le reste
Rs[f] est de degvé d'exactitude s et est de la forme simple. Le coefflcleut K

AT (x — ‘vu)

RE]

de la formule {18) correspondante est égal 4 R, [+*T1]= 4

*] Ce ne sonl pas néceesairement les nocuds réduits 4 lenr nombre minimum.
*¥ La propriété pent ne pas subsister si s < 8" - m — & — L.
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Dans la suite nous supposerous toujours, sauf avis contraire, que pour
la fonctionnelle lindaire A [f] la condition (2) soit vérifide.

14, — On obtient un intéressant cas particulier en prenant pour
A{f] la différence divisée {4). Pour énoncer la propriéié respective, nous
allons poser a’ = min{z, %, . .., zp), &' = max (2, %,..., %,). Donc [a', b'1E
est le plus petit intervalle fermé qui contient les noeuds de la fonetionnelle
A[f]. Nous avons alors le

THREOREME 1. — 57 sous les kypo.tkéses et les noiatz’or&s précédentes :
1° les points (24} sont ow bien lous = a', on bien tous == b, 2°. nous avons
p >V ouwbien p=1c k< k,3. s =k s=m—1,le f’eofﬁf R;[f] de ta
Sformule d'approvimation
{(29) [t Mo, oonr e Wt b s

5 vt
=2 [9‘11' Fgpr voa K s H (x — y:)J (Yo Y10+ -

v=0

¥y i f1 + Belf)

a le degré d'exactiude s ef cst de la forme simple.

Pour la démonstration il suffira de vérifier que les coeflicients !
de la formule (28) correspondante sont tous du méme signe. Nous allons
calculer ces coefficients.

Nous allons calculer, en général, les coefficients pi” de la formule
(28) pour 4[] de la forme (1), en supposant que les conditions 2° et 3°
du théoréme 1 soient vérifiées. Pour faire le calcul remarquons que nous
avons™)

; mo(s) flx) i
(30) AU (o= 2)') =0 S5 WD Sy, Vs % ST
=kt I (-»n)

V=i

31 k< Ky cette formule résulte, en appliguaut les formules (7), (8),
par lidentification des parties des expressions de R, [f] tirées de (26) et
de (28) et qui contiennent seulement les termes correspondants aux noeuds
z. Si k& = kj la formule résulte de la méme maniére, en identifiant les ter-
mes qui proviennent des noeuds 2, 7, ..., 7.

Prenons maintenant comme fonction f le polynome

Shh—i i—1 i—1
(% — Yoprae—) [ (£ —24) (¥ — %), ot ] (¥—2x,) pour fa=k-4-1
v=Fk v=k+1 ey e
s4k—th
et I (¥ — ) pours=m — 1sont remplacés par 1. Alors le second mem-
=

bre de (30) se réduit a '§ et nous obteions

=1 8- feemt

(31) 13 e (% = Vortgr—t) A |TT (8 — %) T (v --3)

v Vet

t= k1, k2. .., 0t

%) Sik=0,4 L3 (r - 2)*] se réduit 2 A[f].
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En revenant au théoréme 1, nous avons dans ce cas 4{f] =

= [%, %p,..., %y f] et en tenant compte de la formule (8),
) _ ’ S+h—i
(32) R = (% — Vsi14o—i) * ‘-xb Xiglre-os ¥m; JI (% — }’v)],
va=it
i=k+1LAr4+2,...,m
Stk=i i
Mais le polynome 717 ({x — ,) aune dérivée d’ordre s -- ¢ négative

v=t

sut l'intervalie (a’, b} si les points (24) sont 4 droite de &’ et s —m - 1
est impair, Dans les autres cas, compatibles avec les hypothéses du théo-
réme 1, cette dérivée est positive sur (@, ). Il en résulte que les coeffi-
cients & sont positifs si les points (24) sont ou bien & gauche de ¢’ ou bien
a droite de &’ et s — m + 1 est impair et ils sont négatlfs 31 les points (24)
sont a droite de )" et s — m + 1 est pair. On a supposé a’ << #’. Lorsque
@' = b’ nous sommes dans le cas p =1, k< %, et on voit facilement que
la propriété est encore vraie.

Le théoréeme 1 est donc démontré.

Dans le cas du théoréme 1, dans les formules (27) nous avons ¢, = ¢, =
= ... = Cpop =0, donc si s< o= Lyion aoR([f1 = [, % .y % 5 f]

Le théoréme 1 généralise certaines propriétés de H. D. Kloos-
termann [1]. On obtiennent ces propriétés pour

% =3+ @~k i=1,2....m h+0), vi=x¢{=0,1,...,5
=% t=12...,m y=x+ih1=01,...,5{kF0),

respectivement et si, de plus, nous supposons que la fouction f admette
une dérivée continue d’ordre s + 1 4 l'intérieur du plus petit intervalle
contenant les points xy, y;.

15. — Reprenons la formule {28) et tenous compte des conditions
sous lesquelles cette formule a été établie Nous pouvons alors trouver une

relation simple eintre les coefficients p¥, p$*". Nous avons

R; I.f] i CS+1[3’DJ Yoo Yena rf.' = R-‘»'+I [fl ==

e LE:.+1)

= ]I 7{[%: Mise v or Vo 1bbimis bl Xgzse oo, Xis [ —
ikt A Vs 2 ki _
il

— [¥0: Yrov - o Fstzttemis Vit 1r Bigare o,
oit la seconde différence divisée se réduit a [yg vp,..., Vegr s f] pour
;= k£ -} 1. La formule a un sens, puisque sous les hypothéses signalées,
xi#ys+2+k-—£; i=k + -I-) k+ 2}' o

En comparant avec la formule (28), nous déduisons,

(33) [J’(S-H} = (xz - ya+2+fz~—-a) (P’t) ol P-(S}I = e P’E;?)
t=hk4-1,kF+3,..., m

Ces formules permettent d’énoncer le
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THEOREME 2. — Sous les hypothéses sous lesguelles on a élabli la
Jormale (28) et si: 1° tous les points {24) sont = a’ ou bien tous sont = b’
9° ¢l existe une valeur sy, de s pour laquelle fous s les coefficients &> sont du
méme signe,

le veste R;[f] de la formule d'approximation (25) est du degré d’exac-
Htude s et est de la forme stmple pour s = s,.

En effet, sous les conditions du théoréme, on voit que si les coeffi-

cients p? sont tous du méme signe, les coefficients p(”l) sont également
tous du méme signe,

i6. — On peut se demander s'ils existent toujours, pour une fonction-
nelle linéaire 4 [f], de la forme (1) par ex., des valeurs de s pour lesquelles
le reste R;[f] soit de la forme simple, ou bien si ce reste soit de la forme
simple pour un s assez grand ! Nous donnerons un exemple pour montrer
que la réponse eq‘r 11égative'
Soit A [f] = f(0) + f/(0) et prenons les points v, = (v 4 1) (v - 2},
0,1,... Dans ce cas nous avous (s = 0),

SUf] = (=18 s (s 4+ 1) L0, 0, 99, 84, 1,

AN (S + 2) [O»ymyl’- » o2 Vs f”’-

Compte tenant des résunltats antérieurs, R [f], qui est du degré
d’exactitude s, n'est pas de la forme simple pour aucune valeur de s = 3.

L ——t

Ms—1 ;f] -

17. — L’exemple précédent fait que la propriété suivante présente
un certain intérét,
THEOREME 3. — Sous les hypothéses sous lesquelles a été élabli la

Sformuie (28) et si tous les points (23) sont confondus en un méme point w'ap-
partenant pas a Uinfervalle ouvert (a’, b'),

le veste Ry (f) est du degré & exactitude s et est de la forme simple pouy
s suffisamment grand.

Dans ce cas nous avous k == 0 (si les points (24} sont & Vextérieur de
[@", 8"]) ou & = R (si les points (24) coincident tous avec @’ ou bien tous
avec 0'). Il suffira de donner la démeonstration dans le cas £ = 0,

poit done & = 0. Les formules (33} deviennent (s = s — 1)

(;1) p’E‘H UL ( *— J’o) (IJ"S} (3}1 + . 'I" lJ-:rx)) 7 = J 2

Nous allons maintenant choisir les notations de maniére que la suite
¥y, Xy, ..., ¥y Soit non-décroissante resp. non-croissante suivant que
Vo << a’ 1esp. ¥ > b, Alors les nomhbres x; — ¥, sont différents de zéro, du
méme signe et la suite lx; — 4|, [% — Yolovoor 1%m — ¥, |, de leurs valeurs
absolues est non-décroissante.

De (34) nous déduisons

(35) D = g MO i =12, .., m
=i

oit la ' matrice triangulaire (M{)) est la (s — m |-

matrice triangulaire

1)*™ puissance de la
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3‘:1 — .yﬂ j':] — Yo -+ = :’JO

0 Yy = Wo oo Ay = Yy

{ O . Dxy =y

’
Désignons par Wy(z,, %, . .., &) la fonction symétrique 2, 27 252 ... 27
la somme étant étendue aux solutions en entiers non-négatifs de 1"équnation

en o, o b ooy oo -l =t (Wolz, 2. .., 5) == 1), Nous avons
9 Fatd) : ; 5 2 . ¥ g
(36) Mip == (8 = yo) Wemm (¥ — Yoo Vit — Yore o0 % = 30),
Fomd, 0o e 0,00 .
18. — Avant d'aller plus loin nous allons établir un lemie qui pré-

sente un intérét, indépendamment de ["application que neus lui donneons
JET

Lemme 6. — Si les nombres non-négatifs 2, 2,,. .., Z—{yr > 1) sont
compris dans Uintervalle [0, z.], nous avons [inégalilé

Wolsy, b v ooy &) st Wiz, z,, . .,,;/,_Q
(37 (,, e i (f’ o) e)
; i y i

U épalité étant vrate st et seulement si ou blen { == 0, ow biew £ >0 et lous les
nombres zy, %y, .. ., & Sonl égaux.
La propriété est immédiate pour 7 = 0 et pour i >0 ct z == z, =

SUpPpPosons que z;, Z,, ..., %4y ne sotent pas tous nuls. Alors on a néces-
saitement 2z, >0, Nous avous

[/I,—’rl_(z]) M AT .Z,-) s [_:,’1, Zanele Nt x;’--] ‘IIi
T TR I AP S N S il Wt

s 2y 3 o L SR L - 2
ot

(J‘ — ! -k f) _l_'it'(fl' Gar e ) My " (1":._ oy Fpy)

e s = - Tk ”? f,f ‘: pove o ;; .
(,, ek r - 2 ,-) i, 7 e
) (7

k- 2 } HALY
L2 pcal ot 2 s AR st SO el 0 0 N Aot BT el RS )
r—1 r— |

Mais la dérivée (r — 1 L&kt

o L= 1)
égale a{——)

{r —1j!
en résulte que le polynome cousidéré est convexe d’ordre ¥ — 3. I /inégalité
(37) en résulte immédiatement,

) e

du polynome x [(#--1-#)z, —ex] est

=V (3, — %), qui est positive sur Uinlervallie 0, z). 1l
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Le cas de Iégalité est facile a étudier.
Le lemme 6 est donc démontré,

I.e nombre (" ": 7Y est précisément le nombre des fermes de In

fonction symétrique Wil %, ..., 2)%) . )

St 0z =2, ... =2, quiest le cas qui nous Interesse tout particu-
licrement dans la démonstration du théoréme 3, nous pouvons déduire
encore une inégalité remarquable. Dans ce cas nous avons
(v—DWi (2 oz —(v—=1 4 Wiz, 2 -0 0y ;.-v__,),‘g 0, v=2,3..7

Si mous ajoutons membre & membre ces inégalités, nous déduisons
{r =1},

Wilay, 250 o000 20 Ll i1

: r=1 =
(38) 3 Witz %)
w=1
18. — Revenons i la démonstration du théoréme 3. Compte tenant
de (36) et de {38), nous déduisons
M{s] s —ni--1 s—m4+1 . .
) It =T 1,2, ...,m—1
(39) n—l m o i wmo—
% )
j=i
et de la formule (35) nous obtenous
=1 A 1
B == 5
Ml(s) (m=1 J‘Li " Mj'j =
5 ) = &
[J.}ﬂ S, HKm e = E M E,s;}
m-~1 A==l & f=i
= 3 e
2 M) E M
J'-_f Je=1
s=1,2 ...,m—1.
m=—-1 6) ,
Nous remarqguons maintenant gque : 1° les sommes 3 Miy, i =1,2,...,
J=i

.. — 1 sont diftérentes de zéro et du méme signe, 2° le guotient
tir—1 i —1 . : ;

5wl M ® $ M est une moyenne arithmétique pondérée des nom-
i=t =t

bres pf™ 0 w7 ph P, Ces nombres restent compris entre denx nom.
. ; ‘ . (A1} 3 ! . (=13
bres fixes, indépendants de s {(entre  min P et max Wi ),
ie21,2 5 0 w0y =] i=1,2, ..., fl==1

%) I/inégalité (37) pent aussi s'éerire sous la forme d'uue inégalitd entre deux valeurs

1}! Wilzg, 2gy - o0 Z2) =~ \j‘./'wl, (7, 2. - - -» £A0)

N (i) (it ")

‘Mmaoyennes,
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3° wit-D est différent de zéro, sous les hypothéses du théoréme 3 (voir

T
tous les nombres p}s], =1, 2 ..., m sont différents de zéro et du méme
signe (leur signe est celui de [sg (% — ) "7 . sg p ™).

Le théoréme 3 est ainsi démontré pour % = 0. Pour % = &, (dans ce
cas p >1), la démonstration se fait d'une fagon tout A fait analogue, en

nous basant sur les formules (33) pour % = &,.
Le théoréme 3 est donc démontré.

nr, 13). De (39) il résuite donc que, pour

52> (m — 1) (1 - max

imLZ .00 omi-]

20. — Pour donner un exemple prenons la fonctionnelle linéaire

A[f} = f(6) — f(0) — 0,28 [f(0) - /'(6)] —
— 1,82 [f(1) 4- f/(0)] — 2,2 x f7(3),
qui est le reste de la formule de quadratare de Hardy [2]
6

Jf(-‘f)dx = 0,28 [f(0) -+ AB)] + 1,62 [f(1) + f(5)] - 2.2 X f{8) + R* [f]

appliquée A la fonction f'(x} (R*{f'] = A[f]).
A[f] est du degré d’exactitude 6, mais n'est pas de la forme simple
[7]. Si nous considérons le développement taylorien '

471 = 24129 4 &ip)

en vertu du théoréme 3, le reste R;[f] est du degré d’exactitude s et est
de la forme simple pour s assez grand.

Nous avons daus ce cas p =8, by =ky = ks = ky = Jy = 2, m = 10
] [ L . N L — THg s " ’
k=s"=2,4=2%=0,% =% =1,% = 2% =3, & = #; = 5, %y = %,,=

=06, ¥y==y = ... =0. Nous pouvons appliquer les formules (31) et
nous trouvons

s = 4 [+"], e =BA[CT (v — 1) (v — 8)%]

uf = AT (2 — 1)), u) =54 [+ (x — D2 (x — 3)%(x — 5)]

o) =34 [x2 (x — 1)2], o = 64 [ (x— 1 (x— 3 (x—B)?]
e’ =34[¥ 7 (x — )%z — )], pff =64 v (v—1)2(x—3)(x—5)%(v—6) ]
A Taide de ces formules on peut calculer les coefficients ;.L(,-Q}, en faisant

$ =19, en tenant compte du fait que A[/] a le degré d’exactitude 6 et en
calculant les nombres

AX ) =648 A[P]=18552 A[+°) = 1982838
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Pour caleuler les coefficients () pour s > 9, on applique les formules
de réccurence (33) qui deviennent ici
T T L L A BT LA T L ST L P U R
T T A ST LA L S L v
uE? = 3 + uf? 4w e + e i)
e = 308" 4wl -+ p + 4 iR

+1 e ] ( )

e = 5 e 4l - il
2+1 E [ &)

pEY = B(ud - w8 + el

piT" = 6 + p), wie" = 6uid
§s=9, 10, ...
11 suffit de faire les caleuls jusqu'a la valeur 13 de s et nous trouvons
les valeurs des coefficients p?) comprises dans le tableau :

\ 9 10 1 12 13

1
3 19828,8 174 960 1108 792.3 3888 7776 | —19 504 4832
4 15 273.6 155 131,2 933 832,8 27799848 | —23 483 260.8
5 50 349,6 410 572,8 2336 104,8 5538 456 | 78 789 736,8
6 97 510,2 259 524 1104 386,4 | —14698584 | —95405104,8
7 | 4d064 244 944 543 024 —7971696  |—151 659 216
8 | 18144 24 624 — 681 696  |—1068G816 | —111 500736
2 il e 388,8 — 79 315,2 0657792 | —8734003,2 | — 700399872
10 | —13608 T g1 648 — 489 888 — 2039 328 —17 635 088

On voit que le reste est de la forme simple pour s =13,
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