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l" Soit ,4 tfl .- .'1 l/(.1) | rrnc\Iorrctioturellc lirré¿Lire, c1<¡uc aclclitive
c1. lrourcrgène, cléfinic stlr 111r espace vcctoliel S c1e fonctions -f :f(x), réelles,
clc 1¿r variable r éelle ø, cléfinies et contito,ues sllr ur iutervalle 1. Nous
clésignerons pat øl'extrémité gauche et par b 1'extrérnité droite de f intervalle
1. I)ans 1a suite nous sllpposerons toujours que 1es é1éments de S rrérifien-
ncnt toutes les propriétés c1e dérivabilité nécessaires pour qrle 1cs foncti-
onnelles linéa-iles considérées aient un sens. Nous supposerolls toujours que
S contierure totls les poh'nornes. On suppose toujours c¡te ø< b.

Toute lonctionnelle lirróaire Alfl " tn degré d'exo,ctitttde bien cléter-
rniné. Ce clegré cl'exactitrrde cs'b 1e noinble entier n,à. - 1, ou le nombl'r:
inrpropre 11, : (b, calactérisé pa"r 1a propriété :

'Io. ,n - - I si Al.1 )+$.
2'. Alx' I : 0, i:. {),1, ..., tt., .4 [,r"'tt]=É 0 si ,4 [L] - 0 et si l'rrn

¿rtL rnoins clcs nonrbres A lxt l, i:0, l, ... cst différent de zéro.
3". tt,: co si ,4 l*'l:0, i :0, 1, ...
Daus les cas lo et 2' 7e clegré d'eractitucle est fini. Cc cas a lieu si et

senletnetrt si All) est différent cle zéro sllr u1l pol)r11e1n" au moins. Dans
le cas l3', le degré il'exactitude cst ittf,ínl et alors Alll est nul sur tout
polynome.

Potrr c1u'une fouctionnelle liuéaire A lfl soit nu11e sur tout polynome
cle clegré n,, il fla:ut et il suffit rlrle son clegré cl'exactitucle soit éga1 à n ut
rnoins (on suppose totrjours (Ixc ,¿ < cÐ). Un polyuome de clegró t¿ est c1e

la fornre oox" l- or*"-7 -l- . . . -l- ,t,,, les coefficients ø.¡, dt, , , ., u,, étttttL
cles rrornbres réelles quelconques. Si l¿ þlus h,øwl coefficient øo cst iÊ 0, le
polylorne est dit de clegré effectil r¿.'

2. - Nous allons nous occuper, err particulier, cles fonctionnelles
linéaires Alfl qtlj sont éga1es à une combinaison linéaire desvaleurs, srlr
un nornbLe fini de points, c1e 1a fonction / et d'un nornbre fini cle ses
clérivées de divers ordres. Une telle fonctionnelle litéaire est de la forme

ê.
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d'autre part, on ne peut pas faire de telles suppressions,de noeuds si les

conditions (2) ne sont pas toutes vérifiées. Il est facile de voir comment
on peut obtênir le nombre minimum des noeuds'

Considérons le polyndme de degté, rn

(3) t(*) :fr,. t- - xu)'
v:1

Alors*)

^ l'fi\,] - 
(trí,k¡^' 

l*,1:'--:, 
: (ti,k,-, (ki -r ) r,[l (', -',)ru

i:L,2,...,þ
qui, d'après l'hypothèse (2) sont tous r ifférents de zéro. Nous avons donc le- 

L im m e 
- 1. - Là fonctionnelte linëøire (1), oòt, les coefficients a¡,¡

ne sont þøs tows'nuls, a un degrë d'exøctitud'e (fini et) ør,t, þlus égal à m - 2'

11 en résulte que si la lonctionnelle linéaire (1) a un degré d'exactitude
plus grand. qre m - 2 e1le est nulle identiquement.

4. - Si la fonctionnelle linéaire (1) a un degré d'exactitude égal
à m - 2, elle se réduit, en dehors d'un facteur non nul et indépendant
de la fonction f , à Ia différence d,'iaisée d,'ordre nc - t sur les nL noeuds
fr1, fr2, ..., xm de la fonction f. Cette différence divisée sera désignée par

(4) lx1, x2, ..., x,,tiÍl
oú par

(1) Am:É "i-' o,,¡ f(i) (r,)
¿:r i:o

orr, þ, hr, hr, ..,,lrp sont des nombres naturels donnés, z¡, i:7,2, ...rþ,
l points d,istinctscle f intervalle l et &i,j, j : 0, 1, ..., h¡ - l, i : 7, 2, ...,
1, des nombres indépendants de la foiction,f. I,"s points z¿ sont les noeud,s
et les nombres ø.¡,¡ sol1t les cofficíents de la fonctionnelle linéaire (1).

Dans l'expression (1) et relativement au noeud z¿ f.igtrenl les valeurs
de la fonction et de ses h¡ - 7 premières dérivées, donc de ses premières
å¿ dérivées si nous convenons que 1a fonction elle même soit sã propre
dérivée d'ordre 0, sur ce point. Pour ce motif nous convenons eu'en z¡
soient confondus å¿ noeuds. Alors È¿ est l'ord.re de muttiþticité dt nbeud z;
(c'est un noeud sirnþle si Ëj:7., doubl,e si fr¡:2, etc.). Ñous pouvons dire
aussi que zr est un noeud d.'ordre É¿ de multiplicité. De cette façon le
nombre total des noeuds distincts or1 non (donc chaque noeud compté
avec sorl ordre de multiplicité) est égal à rn:hr*kr+...f Æ.I,e
nombre m est 2 þ et est égal ù þ si et seulement si tous les noeuds
sont simples.

Ires tn noeuds, siru.ples ou r1on, peuvent être désignés par 11, fr2, . . . , xn.
Parmi ces points, exactement å¿ coincident arrec z¡ po17r i:1,2, ...,þ.
De cette manière nous avons numéroté une certaine permutation des
noeuds. En principe la permutation, donc le numérotage des noeuds,
est arbitraire. Ils existent cependant certains numérotages privilégiés,
qtle nous appelerons des numérotøges normøux. Dans un numérotage normal,
pour tout i, Ies h¡ noeuds x¡ qti coincident avec zi sont numérotés avec å¡
inclices consécutifs. Un numéiotage normal est, par ex., xkr+ k"+... +ft¿_1 I v :
: zi, \t :1, 2, . . ., hi, i :7,2, . . ., þ (ko: 0). En particulier, si la suite
x1, fr2, . . ., frm est monotone (non-décroissante ou non-croissante), le numé-
rotage est normal.

3. - I.a fonctionnelle (identiquement) nu1le sur S est de la fornre
(1), oìr tous les coefficients a.¡,¡sorft, égaux à 0. Cette fonctionnelle linéaire
a le degré d'exactitud.e égal à oo.

Une fonctionnelle linéaire de la forme (1) ne détermine pas complè-
tenrent le système des noeuds z¡ ãyÊc leurs ordres de multiplicités respectifs.
Dn effet, nous porlvons ajouter un nombre fini quelconque de noeuds
quelconques sans que la fonctionnelle linéaire considérée soit modifiée.
11 suffit de démontrer cette propriété pour un seul noeud øo ajouté aux
précédents. Alors nous porlvons ajouter è', Alil, sans modifier ses valeurs,
le terme 0. f@r) si øo ne coincide avec aucun de noeuds z¡ et le terme
o. .fß,t (z¡) si xo: s,.

Considérons alors une fonctionnelle linéaire (1) qui n'a pas tous ses
coefficients nuls. Nous pollvons supposer, sans restreindre la généralité, que

(2) øt, k¿-'1 +0,'i:7,2, "',1''
Dans ce cas les noeuds sont réduits à leul plus petit nombre puisque,
d'une part, si 1es conditions (2) sont vérifiées nous porlvons supprimer
un certain nombre de noeuds sans modífier la fonctionnelle Alfl, et,

22,

lh hz hp

I,a différence divisée est une lonctionnelle linéaire c1e la fornre (1)
détermiriée complètement par les conditions de s'arrnuler sur tout poly-
nonre de d.egté m - 2 et de se réduire à 1 sur le polynome ø"'-1.

I,es différences divisées jouissent cle diverses propriétés et vérifient
des formules bien connues. Nous allons rappeler les principales formules
clui seront utilisées plus loin.

I,a différence divisée est symétrique par rapport aüx noeuds sur
lesc1uels elle est définie. Il en résulte que dans la notation (4) le numérotage
cles noeuds est inclifférent.

Nous avons I'a rel'ation d,e récurvence

(5) lt1,t2,'.., lq¡r ; Íl:ltz't'¡'"""tp+till - 
uþt''""t'o; fl

ls¡1 - lr

pp
*) E ¿, i;J significut que dans la sornme resp, le produit la valeut I de l'iudice e$t exclue

f' .' ry
L.7r/.7, t..r.lt 22, 22' - . 11tl¡l'áp,, "optJl
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qrri cst ure re1atio11 elltrc les différences clivis<!cs cl'orclre g .ct les. cliffé-
r-"n,:"s divisées d'ordre p - 1. l,a fortllule (l"r) est valable sons la seule con-
<litions clue les 11oet1ds t1, Lp+t, soient clistilcts, ett supposant, bierl eutendu,
tlue les 

-différe¡ces divisées qu'y figurent ¿rieut t1ll sel1s.

Si tous les uoeucls d'une différence clivisóc d'orclre g coincident avec

le môme point l, cette dilférence cliviséc est ógale à 1/tol(l), Nous avo11s" p! " '

donc la forurule

(ri) l,:!!,;::-r;/j =: 1f'n' (¿)

c*1

Notts avons aussi Lcr. .form'tt'Le de dëcontþos'itiorr'

(7) llr, 1",...,:n,1't,t't, ..,t'a,;Í):l',,,,,,....1^i-- t,\'n I

L..,rQ,-(.,ætl 
I

On voit c1ue, dans 1e cas de la différence divisée (4), les conditions
(2) sont vérifiées. 11 err résulte que dans 1e cas de 1a clifférerrce clivisée,
La notation (a) met err ér'iclcnce précisément le systèrne cle noeucls au
nornbre minimttm.

ij. - Désigl1o11s pat L(rr, xz, ..., xu':Ílx),1e polr'ttome c1e I'agrange-
Tlerniiterelatif à ia fonction/et sttr les rioeuds K1, x2, . ., x¡r. C'cst le pol¡'-
rronre (utri<1ue) Z(r) c1e clegré nl' - | rltti i'érifie les égalités

(10) L"'(r,):lu'(r,), .i -.0,1, ..., /¡i --l, t': l,'-1, ...,þ.
1.,lous at'ons'r')

(11) L(x,, r,,
nt-l

f, (r; - ,r,)(r xr) .,
v:0

De (10) i1 résrrlte clue

(12) Alil: AIL(:;', x2, ..., x,,,;flx))
ct, comptc tclrant r1e la formule (11),

tÌ1-l

,4lfl : E o" [r,, n2, . ., xu.t-t', 17
v:0

r,¡,¡: tt,it,- 
. (", , ')1",ïl':' 

t,-"

j :0,:1, ..., lt¡ - 1, i :1,2, ...,þ.
Nons lvons, en patticulicr,

1,2, þ

11,t2,.. ,l,n' ' 1r, - /r)(.v -.
.f ('v\

l 1,,)...(;i--lo)

<iui est valable à conclitiou qtt'aucuu des noeucls lr, 6, ,. , , lo ne coinciclenl;

¿rrrcc l'un tles noeuds ¡lr, lr, . . .,ln,.
Nous avous aussi la forittttl'e dc rëdu,clion

(s) Ltr,tr,...,tn, tl1,lz,...,Lln,; .f(x)(x -tlØ - tr) ... (x - ¿r,li:
: Ltr,t2,...,te;l).

I,es folurules précéclentes pelurettent clc trouver les coefficietts c¡,1

cle 1a c1iflérence clivisée (.1),

p h¡_l

, :;r, ) J'f : E E t,,t J'i\ (r,)
¿:t J-t)

". rL,.\,,,ùttt,.1 l:t)-

(rr - 
"u) 

. Ly.,, xr, . . ., rv+tl Í)

(9) l:v1, xz,

Si nous pos011s

( ll3)

oìL

(r4)t,(r): r+r:¡,t' - z.u)t'u, i:7, 2,..., l¡

oir l(r) est 1e pol¡.nour. (3), cn appliquant couveuabletnent et plusieurs
fois s'il est nécessaire, 1es fonnules (6), (7), nous el1 c1éduisons

av: Al@ - x')(* - ,r) ... (:v - r")1, v :0, 1, . ' ', m' -1

lllr, xr, . , ,, rn ;/f : É, I
z¡, zi, . . ,, rJ¿ )

f
l¡

Si la fonctionnclle iinéaire consiclórée a tur clegrci cl'exactitucle att
nroins éga1 à n (0 ln{nt' -2) r'rous avo1ls ãv:0, v:0, 1,..',nel
récipro<lirement. Si el1e a un clegré d'exactitude égal à t' (- 1 Í n I rn, - 2)

noús avons, de plus, &, tt : A ¡v"+t ] ;Ê 0 et réciproquernent. Cette pro-
pliété peut être énoncée sous la forme du

I, ô.r tt e 2. -- Po'tt,r qtr,e Lø fonctionnelle liné,aive (1) ø'it le degré
cl'exactitude &tL n1,o17ls ëgal à n,'il før,tt et il su,f-fit c¡r't'e tløtr,s son exN;ression

sotLs lø fornr,e (13) l"on' ølt ao: &t : . . . : att:0. f)ottr ryte le degré d'cxac'_#_r l1!_¡,0'-"
- þ, V,,- l) | I I¡@) ¡x-2,

Nons avons dolc
*) Si v : 0, le p.rocluit (:v - 'rr)þí - rz) ... (r - tv) cst reilrplaçé pnt l. I)c lelles coil-

vcrrtiotrs s'applirprent aussi 1:ltrs loitts darts deh {ortntrles analognes
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f,a condition est suffisante. En effet, toute différence divisée d'ord-re
n -l 1 est cle degré d'exactitude n, donc s'annule sur tout polynome de
clegré n. 11 est donc c1e rnême pour toute combinaisotr linéaire de telles
différences divisées.

f,a suffisance de la. dernière conditiorr clulernule résulte cle la formule
tn-n-l

A¡x"'t't i - I v¡.
j.=l

Ira conditior nÞ max(/er, h2,...,hr) - 2 du lemme est essentielle.
Si cette conclition n'est pas vérifiée il perrt rre pas exister une relation cle

la forme (17). Ceci résulte facilement clu fait que si les noeuds cl'une fonc-
tiounelle linéaire de la forme (l7) sont réduits à leur nornbre minirnurn,
parmi ces noeuds il n'existe aúct1n qui ait un ordre de multiplicité ) n -l 2.
I)'ailleurs, si u,< max(Ér, k2,. . ., hr) - 2, il n'existe auctll1 numérotage
r'érifiant la propriété (ll1),

II

7. - Nous allons rappeler la notion rle fonctionnelle linéaire cle la
forme sirnple. I,a foncti<¡nnelle linéaire Alfl, <1éfinie sttr l'espace S est
dite de la. form,e sín(i'e s'il existe tllt trolrrbre entier tt à --1, te1 que, pour
torrt /eS, I'on ait

(18) Alf): I{. lE,'Çr,"',E +zif1,
orì 1l est un coefficient différent cle 0 et inclépendant cle la for-rction / et
les €r, 82,...,ln¡2 sotrt n + 2 points distiucts de f intervalle I, si ra ì t)

mêmè dè l'intérieur de f intervalle 1 et qui, en général, peuvent dépendre
cle la fonction /. I,e fait c1ue, po17r n Þ 0, les points E¿ peuvent être choisis
à f intérieur de f intervalle ,I résulte des propriétés cle lnoyenne des diff é-

rences divisées [6]. Dans ce cas le degré d'exactitude de .4fl] est néces-
sairement égal à n. Il en résulte que si une fonctionnelle linéaire est c1e

la forme simple, el1e est de cette forme pouf une seule valeur cle n. I1 existe
une importante propriété clui caractérise les fonctionnelles de la forne
sirnple la ] et clui peut être énoncée sous la forme du :

I,emme 4. - Pour que l,ø fonctionnel'l,e linéøire Alf) soit d'e la

form xiste un nombre entier m > -1 tel que

L'on 
:{iJ::'!:: #,," ,,u. intimément riée

à la dre supérieur.
te conaexe d"ordre ø si toutes ses dif-

f érences divisées d'ordre n + 7, s17r 'n f 2 noeuds distincts (appartenant
à 1) sont positives, I,a fonction est dite non-conc&ae d'ord're !.(1tu 1). si
toutes ses ãifféfences divisées d'ordrd n + 7 sur des points distincts (ou
non) sont non-négatives. Une fonction collvexe d'ordre ø est une fonctiou
non-concave d'ordre ø particulière.

!e nombre n dt Temme 4 est celui qui figure dans 1a formule (18)

correspondante. I-,e coefficient K de cette formule est égal ù Afx"+l f ott

asÔz rrÉnnrú poPovrcrù

titud,e soit égøl exactement à n il, est nëcessai.re et soffisante que, de þlus,
l,'on øit ûn+t * 0.

G. - I'e résultat précéclent est vrai po1lr t1n numérotage qtrelconclue
cles noeuds.

Supposons maintenalrt clue la suite ø1, Kz, . . ., ø. (donc le numéro-
tage respectif) cles noeuds jouisse c1e la ltroltriété qrre si 7i, 7 sout deux c1uel-
eonqnes c.les inclices '1 ,2, . . ., ffi,

flfr) j - i> n )- 2:> ri* ,íj.

En appliqrrantla formule (5) aux diflérences clivisées lx1, xs, " . ., t;u+tí),
v:n1-2, n+3,...,%-7 (si m2n)-3), lorsqu'il est nécessaire
même plusieurs fois (si ln Þ n, -l- 3), nous clécluisons la formule (m2 n, -l 3),

(16) Alil : i o" l*r, xz, . . ., x"+t ) l) l-v:0
m-n-l
*rI trr l.xr, x¡t-t, . . ', xt-ru+t', fl,

oìrles coefficients øu, donnés par (1 4), et les coefficients 1t¡ ,i:1,2,
nt, - n - l sont irrclépetrdauts rle la îorrction /.

Nous pouvons énoncer alors le
I, e ru rn e 3. - Pour qu,e l,a fo'ncl,,ionnel,l,e lin.éa.iye (1) øil l,e degré

d'exøcl'ilttcle ørt m,oins égal à nà lntax (hr, hr, . . .,lro) - 2 (donc pour qu'ellc
soit nulle sttr tout polynome cle d :gré ø I ¡rrax (h,, kr, , . ., hù - 2) il
fatrl et il, stt,ffil, c¡t.t'ellc soi,t ¿le lo forrne

(1?) Alfl :"É-'rr., l*,, x¡+t , . . ., x¿+n+ti f),
i:l

oti les V¡,i:I,2,...,zn-n,-7 sonl des coefficients ind,ëþend.ønts de
l,a fonclion l.

Pou,r que, sott,s les m,êmcs conditions, le degré d'exactiturle soil. ëga.l à.

n, il, est, de þlus, né,cessøiye et, swffisante qøre l,'on oO, 
Ð, ¡-¿¡:É 0.

La condition est nécessaire. I1n effet, cl'une part, sous 1es hypothèses
du lemme, nous pollvons trouver un numérotage des noeuds tel- que les
conditions¡ (15) soient vérifiées. Un tel numérotage est, par ex., tout hunré-
rotage nornal+) . D'autre part, alors de la formule (l 6) il résu1te la formule (17).

*). Ils peuvent exister des numérotages, clifférents d'unnumérotage normal, pour lesquels
les conclitions (15) soient vérifiées. Si, par e)i., nous avons I - 3, hr: B, ltz - h": 2 (clonc
y:7),n :3, les permutations (P): 2,.,21,22,22, z1, zst zst (P') : zr,2r, zr, zr,-22, z.i z. rlonnent
cles numérotage qui vérifíett les conclitions (15). Ces d.eux nurnérolages-difiérènt en ce c¡rc
la forrrule (17) correspondante à (P) conchiit aux mêrnes différences clivisées que lapermrrtation
(P*):zr,21,zy22,zz,z!r,za qni correspond à un numérotage norrnal, taudis que la formule (17)
corresponclant à (P') conduit à cles cliffétences clivisées qui ne sont þas les utêmes (dans leut
ensemble). I1 en résulte que le nurnérotage corresponclant à la pelmutation (P) est, d'nne
certairre |açon, réd.u'cl'iól¿ à un nurnérotage norrlal, tandis c¡r'il n'en est pas ainsi pout lo
perrnutatiou (P'). La notion de ,,ré<luctibilité" rlui intervient ici est snffisamrnent cl¿rire.

(i
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coefficient ¡r¿ différent de zéro pour 1ec1uel 1es noeuds xi, x¡i-1,. ..,fr¡¡¡-¡1 de
1a différence divisée correspond.ante ne sont pas tous coufouclus,alors 1a

fonctionnelle linéaire (1 ?) est du degré cl'exactitude n et est de la fortne
sirnple.^Tra conditiol clue 1es coefficients ¡r.i soietrt du rnême signe n'est pas,
en général, nécessaire potlr qlle 1a fortctionnelle linéaire (1 7) ait le clegré
ci'exactitucle n. eL soit de 1a forme simple,

Supposoirs naintenant qtle tr Ix, I.., 
-<rrrultiplicité des noeuds distirrcts soient 1n -l 2. I)'après certains résultats

r¡btenirs déjà t5], i1 résulte que si.n: -_ 1, 0 ou 1, la condition que tous
les coefficiènts ¡i¡ d.e 1a fonCtionnelle linéaire soient du mêne signe et
c1u'il existe aurnoinsunipourlecluel ¡-Li *0 etlesnoeuds !Ç¡, xi+l ,' '., %¡¡n-Fl
ne soient pas tous confonãus, est n,écessøir¿ et suffisante pour que la lonc-
tionrrelle linéaire considérée soit du degré d'exactitude n et de la forme
sinrple. Bien, entendu, poul n : -7, 1a dernière condition, donc clue les
x¡, fr¡+t ,. . , , xi+n+l ne soient pas confondus, ne se pose pas. Nous allons
reprendre ici la démonstration que l1ous avons, d'ailleurs, donné, avec
ceitaitres modifications non essentielles, dans notre travail cité t5].

D'après ce qui précède, il suffit de montrer que si la fonctionnelle
linéaire lfZ¡ est dì dègré d'exacitude rø (pour n' : ,!r0 ou 1) et est de 1a

forme siàpÍe, aucun dõs coefficients ¡-r.i r1e peilt être clifférent de zéro et de

fl-1r-l
signe contraire avec le rrombre A¡v"t-r ]: E ¡r¡ (qui est nécessairement

nt-n-l
;10). En supposant,E, *, *0, la propriété est donc équivalente at faft'

¡ rtt^tt--7 \
que les inégalités { } rr"ìp.¡àû,i: l,i},,'..,'t't¡- r¿- I sottt vérifiées'

\ñr I

Pour la ci.émonstration nous tenons coll1pte du fait que si / est une fonction
non-concave d'ord.re n, il lattt que Zl t/] "" change pas de signe (qu'il soit
r:onstamment Þ0 ou constarrment {0). Plus exactement çlue, so1ls

tn-'il-l tlìt -n-'l \
l'lrypothèsä'l 

'*, 
'Ê 

0, l'on ait ( 
-E 

,r"l ¿ ff | > 0, poul tottte fonction /
i:r \Ër I

l1orl-concave d'ordre r¿.

[0. -- Pour 7a démonstration nous allons distinguer trois cas,

snivant les valeurs -1,,0,1 de n.

Cøs 1. n - - 1. Nous po11vol1s sttpposer \1 Kz< . '.
fonctionnelle linéaire (1?) se réduite à Alfl:Ë*,/(ø¡). Si 0<e{

t:1

t.:1,2, , m-l

l,@):|tt- - xi-lel-l lr - N¡- "l-2lx - xtl)

?0 - Mathematica
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à A lil otì / est un polynome cluelconque de degr:é n' -l 1. avec le plus haut
coefficient égal à 1.

Si la foncLioruelle 1inéaire Alfl est. de la forme simple et si 1a fonc-
tir>n f a r1ilc clérivée cl'oLclre tr, -l 7 (potr n à 0) sur f intérieur c1e f inter-
va1le 1, lo11s âvo1ls

(t9) Alfl: K- 
Io'"'(q),

þr l l)l '
oÌr 1( est un coefficient iricléperrclant de 1a fonction / (c1'ai1leurs éga1 àcelLri
clui figure cl¿rns 1¿r formrrle (f8)) et ( un point de I, si n,20 trtêtre c1e

f intérieur d.e 1, et clui dépend, en général, de la fonction /.
Nous retrou\¡ons ün cas classique bien conntl si A lf ) est le reste dans

la forrnule c1e Ta¡,le¡. Ira formule (19) est alors 1a forme classique clu reste
clonnée par f,agrange.

8. - Nons allons rappeler c1uelc¡ues propriétés des fonctions convexes
cl'orclre supérieur. 'loute louction corlvexe cl'orclre n > 0 sur I est couti-
rlre súr f intérieur cle 1 et si n,) 1 e1le a tlne dérivée continue d'orclre
n - L sur f intérieut cle 1. Si 1a dér'ivée JÊ('/+1) (ø), cl'orclre n. -l 1, existe, la

corrciitioir ¡Qt+t) (x)à 0 snr 1 cst nécessairc ct suffisante potlr que 1a fonc-
tion soit l1ol1-co11cavc d'ordre n, s:nt L Cetl-e conclitiou est seulement lréces-

saire et la conclition yr(r+'t¡ @) > 0 sur .1 est seulement suffisante pour cluc

la fonction / soit convexe cl'orclre n sLIÍ 1. Si ¡t'+tl (t) > 0 sur / et s'il
r'existe aúcül1 sous-intervalle non-nul cle 1 sur lec1uel :f("+1) (tv) soit nnl,
/ est corrvexe c1'ordre tt, s:ur L Lìn particulier rrous avons le

Ire rrl m e 5. - Pottr qtr,'ttn þoþnlonrrc f de degré effectif > rt' soil,

conaere d.'oyd.re n sør,'r I, it faut et it sø(fit qr,re l'on øit ¡(urtl (r) Þ 0 stn' I.
I,a condition est suffisante puisque la clérivée d'ordre n, -l 1 d'un

polynome de degré effectif ) n n'est pas iclenticluement nu11e, clonc ne
peut s'annuler clue stlr tlrr nombre fini (Þ 0) c1e points. Cette dérivée ne
peut clonc s'annuler identiquenrent sttr aücu1l sous-intervalle cle longueul
positive. Un polyrrome c1e degró effectif n est trtt po1¡'1e*" c1c degré ø clui
ne se réduit pas (sur un intervalle de longueur positive) à un polynome
cle degré n -'I.I,a corivexité cl'orclre -l est équivalente à la positivité et 1a non-
concavité d'ordre -1 à 1a non-négativité dc la fonction. Ira couvexitó
cl'orclre 0 est écluivalelrte à 1a croissarrce et ]a notr-concavité cl'orclre 0 ¿ì

1a non-clécroissance de 1a fonction.
9. - Une fonction coú.\/exe d'orclre n j<>lit c1e 1a piopriété cßre tottte

clifférence divisée d'ordre n, -l I c1e cette lonctiou sLrrn -l- 2 noetcls qtt'í
ne sont þas tous confondorc, es1. positive, à conclitiou, bien entendu, c¡rc
cette différence divisée existel').

Consiclérons une fonctionnelle linéaire de la forme (1 7). Comptc te-
rrarrt clu lemme 4, il réstLlte que si tous les coefficients ¡-ri, i:7,2,'.',
in - n -- .l sont Þ 0, ou bien tous s;ont { 0 et s'i1 existe au moins t1l1

*) Ir'existence aL1 sells clu nr. l, c'lonc au selrsj que 1¿ fonction ¿tllnettc effecti't'emelrt les

dórivées c¡ri interviennent clans 1'expression (1) rte 1a tìiÌféreuce divisée consicltitée.
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Fig. 2
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est non-décroissante et nous donne Alrtl: pi, Nous avons donc
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(20)
m-7

p") PiÞ6

Fig. 1

est non-négative, se réduit à .l sur x¡ et à 0 sur les autres noeuds. Norls

nvons <lorrc I t/,] : lri, i :1,2, .. ., m. Ilcrr résrrlte q"" fg rr"lp, > 0, rl-
\Êi l: 1 , 2,. . . , ?n, ce clui d émontre la propriété,

Cas 2. n:0. Nous pouvolls stllllloser, sans restreinilre la généralité,
qtre ttrus les noeucls soient cloublcs. Stpposorrs clonc qÍe ln soit pait et

polr i:2,4,.".,%-2.
2". Soit z, impair. Alors x¡-t1 K¡: K¡+tI xi+2, Si 0< e<

¡ min (r, - *t-t, fr¡+.2-:r:¡41), la fonetion continue

f,@):t (2r) lr-r,t rl-lr'--'-"1)
- 

2 
\"s I 'vt I ol tul

i:I,3,...,nt,-1

') i"vzí-r: K2¡,i:1,2,

X¿ f X,' X¡+tl

2x;+ ¡;11 x," r)Lxi,r

X;^t

X; X ì*t

11 t,

,-, X1 { .r:l (
2,

nt--1

I xnt*t. !:a fonctionnelle liné-

aire (17) se réc1uit ù A i/l __- ) pr [r¡, ri t ,fl. I,e ca,s orì cltrelques r111s ot1

tous les noettcls sont simpleu 
"Jît"orlrpris 

clans le précéclent conune n1l cas
particulier. Si, par cx., a1t lieu c1u noetlcl clouble Nzi_t: x2¡, 7'LoLtS avons
nn noeud simple cltti coincide avec ce point, il suffit de prenclre lrzi-r : 0
clans la formule précéclente. Alors la clérivée cle 1a fonction / stLr ce point
clisparait dans 1'expressiorl c1e ,  f/].

11 faut maintenant clistinguer clerlx cas, suivant la parité cle f indice
r. c1u coefficient ¡r¡.1'. Soit i pair. Alors 1es noeucls %i, Kt+t sont clistincts (:v¿ 1 x¡¡1) et
1a fonction continne

I

J¡ ?):;(w K¡ F l3.r - 2x¡ - x¡¡11 l3r - x¡ - 2r¡t1l)

; '),{ lll,_20 --. a¡'tr.".,

est norr-rlécroissarte et nous avous ¿ lt,1 : ,( I'i=l- * l1¡+1 \-f *,.\r¡- r¡*I r¡_rz-.Y¡+tl
Si pr + 0, pour e suffisamment petit, Alf¡l est, aussi * 0 et du même signe
avec p¿. On en déduit c¡re f inégalité (20) est vraie aussi pour i, : I,
3,.'.,m-7'

f inéga1ité (20) est donc vraie pour i :7,2,...,% -1 et la pro-
priété est démontrée.

Cas 3. lx:I. Nous porlvons srlpposer¡, sans restreindre la géné-
ralité, qtre tous les noeuds soient triples. Soit donc m tn mlltiple cle 3 et

soient %3¡-z: xsi-t: xt¡ , i:7,2, , ,!!, xtl xq< x7< '..<! x^-2. Iaa

m-2
fonctionnelle linéaire (1?) se réduit à'Alfl: ã *,lx¡, x¡+t, x¡¡2;ff. I,e

cas où quelques uns ou tous les noeuds sont doubles ou simples est compris
clans le précédent comme ún cas particulier. Si par ex., au lieu du noeud
ttiple xs¡-2: x3í-1: rl3t nous avons rrn noettd double coincidant avec ce
point, il suffit c1e prendre lr.e¡--z:0 clals la formule précédente. Alors la

)(i-t X; -á ¡.' X,' L€

/\i't I

/\l+2

Fig. 3

)([r 7 - x¡

!'l
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rlérivée seconde de la fonction / sur de

,4 lf l. Si au lieu cl'uu noeucl nt,
I ä.iruit cle prendre vs¡-z ait
(tr,*, - ts,)þ,ei-s: (xs¡'-2- l/l
ilisparess" aussi 1¿ premièt

No6s allons ici e¡core clistingrrel tleux cas, slrivaltt 1es valeul's de

l'irrclice i c1e pr¡ par rapport au cliviseur lJ.

1". Colsiclérolls le pair clc cocfficients Fr, F,,l-l oìr ri -¡- I cst un nrrrltiple
rle 3. l\ous avolls x,¡1.t 1 r¡¡2 et la fottction ccxrtinue

f¡(x): (*,+r- *,-rr)M
2

i :2,5, 8,. . ., m, - 4,

oir tr¡+l { ), { x¡1-s est non-conca\¡e cl'orclre l et nous avons

13 DIFFÉIìENCES DIVISÉES ET DÉRIVÉES 309

.[.(.r) - 1l+u1.r - .v¡) j- (* -- ,, -l- ') lx - x¿ i el -'¿l

- (x - x¡- e).1.v-.t¡ - "llI
'i : 1,'1, "i,. . ., ttt,'- i

est rrot concave d'ordre I et rrous avons

Atf¡):"WYt I

It¡ r2 -" lt¿-¡1 L r)-
I rr!

l¿¡ *l , [1¡+ I

-l

.r', - ,v. , .1,. .., - ,fjL ¿-) ¿'rr ,+2
I' v.¡

(tt-t-g - .r¡-¡2\

X;-t x¡-€ X¿' Xi *€

^t+l
^ t+2

Irjg 5

Xi*e

Xt-,
X.

¡

Y'

ì x¡*p

^t t.î

X ;,+

Si p¿ =É (), puur e suffisatltuenl. petit, ,4 lf I erst ;Ê 0 et est cle ttêrne sigtre
zrvec [.r.¿. 11 en résulte c¡re f inégalité (9 l) est vlaie aussi pour i : I, 4,7,. . ,

...,ul -2. I,'inégalité (?1) est cl.onc vraie pour i:1,2,',',ttt'-2 et
la propriété est démontr'ée.

¡ü. - I,a prop:riété mise er évidettce pollr n : '-I ,0 et I n'est plrrs
vraic poul n, ) l. Pour clémontrer cette pt:opriété i1 srrffit de montrer .qtte
si n > l, x, 1 xzl ...I tínt-4 et si ¡.r,', 1.t" sout deux nombres positifs
suffisanment grands (lr' -l'lr" >1), la lonctionnelle linéaire

(22) p"'1x1, eí2,, , ., rrtr; fl - l)í2, :v¡,, .', xtt.t3;ff-flt" lxs, )ía,. . ., xr+¿)l)

c:;1" (de clegré cl'exactitude ø et) c1e la fornre siurplc. lìn e[fet, irrtrocluisons
critrà les nóeuc1s r¿ eÍcore n -l' 3 rroeutls, en formart ainsi 1a suite de noeucls

x't1^'z'<...<
moyenne cles diff érences clivisées [3 ] i1 résnlte que

F;g, 4

A lf¡ l: v¡@¡ z -- )') l- P.¡a1(l - I
fr¡+z - n¡+t

Orr voit qtle si p¿*0 et I est suffisammenl. proche 49.r,+t, Alf,l est 
=L.0

et a le *ètn" sigtt" qo" p¿ et si F¿+r -Ê 0 et À est suffisamment proche de

x,i+¿, Affi] est +O "i a 1e rrrême èigne cpre ¡r¡11' 11 en résttlte que

(2r ) ('5 *,) r,.u à o
\v=l /

pour i : 2,3,5,6,,8, 9,.,,,Ì1't' - 4,,nt - 3'

2". supposons maintenant clue i soit congru à l modulo 3. Alors r¿:
:x¡+r: i,ir. Si 0< e(min (x, - x¡-t, x,i-lz - r¡.,r2),la fonctioncontiL'rue

ttt2

l:V1, X2,, ,, Itt.l-z;l) :

lxr, .rr,. . ., Ítt*J ;l ) -

\a¡lxl¡, x'rt.t,.,., x¡+,,+t', I)
i:l
tt4
X g, [r,, x¿+.t, . ' . , :v¡+,,+t ', J'I
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Alfl : !r" [yo, !t,. .,, !" i.f]+ R" l/l
v:0

lxs, x4,. '., xttl¡; /] :.ä \ilx¡, x¡¡1,..., x'¡+,,+t,,ff

où1 a¡, Þ¿, T¡ sont des coefficients positifs, indépendants de la fonction
lt +2 n+4 ,+6

I ("t .8. s¿ : E^13¿ 
: å yr : 1), I,a fonctionnelle linéaire (22) peut c1onc

i-l ,:3 i:5

310

s'écrire sous la forme

n+6
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n+6

14 15

(26)

oh

(27)

311

Cv:A
v-1
TI@-yt)
l:0

,v:0,1,...,s

).(pr'",+ þ"\¿ - þ) lx',,*',*1,..., xi*,,*r;Í)
¿: I

oli ø,,13 : qn+4: u.il+5: &n+6: 9r: þz: þn+-r: 0r+O: yl: Tz: ^h:: ^(4- 0. I'a propriété résulte du fait qu'il n'existe aucun índice i portr
lequel les coefficients *¿ , ^¡i Soient nuls à la fois (on voit facilement- que
ceci n'est plus vrai poÍt n: 0 orì : 1).

Enfin rappelons que pour qu'úne fonctionnelle linéaire de la forme
(1) ait un degré d'exactitude n, et pour qu'elle soit c1e la forme simple, i1
f_aqt que les ordres de multiplicité år, lì2,..., Ao d.es noeuds, supposés ré-
duits à leur ncmbre minimum, soient tous < n +2 l5].

I,a formule (25) est complètement caractérisée par 1e fait qu'e11e est
de la forme (26), avec un reste R"[/] fonctionnelle lirréaire de_degré d'exac-
titude au rnoins éga1 à s. En effet, pour tout polynome / de clegré s, le
polynome L(yr,yr,-...,!,i/lr) se rédtrit à/, donc_ 5"t¿l.est nu1. Alors 1es

õoefficients ò1,' donnés par la formule (2{i) sont bien déterminés et, pour
v donné, cv est indépendant de s.

Nous supposolls, bien entendu, que les conditiolls c1'existence, don-
nées au nr. i, soient vérifiées pour la fonctionnelle linéaire R"[/].Ainsi,
1es points (24), ott bien les points (23) s'ils interviennent tous, {PPartien-
nent à finteivalle 1. Ires différences divisées lyo,yt,'.',lu;/], v:0,
7,..., s, existent au sens expliqué au nr. /*, etc.

11 est clair que si 1e reste R" [/] est définie, tous les restes précédents
Ro t/1, R, [/],. . ., R"-t [,f] sont également des fonctionnelles linéaires
définies sur ,5.

Dans ce qui suit nous allons étuclier quelques cas oìr le reste R" [/]
de la formule-d'approximation (25) est de la forme simple.

13. - Considérons une fonctionnelle linéaire Alf) de la forme (1)'
Sauf avis contraire, nous nous occüperons exclusivement de fonctionnelles
linéaires de cette forme. T,e reste R" [/] de la formule (25) est alors de la
rnême forrre. Ires ordres de nultiplicité cles ncleuds peuvent être pris tous
lmax(kr,h2,,.., Ëp,s l- 1), donc si s f 2 2 ma](!r-t kr,. '.,1e1,) 91 peut
appliquèrr le-lemme 3 et la fonctionnelle linéaire R" [f] est üne combiraison
lineai?e de différences divisées d'ordre s -l- 1. Poui mettre R"[f] effecti-
vetlent sorls la forme (1 7), il suffit d-'abord de réaliser un numérotage con-
venable des noeuds clô manière clue 1a conclition (15) correspondante soit
v éri l'iéc.

pour- a1ler plus loin nous al1ons distinguer les cas oìr la suite (24) c1,

1a suite cles troeuds 21,22,...,2p de la fonctionnelle linéaite Alf ) otlt ou
rlon cles ternres contmuns, DariS la Suite noüS examinerons Seulement le:ì

cas oìr 1a coilciclence a lieu øot þlus a,uec L.[n sewl, d,es noewds z¿. Soit z, ce noe[cl,
clorrt l'ordre de multiplicité est ftr et supposons que K1, K2t'.', %nt soit uLt

ntrmérotage normal des noeuds de Alf7, oùr øt : !z: !.n,: /t.
Alors (si t, >t) aucun terme cle la suite-(Z+) ne coincidepas avec l'un des

lloittts xhr+l, xhr+z,,.., frm.

soit å (0< lr l Ä,) le plus petit entre le nonrbre./r, .et le nombre cles

ter-rnes cle tà suite-1Zi) egalx [ 2.,. L'éga1ité. h,:0 signifie qt1'at1cun.cles

ternres de 1a suite (Z+¡ né coincidê avec ün noeud z¿. Si lt > 0, parmi les

points (24) il y 
"tr 

à áu moins /a cltri coinciclent avec zr. I)ésignons pa.r sj

ie pltrs i"iit iudi"" te1 que la suite yu, yr,. . . , 'is,-t (aya1t s' termes) contient
¿rtr-moins Ä termes égaux à er. Nous avons s' 

= 
fi et si /¿ : 0 nous potlvons

prendre s' :0.

III
12, - Nous allons nous occúper du reste de certaines formules d'ap-

proximation pour la fonctionnelle linéaire Affl. Ces formules peuveirt
être considérées comme des généralisations de 1a-formule cL'interpolãtion cle
I,agrange, qui a comnl.e cas particulier la formule de 'laylor,

Soit.4[/] uu" fonctionnelle linéaire définie sur l'espace S (voir rrr. l).
Nous considérons une suite finie ou infinie de points

(23) !o, !t,. . .

distincts ou non. Nous considérons une section

(24) !o,!t,...,!"
de cette suite et 1e polynome de Tragrange-I{eflrrite L(yo,))t,...,y".,.f]x)
sur ces points e,t relativement à la fonctioi /. Pour Lottt- ie7 

-c" 
poiynon 

"est une fonctionrelle 1inéaire de la forme (1). plus exactenrent, ce folynomepeut être mis sous la forrne (1) , où \es ø¡s sont des polynornes indépeirdants
de la fonction /, le nombre iótal des nóêuc1s, distinctã ou non, étànt égal
à s f 1'k).

Nous avons alors la formule d'approxinration

(2b) ALil: AIL(yr,!t,..,,y";flx)l + R" lfl
oÌr 11" [/] est le reste de cette formule.

I,a formule (11) nous donne

.*) Il existe des valeurs de ø (el nornbre firi), pour lesc¡Lels lc norubrc niniruu¡r rlesnoeurls
est plus petit que s -þ 1.
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I,es troeuds de la fonctior¡.e1le litrénire 11" f/l peuvent êtle écrits dans
1a suite'¡') !s, )ts-l,. . ., !o, x¡.1-1 , Krt¡2, . , . , x¡n. Ireur nonrbre est éga1 à
s -l I + llx - h et 1e uumérotage corresponclarrt à cette suite vérifie 1¿r

conclition (i5) (a.r,ec - - s) si sà s' -l nt - h - I (àm- 1). nen ré-
sulte que {òim< Ä 1a fonctionelle linéaire R" [,/.] est uul1e identiquen-rel1t'r"i').
I\{ais f inégalité ru { h a lieu si et seulcment si tous les noeuds ,¿ sont colr-
fondus avec le même point z, et la suite (24) contient au moins nt te:.rtles
égaux à zr.

Dans le cas contraire, cloic si ou bien þ > I ou bien þ : I, hq h,
(dans les deux cas on a. ilL ) ,4), nous avons ia formule

NI

(28) Â" l/l : 5 U)"'l.yo,),r, ...,)t:¡+t+h--i, tvh-t.1, nh+z,..., :v¡ lfl
¿:þ,+1

ou les coefficients ¡r.j') sont ind.épcnclants de la fonction /.
Nous pouvons calculer le coeffi.cient ¡i.!"/ c1e 1a rn¿rnière suivante.

Soit ø,,,: zp. Alors, compte tenart de 1¿r folmule (t), le coefficient de

l(hit) (zu) dans le prcrniei rlembre cle (28) est ógal à, &r,,t¿t-t ct lc mêmc
coefficient dans le second. nlembre est ègal à ¡.r,fi] multiplié par

I)ans la suitc nous sllpposerors toujours, sauf avis contraire, ![ue potlr
la Ïonctionnelle linéaire Alf | 1a condition (2) soit vérifiée.

14, - On obtient un intéressant cas particutier cl prerrant pour
Alfl la" cliffércnce divisée (4). Potr éuoucer I'a proprié1.é respective, 11orls
allonsposerø': min(zr,22,.^.,2r,),b': max(er,22,..., zr). Donc lø',Lt'lÇI
est le plus petit irtervalle ferlré clui contient 1cs noeuds de la fonctionnelle
,4 [/]. Nous a\¡olrs al.ors le

THi,ioRlJME l. - St sotts l,cs h,yþoth,èses et les nol,øtíons þri.cétlentes',
I" les þoints (2a) sonl ou, bien, lottslø', o,u, bíert /,o,us >b',2".lxor,ts &aons

þ >1 ott' l¡iett' I :1 al, k < /ir, 3'. s' - lì, s> n'L - I, Le reste R,lJl de l,ø

forur,ule d.' nþþro xim,ati on

(29) lx,, *r,..,,!Y,tt;.fl:
slv-l 'l

: > I.ut, v::,. .,.\'nt; fJ (.u -1,,)1. [J,0,J,,, .. ",),,',.f] I n"L/l
"Ëô L i=t I

a Le degrê d'exøaLilwde s cl, est de l,ø formc si,ntþle.

Por-rr 1a clémonstration il srrffira cle r'érifier clue les coeflicients ¡rj")
cle 1¿r formttle (28) corrcspondaute sont tous du rnême signe. Nous allons
calculer ces coefficients.

Nous allons ca1cu1er, en général, les coefficicrts p!') d" lu lorrnule
(28) pour ,a [/l cie la forme (1), en supposant clue 1es conditions 2' et 3'
du théorènre I soient vérifiées. Pour faire le calcul remarquons que 11ous
avonsr')

(J0) All0) (iv -- ír)/rl : å *ti'f,r¡,.,, :\:ht2,...,.\'¡ t-"tÃnJÏ - -li=k*t 
Lg,(*-Y")I

Si /¿< rl, cette formule résulte, en applicluaut les lornrules (?), (B),
par I'iclentification d.es parties des expressioirs c1e 1i" l,.f,l tirées de (26) el.
cle (28) et clui contiennent seulerrrent les terrnes colrespondants aux noeuds
;t¡. Si Ìt. 

= 
h, 11 forrrrule résulte de la même manière, en identifiant les ter-

nres qui proviennent des noeuc\s zr,23,. . ., zp,
Prenons maintenant comme fonction / le polynotrre

s*/¿-l i-1 ¿-l
(x, - y"+t.ro-,) 

,q 
(tu - !ì" l, (r - ru), oìr 

".+*r(x-*u) 
pour i:lr +-l

s{.lt-trt
et 

¡1 
(* - y,) pour s: ht, - .l sont lemplacés par 1. Alors 1e seconcl metn-

bre de (30) se réduit à p()) et nous obtenons

(31) ¡r()).- I.r., -t"Fr+i¿-,) ,l ln' (, .'") "tIT'(" --y")l
l;il v-/. I

i = l<, -f 1,|t, --l- )1,,. . ., nt.

x) Si l: o,al¡1x¡ (* - ,r)t'f se rócluiL n ,4lfl.

77 DITIFÉRENCES DIVISÉEs ET DÉRIVÉES t)ac)

1

(ht) - t) |
m-Þ ¡)tf

v:h-l-1

,siþ>l(alors¡rÉJ)
'u

h! , si lr: I, Í¿1 ht,
(h, 1) ! p(h)þr)

s 1+h-m.
oìrP(r) : f[ (x-),").

v=0

11 en résulte clue

m-lt ..

(ttu--1) lP(zr) ¡yu (zv-- xu)ar,nu*, si ¿ > l
v:Þ +1

(\ 
-,,1)t p@'(rr)or,u,-, si I : r, hq ht

Err. sr,tþþosønt donc c¡øtc la cond,ition (2) soif; aérífiée, nou,s a,uotl,s fr!'l + O.

11 en résulte que si les hypothèses précédentes sont vérifiées et si les
cofficients 1.,.(P, i : /?, +- 7, lr )- 2,. . ., i,t,t, sotot tot+s d,w *nêm,e signe, le reste
Rrlfl est d.e degré cl'exa.clitctde s et est d,e lø form,e simþ|,e. I,e còefficient "t(

(s)

ltìri :

c1e 1¿r formule (lB) correspondante est égal à Ã" [,v*+11:4 TI (x - y")
v=0

*) Ce nc sorrt pas néccesairemerlt les noeuds récluits à lerrt noub::e minirnum,
't T) I,a p::opriété pe[t ne pas subsister si s I s' I- nt - h - 7.
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En revenant at théorème 1, notls avons dans ce cas ,4 t/l :: lxt, x2,.,., x*lÍl et en tenant compte de la formule (8),
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ItrrÉonÈ¡rn 2, - So¿¿s les h,yþothèses sows l,esq,welles ptt, ø ëtabl,i l,ø
fornr,øtle (28) et si: 1" l,ou,s les þoints (24) sont 3 ø' ott bien, tows sont 2b'
2' il, existe une aølerlr so de s þowr løqwelle tows les coefficients gl') sont d,u
ru,ênt,e s'igne,

le reste R,lf) de lø formul,e d,'øþþroxitnøtion (25) est du d,egrë d'exøc-
titud.e s et est d,e l,ø forme simþle þowr s 2 so.

Bn effet, sous les conditions du théorème, on voit que si 1es coeffi-
cients ¡.r!") sont tous du rrêne signe, 1es coefficients prf"lt) sont également
tous du même signe.

16. - On peut se demander s'ils existent toujours, pour Llne fonction-
ne1le linéaire Affl, de la forme (1) par ex., des valeurs de s pour lesquelles
1e reste R" [/] soit de la forme simple, ou. bien si ce reste soit de la forme
simple potlr un s assez grand ? Nous clonnerons un exemple pour montrer
que la réponse est négative.'

Soit ,4 t/l :/(0) +,f'(0) et prenons 1es points y": (v + 1) (u 1- 2),
v : 0, 1,... Dans ce cas nous avons (s à 0),

R"[f] : (--1)" r !(s ] l) t l¡0, o, !o,))t,...,!s-1;fl -
- (r + 2) 10, yr, !t,. . ., y"; fll.

Compte tenant clcs résultats antérieurs, /Ì" [,f], qui est du degré
cl'exactitude .s, n'est pas de la forme simple pour aücul1e valeur c1e s à 3,

17. - I,'exemple précédent fait que la propriété suivante présente
u11 certain intérêt,

THÉ9RÈN1E 3. - Sous les h,yþothèses sous lesqwelles a, été ëtabli I,a

forrnul,e (28) et si tous Les þoi'nts (23) sont confond.us en LL',N mêm,e þoint n'øþ-
þa.rtenant þøs à l,'interua.l,le ottuert (o' , b'),

le reste R"lf) est d,w degré d.'exa.ct'itude s et est d.e la forme simþl,e þour
s s'wffisømment grønd.

Dans ce cas nous avons lr =- 0 (si 1es points (24) sont à i'extérieul cle

lo' , b' J) ott h : /ø, (si les points (24) coirrcitlent tous avec ø' ou bien tous
avec Ò'). 11 suffira de donner la délnonstration dlans 1e cas ¡î:0.

lioit donc f(:0. I,es formules (33) deviennent (s::-- m - I)

(;ì,1) $(sr1) - (xi - yr)(p.Í") -F rrÍ:| + .,. -l- vf,)), i : t,2,...,,tì,1

Nous allons maintelrant choisir les notations de nanière qrle la suite
!t\, x2,. . ., %nr soit non-décroissante resp. non-croissarite suivant qrle

!o{ Ø' resp. y0 > b'. Alors les nombres fr¡ - yo sont différents c1e zéro, drr
rnênre signe et la suite lx, - yol, lx, - !o1,. , . , lx* - !ul, de leurs valeurs
absolues est non-décroissante.

De (3a) nous déduisons

(i5) pÍ"): 9M1",]pr"'-lt,i:1,2,...,1n.
oir la nratrice triangulafue (M(,i\) est la (t - ,* -l- I)un'" puissance de la
matrice triangulaire

t8

(32) p(Ì) : (xi - ys+t+h-¡) . %i,xi+r'",,xm,
s+É-¡ -l

F" t. - vtl,

i:k+I,h,+2,...,1/1.

Mais le polynome "f' (, - i,u) aune dérir.ée d'old.re nt, -- inégative

stlr f intervalle (a',b') si les points (2a) sont à droite de b' eL s-'m! 7
est impair. Dans 1es autres cas, compatibles avec les h¡.pothèses du thèo-
rènre l, cette dérivée est positive stu (a',b'). I en résulte que les coeffi-
cients ¡r(,1) sont positifs si 1es points (24) sont ou bien à gauche d.e ø' ou bien
à droite de b' et s - rn -l- 1 est impair et ils sont négatifs si 1es points (24)
sont àdroite de ó'et s - 1.n f 1 est pair. On a supposé ã.'< b'. forsque
e.' : b' nous solnfi1es dans 1e cas þ:I, h< k, et on voit facilement que
la propriété est encore vraie.

I,e théorème 1 est donc démontré.
Dans le cas du théorème 1, dans les formules (27) nous avons co -- cr-: ,.. : cm-2:0, donc si sq ffi -1, on a R"Lfl: lxr, K2,. ., Nttt ;f ).
Le théorème 1 généralise certaines propriétés de H. D. I( 1 o o s-

termann [1]. On obtiennent ces propriétés pour

x¿ : x + (i -7)h, i :7,2,.,.,nI, (h+0), li : y, i : 0,1,...,s
%¿ : x, i:7,2,,.,,I'tx, li: x ! ih', i :0,7,,,,, s (h*0),

respectivement et si, de plus, nous sllpposolls que la fonction / aclmettc
une dérivée continue d'orclre s f 1 à f intérieur du plus petit intervallc
contenant les points ø¿, y¡.

15. - Reprenons la formule (28) et tenons compte cles conclitions
sous lescluelles cette formule a été établie. Nous por1vol1s alols trouver une
relation simple entre les coefficierrts p(ì), rrÍ"*t). Nous avons

11" [/] - cslt[_]0, !r. . ., !s..1',71 : 11"-¡r [/] .-
ttl ,,.(s*l)
|I '"t {lyo,yr,"', 1 r+t+n-¿,'Ytt-rl,:\'k+2,"', A'¿i"f) -¿_k+t Â.i-)'s t2*k_i -

- l)'0, !t,.' ., )ts¡llr.k-i, )í*l-1, xtr+2,. . ., x¡-t ; J' )I
olt la seconde diff érence divisée se réduit à Lyo, !t," . . , !s*t ,/ I pour
'i : h )- 1. I.a formule a ul1 sens, puisque sous les hypothèses signalées,
x¿* !"+z+n-¿, i : h + I, h + 2,. .., ln.

Ðn conrparant avec 1a formule (28), nous déduisons,

(gJ) F(s+l) - (x, - y"+z+u-,) (pÍ") -t- rrÍì1, -F . . , -t- rrl;l))
i:h,)-I,h-l 2,...,nL.

Ces formules perrnettent d'énoncer le



3.16

I)ésignons par 11/¿(2r,22,...,:;,)Lt,Iorrctiousyrnétrirlue.ErT'.!' ...1,o' ,

1a somme étanl; étenclLle ¿rux r;olrrtions en entiers non-rrégatils c1e l'écluatiorL
en ai, at l- a.z f- ... l- ø.t : i (l4toQt,22,...,;,) .: l). Nous arzotts

(3ti) A,It:) - (r;¿ -- yo) ll,',-,,, (x¡ - )to, :vi+t - ),0,. . . t :\:¡ -- )ru),

i ,: i, i - .1,...,1i,1 .i:1,'.),...,.ttt,.

lB. - Avirrt r1'aller.. .p1us loin uous allons ét¿ri.rlil uil lenrlne clui pré-
senle ut in1,érôt, inrlépenclamilrerlt de l'application qúe 1lous lüi dotrnons
ici.

I, e nr ri <r 6. -- Sl les n,c.rn,tbres n,on,-né.gcttifs zy, x2,. . . , zr-t('r > l) sort,t
cont,þrís tlctns I'iu,ieyaøl,lc l(l , zr'), n01,t,s (L'ultLS l'ínágaLilé

:-ILkt''!,:' " !-ù
(37)
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T'e cas de l'égalité est facile à étLrclier'.
I,e lernrne 6 est clonc clémontré.
T,e rrorrrbrc /'' | | i\ est lrrécisélrlerrt 1e ttotltlrl'e tlcs tertttes <le lrt'"""'--\ i /

Iorrction s),nétrique trl¡(zt, z:2, . ' ., zt.)'¿')

Si 0< zrlir< .. ' ti,', c¡tti est ie cas clui noits interes:;e 1'outpartictt-
lière¡retrt ¿ous to îé¡rot sttatiõtr c1u théorèrne ll, rrous p()t1\'o1ìsi tleirl nire
cltcore une itré:galité r'.erIarquable. l)arrs ce cas 1tot1s âvolìs
(u l) ll'¡(zr,r,;: ...,r") (; I l-i)IV¡(21,22,...,t:u-.t) Þt), v'.?,;ì".,r.

Þi' rrrtìs'' ajurri c,rrs 
'urcnrllr-c ii ltctllbre ccs irrtjgalití'r;, ltottr+ tl é,ltlisotts

(r > l),
W¡(zt,zz,...,rr) >r,+ I 

.

(38) 'f, ,,n,1r,,2,, . . ., zu\ 
- ) -- 1

y:l

19. - Reve¡o¡s à la dénonstratiou clu théorème 3. eompte tenatlt
<1e (3ii) e1; cle (38), nons décluisons

..lsl

-t"i,i,-= s - rrr I 1=
tìI'*l nt. - i
E MÍ:}
t:l

et cle la formule (35) nous ollteuous

(s)

F¡:

nt-l
\l ,,(m'-1) ¡27(s)H r"l LJ

TTBERIU POPOVICIU 20

xt - Jlo

0

rt - )to

:\;2 - )t 0

()

I4t,(2,, 2o, . . ., 2,.)

() . . . tl );,,, -' \to

('-1")
: -:!-+]

,11 1

, i : 1,2, . . ., nx - J

(3e)r-1-l-i
I

I

)
L'é¡1àLiL/, étr.t'nL utaic s'i cl scul,em.anl, si oLt bicn i:0, o'u, hicrt, i >(.) et Lo'u,s Les

nolnhres 21, 22, . . . , 2,. sotrl, égat,t,tr.

I,a propriété e:;t iurniécliate po:ur í =-0 ct poLtr.. ø )0 cl" z¡:zr=-
- ¡l

- 
/.r:7 

- 
V.

Supposotrs Uie zL, zz, . . ., z¡*1 ue suient paÍj Lous u[l:ì. Alor:j o1r a néces-
suircnlelrt ;r ) 0. I'lclus al'ulls

VV¡(zr, zr, . . ., ::,) -. It:, zz, . . .,::r', ly,t'--t)i i

Ii'¡(zr,zr, ".., tr r) : L;,, i:2, ...,ït.-t', ur-z+i1-
: l::.1, 22, , , , 2Jt", ar-24' 0 - ,r) )

c1'oir

/t?-,1

X ;t¿Í')

, H1, -- 1.

¡l*1
l\ous rolrlarqllons titrtintettanl (111e: l'lcs iltrtnlnt:s"f,' Ml")'i :\,?','"',

J:i

..., frt -- I sout différ.entes cle zéro et c.lu mêr.[e signe, 2' 1e quotiellt
ilt_l ttt I

Ii'trj/rt-l) M(") E M!:ì est urìc rroyerìrìe arithruétiquc porrclérée des rrorn-
j.i i-i
lrr"o lr.lr'-t), rr.Íit '), .. , lrÍij|;l). Ces nombres restellt comptis e11trec1et1x11om-

lrres fixes, irrd.épenclallts tlc s (e irtre tnilt gÍ"'-l) et - nìax .PÍ"'-t)),i-=1,2,,.., ttl-'| ¡:1'2'..', r¡l--1

x) I,'inégalité (Íì7) pent aussi s'écrire ,ou, 1. foflue il'uue ifégalité elrtte tleux valenrs
111oJelrt1esl

(

xal'),

nt-1
5 MÍ;}

(Íl-1) 
r

ltnr I

rn-l
V, ,r,r(')
l-i

r I lt lr' ¡(21, :;2, . .., ;i,.) l,l/ ¡ (::r, ::t,, . . ., zr*I)

i: t,2,

,z)

ll'¡(.":,, zz, . . ., ::r) -('-:,-' ') (' ì' ')

-r-r\' 
tll.,q.r,,),2,...,;;t-t). t,¡tr,r,r,..,;,,,;'u''-'2ti ((r lii) ';,. r'.r)1.

M¿Lis 1a dérivée (r - 1)¿"'" clu poiyrrorlc ,r--2ri l? 1 )-'i)2, -- irl est

ógale à 
(r - 1 | ¡)! .vi-t (2, - x), c1,u,i cs!, þosil,iue sLtr I'i,n,lct'ua,ltc (0, ;tr). Il" (i _ 1)t

ett résu1te que le pol1r1e1r," corrsiclér'é est couvexe c1'orclre r - 2,I,'inégalitc
(37) en résulte immédiatement,

(tt,vv z2 lIt¡ (zt, zz, . . ., zt-l)

r-lf
'1.

,) r-2Ii
1,

(
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3' *(nt-t) est différent de zéro, sous les hypothèses clu théorème 3 (rroir

nr. 13). De (39) il résulte d<lnc c1rre, porrr

s) (,,¿ - rllr r ,nnx lrf-]ll\ ¡-=t,z , . , .. nr -r I rryi^D ll
tous les nor¡bres pÍ-), ¿ :7, 2, ...,,)1t sont diffétents de zéro eL cLr même
signe (leur signe est celui de lsg (r¿ --_fo) 1"-""' , sg p.f-t)).

I,e théorème 3 est ainsi clénontré pour A:0. pour A _:- A, (daus ce
cas p _) 1), la dénronstration sc fait d.'une façorr 1:out à fai.l. analôgrr.., en
nons basarrt sur les formules (33) potu h : l;r.

Ire théorèrne 3 est clollc <1 élllolltré.
20. - Porrr clonner ü11 exenple prenolls 1a fonctionrrelle linóaire

Alf ):/(6) _/(o) _ 0,28 l/,(o) 1_ l,$)l _
- 1,82 l./'(1) -l- Í'(t')l - 2,2 x f ' (3),

qui est le l'est.e de la lorrrule cle cluacl:ature c1e lJnrcly [2 ]

6r
)f(r)dx:0,18 l/(0) +/(6)l -t- 1,62 lf(t) -l-l(r,)ll 2,2 x/(s) _t_ Æ* l/l
0

appliqtée à la {onction f'(x) (R* l/'l: Alfl).
A l,fl es1. c1u clegré cl'exactitude 6, mais n'est lras c1e la forme simple

17 l. Si nous consiclérolrs 1e développement tayiorietr

AUt:årt""f + F ß"1/:i

en vertu clu théorèrne 3, le reste R"[/] est clu clegré rl'exactitucle s et est
de la forme simple pour s assez grancl.

Nous avons clans ce cas þ : 5, kr: ¡r, -. ltr: h.n:. ¡ro:2, 1n: 10,
A - t' : ), 2'.., - Kz: (J, x, : ra: 1, Ks: iu:3, xt : xs: l¡, Ks - xto::6, lo: lt : ... :0. Nous pouvons a1_rplicluer les forrnrrles (81) et
nous trottr¡ous

på") : Alx''f, pf) : BAlx"-a (* - 1¡2 1x -:i.21
pf) : Al*"-' (x - 1)), pÍi) : sAlx'-s (x - r)2.(r - s)2@ - rt)1

p[") : SAlx'-2 (* - r)r], p5") : 6Alr;'-6 (x-t)2(x-s)'(r-s)'l
pf) : sAlx"-3 (x - 7)z(x - B)1, þ.,fB : (:Alx"-T(x-t)2(x-s)2(x-r)2@-'el

Pour calculer 1es coefficients rr;Ç) pnut s ) 9, on applique les formules
de réccurence (33) clui devientrent ici

p(s+r) _ p$') _l_ r.,t") _+_ trl') _1, rr[') ._t_ lrt') -]_ fr$) _f !,f) + U.13

rrÍ'nt) : pÍ') r rr[") + rrå") -t- pf) -F p$) + p5") + rrÍ3

pÁ"*') : B(rr[") + p[:) -l p{'') r rr['') + pf) + t"rÍ:J)

pf*tr : s(p['') + rr{") -l u,[") -l- rrf) + pÍ"01)

p.t"*t) : r(pf') -l- rr8') -t- Ff) -F p13)

p.Á.'+1) : 5(frå.') _1, trú') _l_ pÍå))

p5''r') : 0(F6") + pliì), plii') : opÍ'ìl

s:9, 1,0,.,,
11 suffit cle faire les calculs jusqu'à la valeur 13 c1e s et nous trottt'ons

les valeurs cles coefficients ¡rf") comprises clans le tableau

\
I 10 71 72 13

3 19 828,8 -10 l'r94 483,2

4 78 273,(t 15i-r 131 ,2 -23 483 260,8

j-r 50:149,(ì 4'to 572,8 78 789 736,8

6 37 579,2 259 524 -95 401-1 104,8

7 4,1 064 2tL4 944 - 1 51 6l'19 216

8 18 144 24 tt24 11 I 8(X) 73û

I 388,8 -79 31r;¡,2 -9ß5 7',79,2 -70 0:19 987,2

10 - 1:l 608 --81 (ì48 - 4 89 SrtE -2 9ll9 328 -17 635 968

On voit c¡rc le reste est c1e la forme simple potlr s>13.

A l'aide de ces fornules on
s : 9, en tenant compte clu
calculant les nombres

peut calculer 1es coelficients pÍ') , "tr faisar-rt
fait qne Alfl " le degré d'exactitude {ì et err
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2 779 984,8

5 538 456

-r 469 858.4

-7 971 696

-10 68G 816

-8 734 003,2

933 8Í12,8

2 336 104,8
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543 024
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