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SUR I,A DÉLIMITATION DU RESTE DANS CERTAINES
FORMULES D'APPROXIMATION LINEAIRES DE

L'ANALYSE

pat

TIRI'RIU T'OPOVTCIU

à Clttj

_ 1. .Supposons qrle le reste RU] d'u'e for'rule d'approximation liné-
aire soit une fonctionnelle linéaire définie sur l'espace ïèctoriel S, formé
par des fonctions Í : l(*), définies et continues sur un intervalle 1. r,es
fonctions I etra fonctionlelle linéaire Rfl] sont réelles et S contient tous
les polyuones.

Nous rlisons que R Í] est d.e l'ø lorune simþIe si'l existe un entier n2 -1,tel que l'ou ait
(t) l?Íl - K.lEr, Ez, ...., En+r ill, le S,

où K : R¡x"+rl estl0, indépendant c1e la fonction Í et E¡, i : I, 2, .. .

.,. ., n f 2 sont " + ? points distincts de f i'tervalle 1 (pouvant, en général,
dépendre cle la fonction f et situés même à f intérieui¿e ¡ si nJ0), La
notation lEr, Er, ..., E,,+z; l] clésigne la différence divisée de la fon'ction
f sur 1es noeuds Er, Ez, . 1., Ery+z; Pour ces notions et les quelques propriétés
qui vont suivre nous prions le lecteur de se rapporter à nos t?avaùx ãntéri-
etlrs, en particulier, à notre travail du volumeþrecedent de cette revue lBl.

Dans ce cas ø est 19 degré d'exactitude du-reste et jouit de ra proprieté
(caractéristique) que Rlll est nul sur tout poll'nomê de degré^ n,-mais
R¡x"+l1 4 o.

Rappelons qte I,ø condition néc sante
s,uþþosé du de^gré d'.exøetitttde n, soit de st qwe
þour towt f e S, qui est conuexe d'ordye ce cas
nécessaire que Rll] garde son signe d,ord
cluant clue la fonction øt'tl est bien convexe cl'ordre n,la condition précéclente
peut aussi s'écrire
(2) R ¡ø',+t¡ ,R lll > o.



160 ÌlBERrU PoPovrcru 
2

La conditio" e):-.l,our t:ll_f e S convexe d,ordre n, est donc necés_saire et suflisarte 
t:::,n": nil.l'r"it ãe la formc sirrple.(t). Renrarquousqtlc porlr ccla est nrrssi ìróces.iit" 1nrn"i, ,o, r)as srrfiisarìe¡ rlue Io' aitÃ¡ø"+t, --/,0 et

(3) R¡x,,t-tt Ãff]> o,
pour tonte lonctiolr /e ,S, uon_col1cave d,,otcìre n,.

,r.r1"2' 
Si Rr/r est de la for're simple (1), on peut le clélimiter par la for-

lB) est vérifiée pour toute fonction f e S l1olr-concave d'ordre r¿. Nous

àtío"r faire connäître ici un tel critère qui résulte d.e la remarquable prop-
ii¿t¿ 4". polynomes d'approximation dè S. N. Bernstein de conserver les

caractères de convexité des fonctions [2].
supposons que / : [0,1] et que les élérnents de s aient une dérivée

d,ordre'i(> ol äontinue'sur 
-[0,1]..Consiclérons la fonctionnelle linéaire

R Í], dú d"gtê d'"*"ctitude ø et qui soit bornée par rapporL àt la norine

(?) lilil :Í:TP., lr("@)l'
i _0 x€ [0,1]

Posons

(t - *)" tk 1l - t¡t dt
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fli,tr-n-t-í i Pnz,

(+)

orìr

(ñ)

I R lll I =l a¡x,q11¡ tn

(- 1¡'+r
I

* : s[p llxr, x2,
x¿Ê. I

rf k,l,, xuz) Íll. n!

(u) j;^'dt|åï i:l l,Ënr$érivée 
cl'orclre n 1- r (bornée) sur 1, 1e nombre

A,t : J- su1., l/(',+1)(.r¡ l.(/¿+l)| *e-I'" \"/r'

ble clans 1111 cas plus général. Notarn_

Rlfl. est d,u dagré cl,cxactittt,tle n, ct si
fonct,ion f e S,"nott_c0nc&ae ¿,or¿ìi i'.la dénronstratjon l1ous pouvolls

s alors la fonctionnelle linéaire

(6) Rrlll:Rlll + elxr,xr,..., )ín+z)Íf,

lR ffl I 
< (R ir,+11 l2e) x[.

j " "ïTä Jtr'.'Í'¡,",åiJ'T,åi:
ut à fait analogue. On prend alors

.,.J' 
pour appriquer"le propriété ,å:::"ïtiìi .run de corrnaître descritères pernrettant cl'affirnrlr q"" qroä, i,hypothèse R¡xn+rt 1 0) r,inégarité

sous les hypothèses précédeltes, nous avon; la propriété suivante:
Pour que t'inégøl,ité (3) soif uériliée þour.toute lortction I e s non-concat:e

d.'ord.re n,il$a,;rtetil) sttllit quel,'on øit Rlx"+11 R[n*,r120, qu'el'S que soient

les entiers non-négatifs h et 1,.

Remarquons qúe "Íil\ 
: *k (7 - r¡r' Si

Bm : 8,, (x ; Í) : þ,(î), ("\.,, 
_ x),n-i

est 1e polynome de s. N. Bernstein de degré 'n, 
porTr sa dérivée d'orclre

n +l ìous avons (m2n +t),
R(n+D -@t-7)t 

(n* 1)r 'n-n-l (m-rt'-l\ | ¿ 'i+t i+.nlt;ll rTÍl,Ti)"-,-,,B;-'' È- | ¿ )L;';' "'1, ,,1

d'otl

TH+ É;'r',-T')lB
i i+l iI nl7
,t1. ll1, ,'N

Ím-

"ù 9, est un polynome de degré ø.

D'après S. N. BERNSTOTN [1] et s. wrcÞR'[4] si 1a d.érivée //).ìl'ordre
t(>0) delafonctionf existe et est co'tinue sur [0,1], la suite (Bfi)) tencl,

po* *-+oo, uniformément sur [0, 1], vers l('). l1 enrésulteclueR[B'j-+
---R[l] poLlr in-+oo, donc

(s) lim R l*"*'l RIB^I : R l*"*t) nlil'
m-+Ø

Si nous remarquons que

RtB^t 'Ë;'

11 - Mathelnatica

tn-tt'-l
i )l+'+'

'i1- 1x+7 .

1n
Rin¡,rr-n-t-¡]Í
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et Ciue 1eS diflérenceS divisées stt nlÙ noeuds d'une fonction non-concave

dlotdre'ø soilt rlon-négatives, il en résulte que Rl*"nt lR [8",.r > 0, pour
une Tonction f non-cirncave d'ordre ø. Compte tenant de (8), Ia propriété
cherchée en l'ésulte.

. " !i., Pãur'clonner une application soit Rll] le reste clans la formule de
quadiature .nuinériclue
1

$rc1 
a,:I itol ++ /(0) +fr/'{o) +fi1"'to) +ittrl -fr t'tt) + Rtlt,

0

oìr f a une dérivée d'ordre 3 continue sur 10, 1].
Dans ce cas Rlll est du clegré d'exactitude lL:5 et est borné par'

ralrport à la norme (7) pour I :3' Dans notre cas

"0,,: u\$ t, - x)u {'(L - t)tdt
Y

,. Nous cléduisotis

R [ru] :' 1 ;' 0'

et un calcul simple nous donlre

, :. .:, t R [rr*,rJ : ¡1

S
0

I

5
0

Ík,t
I

,t*:1.[lo+ftir - ùtdt6! J
0

f+2(7 -- t),*o dt > o.

l,a clélimitation (4) est donc bien applicable dans ce cas et nous avons

' 
lR l"f\<: sup lixr, xr, ns, x4, x'u, x6, x'?; fl|lur r¡€ [0, l]

Si 1a clérir'ée cl'orclre 6, l(u), existe sur [0, 1 l, nous avons

Rlt 1

150
l sup lllu)(^)lur .r.€ [0, 1]
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