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1. Supposons que le reste R[f] d’une formule d’approximation liné-
aire soit une fonctionnelle linéaire définie sur I'espace vectoriel S, formé
par des fonctions f = f(x), définies et continues sur un intervalle I. T,es
fonctions f et la fonctionnelle linéaire R[f] sont réelles et S contient tous
les polynomes.

Nous disons que R{[f] est de la forme simple si’l existe un entier n = —1
tel que lon ait

(1) R[] =K [£, 8, -, Ens1; 1], feS,

ott K = R[x"*!] est £ 0, indépendant de la fonction fet&, t=1,2 ...
vooo # A 2 sont # 4 2 points distinets de I'intervalle I (pouvant, en général,
dépendre de la fonction f et situés méme & lUintérieur de I si #n = 0). La
notation [g;, &, ..., Engs; 1 désigne la différence divisée de la fonction
/ sur les noeuds E,, E,,..., Ent2. Pour ces notions et les quelques propriétés
qui vont suivre nous prions le lecteur de se rapporter 4 nos travaux antéri-
eurs, en particulier, a notre travail du volume précédent de cette revue [3].

Dans ce cas » est le degré d’exactitude du reste et jouit de la propriété
(caractéristique) que R[f] est nul sur tout polynome de degré , mais
R[«"1]=£0.

Rappelons que la condition, nécessaive ef suffisante pour que RI[f],
Supposé du degré d’exactitude n, soit de la forme simple est que I'on ait R[f] 0
pour tout f e S, qui est convexe d’ordre n'(snr I). Dans ce cas il est, d’ailleurs,
nécessaire que R[f] garde son signe pour f convexe d’ordre #. En remar-
quant que la fonction " ™! est bien convexe d’ordre #, la condition précédente
peut aussi s’écrire

(2) R[£"M R[{]>o.



160 TIBERIU POPOVICTY 2

La condition (2), pour tout /€S convexe d’ordre n, est donc necés-
saire et suffisante pour que R[f] soit de la forme simple (1). Remarquons
que pour cela est aussi nécessaire (mais non pas suffisante) que 'on ait
R[&"M] 240 et
(3) RI#"] R[f1 =0,
pour toute fonction /e S, non-concave d’ordre #n.

2. Si R[f] est de la forme simple (1), on peut le délimiter par la for-
mule

(4) |RI|=[RI4"H]) M

ol

(5) M = sup H:le KXoivhis, X2, f] J
¥ €1

D’ailleurs, si f a une dérivée d’ofdre %+ 1 (bornée) sur 7, le nombre
() est donné par Iégalité | -

M =

(n+-1)
sup x) .
(n+ 1)1 161[ ’f ( )'

Mais, la délimitation (4) est valable dans un cas plus général. Notam
ment, nous allons démontrer que :

La délimitation (4) est valable si R[f] est du degré d’cxactitude n et si
l'inégalité (3) es vérifiée pour toute fonction /€S, non-concave d’ordre n.

Nous avons R[x"*1].2( et pour la démonstration mnous pouvons

supposer ‘qiie ' R[4"'] = 0. Considérons “'alors I fonctionnelle ' linéaire
(définie aussi sur S)

(6) Rl[f]:R[f]—f"e[xl)sz""x.ll-l-Z;f];

Ol %y, Xy, .., Xpyy SOOL 2 49 points distincts fixes (indépendants de la
fonction f) de l'intervalle I et & est un nombre positif quelcongue. Nous
allons montrer que Ry [f] est de 1a forme simple (1). En effet, si nous te-
nous compte du fait que la différence divisée sur # -2 noeuds (non tous
confondus) 'd'une’ fonction convexe d'ordre n est, par définition positive,
fous déduisons que R, [/1 >0, pour f¢ S convexe d’ordre n. La propriété
est démontrée. Compte tenant de (5) et de (6), en écrivant agussi 1a délimi-
tation (4) correspondante pour R, [f], nous obtenons

IR = (R + 2¢) 1.
Cette inégalité' étant vraie quelque soit le nombre positif e, il résulte que
nous avons (4) et la propriété cherchée est démontrée. Si nous  avons
Rl = 0..1a. démonstration est tout & fait analogue. On prend alors
dans (6) pour ¢ un nombre négatif quelconque.
3. Pour appliquer le propriété précédente il suffit de connaitre des
critéres permettant d’affirmer que (sous 'hypothese R [#"11] < 0) I'inégalité
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i / #.  Nous
3) est vérifiée pour toute fonction feS 1’10n—c03ca1vere(in (:r((ilr:able il g
(1lons faire connaitre ici un tel critere qui ‘resulte e ta (SEIARLED e PITE
aiété des polynomes d’approximation de S. N. Bernste
T

& ité fonctions [2]. 1 ad:
CaracStm;;oggnsO;::XIlte—d[eOS lanet que Iies ¢léments de S aient une dérivée
u am ’

idé i {le linéaire

! ] i 0,1]. Considérons la fonctlonne) :
(}e([);?redﬁ (d%g(r)z’: 39;1;:33;“31? n[ et qui soit bornée par rapport a fa norm.e.
il ="y, sw /0.

(7) s 0 ]

Posons

1
Emi S (t—%)" (1= 1) dt.

o nl

X
S iété suivante :
Sous les hypothéses précédentes, nous avon:;fla tp.ropfne;en ;:16]02;;6
; négalité it vérifiée pour toute fonction fe - e
wr que I'inégalité (3) soit vem;ﬁwe P e
d’ordfeon ilq(faut et il) suffit que I’on ait R+t R, 1 =0, quels que soie
les entiers mon-négatifs k et 1. - kT
Remarquons que mo ) =& (1 —x)". Si ‘
mo(m 7 i =i
) = a1 = %)
Ba =B ) = 5 (7)1(5)
: Ve 2 etxrid ) 1re
t le polynome de S.N. Bernstein de degré m, pour sa dérivée d’orc
est le . |
7 +1 nous avons (m=n +1),

hedf T e ' i g P +-1 i+ntl (n+1) !
B("‘H) i LTl 5 (”L i 1) [ - 7 = SOL f] L P i P,
m e — 1, T RN 3

) s
m*m—n — 1)t i=o p) m m
d’olt : _
S g 11 0
i o '"33—1 .m_n_l) [L ) = = e ) f] TUh, m—tt— i T By
_ . v -
B mtm—n—1)1 =0 7 m m

ol B, est un polynome de degté n.

i srivée AP d’ordre
BERNSTEIN [1] et s, wronrr [4] si la dérivée f

D’aprés s. N, BYY tend,

) ( ) ] 1 ’ 1 )’ S . m
[)OllI m —» oo, un |()l|l|€]llel|| sur “ vel } [l en IeSlﬂte (!“e R 1; —_

— R[]] pour m — oo, donc ., |
lim R[5"t] R[Bm] = R[+""']1 R[f].
Si nous remarquons que

(m—1)! o 1) BT AN [ e f] R, m—n—i—i]
R [Bm] = ( ‘ m m m

mrm—n—1)1  {=p

11 — Mathematica
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et 'que les différences divisées sur n--2 noeuds d’une fonction non-concave
d ordre 7 dont non- -négatives, il en résulte que R[&" R [B, 1= 0, pour
une' fonetion 7 non-concave d’ordre n. Compte tenant de (8), la propriété
cherchee en résulte. '

_ Pour donner une application soit R[f] le reste dans la formule de
quadrature numérique

1

2 1 ' 1 1 1 1 1 ! I
{702 dr =2 £0) 4 F(0) oo (0) b s 7/0) 45 1) = /1) + R
3 5 30 3 30
0
olt f a une dérivée d’ordre 3 continue sur [0,1].
Dans ce cas R[f] est du degré d’exactitude # =5 et est borné par
rapport 4 la norme (7) pour j =3. Dans notre cas

1

lEE FIERGON nk,,:_llg(t—x)s . — 1) dt.
[ I8
LS HUEHS | x
Nous -déduisons :
1 1
R[] = — > 0, Sﬁh,dx :7% SP+ka_—40‘m
0 0

et un calcul simple nous donne:
1

Mmd:iS%“a H' a0,

6!
0
La dehmltatwn (4) est donc bien applicable dans ce cas et nous avons
<— sup . |[%, %o, %, Xg, X5 X Xq; f1].
105 4€10,1]

Si la dérivée d’ordre 6, f‘ﬁ), existe sur [0,1], nous avons

R[] = oLt L sup |f(5)(x)

150 G!AIG[O,I]
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