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l. 'Dans ,beaucoup de ;fornrur; es d'.,approximation de ,I,anaIyse
le'reste; ou terme,complémentaire, fl[/] e"t ,une fonctionneitre
linéaire (additive et homogène) définie sur un espace,vecro_
riel s, formé par des ,foncrions f = f("), définies ei continuessur un i'ntervalle I de'l' a:ae'réel. Les.formules habituelles d"in-terpolation (polynomiale ou trigonométrique), de dérivation' etd'intégrat,ion numériques, etc',, ont un :reste de cette,formè,

Dans les applications iI est important de pouvolr dérimi-ter convenablement 'l-e reste n t/] . pour .cer u or, à cherché, tout
au moins dans des icâs partiourie's bien déterminé", à ,"tù.u i"reste sous diverses formes coÀvenables,par ,exempJ.e sous-lafor_'
me doune intégraIe définie ou d'une 'combinaison linéai,re d,un
nombre fini de valeurs des ddrivées, d'ordres divers, de Ia,ro'i]. tion /, etc.

rl existe un grand,nombre de ,travaux,suf ra structure duresre nt/i. Je citerai seuremenr A.A.Markoff i4l , c.D.-Bi;;;"ii
l2'). G. Kowar-ewski_[3], R.v. Mises [s.l , "1. n"¿""-'Ltz).,8.y;l-il-
mez [tg] , A" sard [14.J .

J'ai obtenu, à l'aide'de la théorie des:fonctions convexes
d'ordne ,supérieur Çue ,j'ai étuliée aut,refois l.7,gl , ;"" ;;";;i_le représentation du reste, gui est plus ge"i""Iu'.i-*"t-ri"""
en évidence ,sa structure ItO, tf] .

Dans cette communication je ferai guerques,remarques surcette représent ation.
Nous supposerons dans ra,suibe gue ra fonotion f et rafonctionnelLe A[/] son' rêerres et q,tã s conrienr rous res po-

Iynomes 
"

2" Nous,disons gue A[/] ,u"t ,de raforne sinpre s'iI existeun entier n !-l tel que I'on ait
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par

(4)

ou

( 5)

N

( i) nt/l =Í" [4r,ë,,. ".,€n+2i f],

où K =R[r"*1) est f 0, indépendanr de:la fonction./ er les (r,
i = 1,2,. , ', n$2 sont n+2 points distincts de I'interval,te -I (p""-
vant, en général, dépendre de la ,fonction f eL même situés à
l'intérieur de -I si n à 0) . La norarion l€r,€, €n+2i /J dé_
'signe la différence divisée (d'ordré n+l) de la f"näiíon-/ sur
Les noeuds 6r, €r, " ",,€n+2.

Le nombre n est le degré d'exactítude du reste etjouit de
la propriét,é (caractéristigue) que.R[/] ""t nuL sur rour. poly-
nome de,degré n, mais gue I'on,a filø"*1] 10.

De Ia forme simple est,pat exemple, le reste dans la for-
mule de Taylor, dans la formule d'interpolation de ,Lagrange,
dans Ia:formule de quadrature 'de Gauss, iebc.

Rappelons 1a propriété suiva,nte:
I. La condition nécessøi¡:e et suf f isønte pour que R[f],

supposé du degré, d'exdctitude n,,soit de'lø forne.sínple est
que.l'on ai¿ A[f] f 0 pour tout f € S, conuexe d'ordre n.

Dans ce cas iL est, d'ailleurs, nécessaire gue Al/1 garde
son signe pour.,/:conv€Xê d'ordre n, En remarquant que ,la,fonc-
tion ¡n+l est bien convexe d'orclre D,,{. la condition préaédente
peut aussi s',écrire

R.lx"+llnf"fl , o
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D'ailleurs, si I a une dérivée d'ordre n+7 (bornde) sur f,
nombre (5) est donné par I'égalité

€s
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I
M = Lsup l.¡("+t)(r)l.(n o 1) ! xe'I

La délimitation (4) esL valable dans
dans celui de Ia,simplicité de n[/]"

suivante:
II. Lø délínítation (4) est ualable

xøctitude n et sí l'incigølite (3) est
ction f€'5, non-concøue d'ordre n.

,un cas plus géndral
Nous avons Iaproprié-

s¿ Atfl est de
uérifíée pour

degré
tout e

t+. Pour pouvoir affirmer que le reste A[f] est de Ia for-
simple, iI suffit de connaitre descritères permettant d,af*

rmer que (sous I'hypothèse fi[z'o1)'.1 0) l'inégalité (2) esrvé-
fiée pour t,out /é S convexe d'ordre n.

Ici nous allons faire connaître uncritère permettant,d, af-
rmer gue ( sous l'hypothèse .R [¡æ 

ot) / O) I' inégalité ( 3) esr
rifiée pour toute fonction fe S, non-concave d'ordre n, done
critère permetrant d'appliquer Ia propriété II. Ce critbre

La condition (2), pour tout /é S convexe ,d'ordre n,
donc,nécessaire et suffisante pour que A[/] soit de la
simple ( 1). Remarguons gue ,pour ¡oeI a est,aussi- ,nécessaine
nor pas suf f isant) que I'on air Rl.x"*11 / O et

(3) Rfln+tlnf"f) ¿0,

st basé sur Ies remarguables propriétés de convergence et de
a conservation des caractères de convexité de Ia fonction /,ar Ies polynomes correspondant de S.N. Bernstein [1,8, IS].

, Snpposons que J = f.0,1) er que les éléments de S àient, une
flérivée d'ordre j(20) conrinue sur lO,l) (Ia dérivée d,ordre 0
pst la fonction elre même). considérons alors la fonctionnelle
[inéaire ¿1[/], de degré d'exacritude n er gui esr bornée par
þapport à la norme

6) llrll = L

est
forme
(mais

I

Pour qae l"inégølite (3)
f ê S non-concøue d'ordre n

l f( i.t (x)1.

(t-*)"th(t-t)Idt

soit uérifiée poùr toute
iL (faut et iI) suffít que

i=0 ,.1i1 ùpour toute fonction /€S, non-concave d'ordre n,
Rappelons Çue:La fonction / est dite convexe resp. non*

concave d'ordre n su¡î ,r si ]a dif férence divisée tl'ordre n + 1
rsur n + 2 points disti.ncts quelcongues de I reste constamment
positive resp. non-négative.

3. si n[/]
I a formutre

est de 1a forme simple, on peub le déLimiter

lntrl l.s lR[""u1]lM

M s
a

lx7, 1c2,., ", 2cn4!i fll

,Po son s

Sous
ui v ant e:

III,

T p,l

i

les hypothèses précédentes, nous avons Ia propriété

fanction

"t' 
on ai t

Iup
.e, I
3 R[¡n+1)RLnp,,J ìo

I
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quels que soient les
. La démonstration

entiers non-n'égatifs h et
résulte du f,air que si ln[r] I s 'sup

705 x relo, t)
I Lx¡, xz, *s¡ )-4t /,6, 1(6, xj ì /] I

B

'ç (Tt(-lJ *i (1-x)n-r (nèn + 1) Si Ia dérivée d'o"d"",f(6) existe sur 10,1)n nous . avons

sont les polynomes de S.N
pothìrse s précédent,e S, ln[r] I

11
I f(o) ( *)l'sup

x elo', lf105 6 !

n4l (n- 1) ! (n+1) !

ç(-: )8,+, "',':*', r]^t',, 
^-n- t- ¡)nn (n-n- l) !
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