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I. Dans -beaucaup de :formules d’ approximation de :1"analyse
le ‘reste;, ou terme .complémentaire, R[f] est .une fonctionnelle
linéaire (additive et homogéne) définie -sur un espace :vecto-
riel S, formé par des :fonctions f=f(x), définies et continues
sur un intervalle I de:l’aXearéelJLes=f0rmuleshabituellesd'in~
terpolation (polynomiale ou trigonométrique), de dérivation et
d’intégration numériques, etc., ont un reste de cette forme,

Dans les applications il est important de pouvoir délimi-
ter convenablement le reste R[f]. Pour .cela on a cherché, tout
au moins dans des cas particuliers bien déterminés, d mettre le
reste sous diverses formes convenables.Par .exemple sous lafor-
me d’une integrale définie ou d’une ‘combinaison linéaire d’un
nombre fini de valeurs des dérivées,d’ordres divers, de lafonc-
tien f, etc.

Tl existe un grand .nombre de :travaux .sur la structure du
reste R[fl. Je citerai seulement A.A,Markaff [4], G.D. Birkhoff
[2). G. Kowalewski [3), R.v. Mises [5], J. Radon [12].E.Ya. Re-
mez [13], A. Sard [14]. ot

J’ai obtenu,a 1’aide ‘de la théorie des :fonctions convexes
d”ordre :supérieur que j’ai &tudiée autrefois [7,9], une nouvel-
le représentation du reste, qui est plus générale et met mieux
en évidence 'sa structure [10,11]. '

Dans cette communication je ferai quelques .remarques sur
cette reéprésentation. '

Nous supposerons dans la suite gue la fonction f et la
fonctionnelle R[f] sont réelles et que S contient tous les po-
lynomes.

2. Nous disons que R[f] est 'de la forme simple s'il existe
un entier n 2 -1 tel que 1’on ait
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(1) R[f]'=K°[§1;§Ql-°-;§n+2§ f]; f’:éS

ou K=R[x"*1] est # 0, indépendant de:la fonctian.f et les &,
1=1,2,...,n+2 sont n+2 points distincts del’intervalle I (pou-
vant en genéral, dépendre de la .fonction f et méme situés &
1"intérieur de I si n20). La notation [51,52,,0.,§n%2; f1: dé-

'signe la différence divisée (d’ordré n+1) de la fonction f sur

les noeuds §1,§2,,.,,§n+2.

Le nombre n est le degré d’exactitude du reste et jouit de
la propriété (caractéristique) que R[f] est nul sur tout poly-
nome de :degré n, mais que 1l’on .a R[x"*1] #0. j

De la forme simple est,par exemple, le reste dans la for-
mule de Taylor, dans la formule d’interpolation de :Lagrange,
dans la:formule de quadrature :de Gauss, ietc.

Rappelons la propriété suivante:

I. La condition nécessaire et suffisante pour que R[f],
supposé du degré d’exdctitude n, soit de ‘la forme simple est
que -l’on ait R[f] #0 pour tout f€S, convexe d’ordre n.

Dans ce cas il est, d’ailleurs, nécessaire que R[f] garde
son signe pour-f.convexe d’ordre n. En remarquant que la:fonc-
tion x"*! est bien convexe d’ordre n,xsla condition précédente
peut aussi s’ é€crire ‘

(2) R[x"*1]R[f] >0

La condition (2), pour tout féS convexe .d’ordre n, est
donc .nécessaire et suffisante pour que R[f] soit de la forme
simple (1). Remarquons que -pour.cela est.aussi nécessaire (mais
non pas suffisant) que l’on ait R[x"*1] #0 et

(3) Rx"*1JR[f]l 20,
pour toute fonction f€ S, non-concave d’ordre n.

Rappelons que:la fonction f est dite convexe resp. non-
concave d’ordre n 'sur .I si la différence divisée 4’ ordre n +1

'sur n + 2 points distincts quelconques de I reste constamment

positive .resp. non-négative.

3. Si R[f] est de la forme simple, on peut le délimiter
par la formule

(4) |R[f1] < |R[x"*1) M
ou
(5) M= fszl{xi,xz,.we,xn+2; f]]y
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D’ailleurs, si f a une dérivée d'ordre n+1 (bornée) sur I,
le nombre (5) est donné par l'égalite

1 ' :
M= ?;—:377’i2§ |f(n+1)(x)|¥

La délimitation (4) est valable dans .un cas plus général
jue dans celui de la:simplicité de R[f]. Nous avons laproprié-
{é suivante:

II. La délimitation (4) est valable si R[f] est de degré
i’exactitude n et si l'inegalite (3) est wérifide pour toute
fonction f€S, non-concave d’ordre n.

4. Pour pouvoir affirmer que le reste R[f] est de la for-
ne simple, 1l suffit de connaitre descritéres permettant d’af-
firmer que (sous I’hypothése R[x"+1]:¥0) 1”inégalité (2) est vé-
rifiée pour tout f€ S convexe d’ordre n.

Ici nous allons faire connaitre uncritére permettant.d’af-
firmer que (sous l’hypothése R[x%%1] #0) 1’inégalité (3) est
vérifiée pour toute fonction f€ S, non-concave d’ordre n, donc
n critére permettant d’appliquer la propriété II. Ce critére
est basé sur les remarquables propriétés de convergence et de
la conservation des caractéres de convexité de la fonction 7,
par les polynomes correspondant de S.N. Bernstein [1,8, 15].

Supposons-que.I.= [0, 1] et que les éléments de S aient uné
hérivée d’ordre j(20) continue sur [0,1] (la dérivée d’ordre O

st la fonction elle m8me). Considérons alors la fenctionnelle
inéaire R[f], de degré d’exactitude n et qui est bornée par
apport & la norme

(6) Ill= & (4 ¢
| = 55 efipy 1100 (1
Posons
) (_i)n+1 1

My =— (t-z)ntk(1-t)ldt
: n.

x
. . 14
Sous les hypotheses précédentes, nous avons la propriéte
uivante:

III. Pour que l’inégalite (3) soit vérifiée pour toute
fonction f€.S non-concave d’ordre n il (faut et il) suffit que
l’on ait

R{«n*{)R[m, ;120
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quels que soient les entiers non- négatifs k et L.
La démonstration résulte du fait que 'si

m

by - 5 (et aoms

2
i=0 (mzn+1)

sont les polynomes de S.N. Bernstein, nous avons, sous les hy-
potheses précédentes,

) (ned)! Mt 0 o g
Rmﬁ,fliﬁLiQf§:j<?TQEﬂ_ﬂ,_“,‘M1 ﬂﬂhtwnd,]

nt(m-n-1)! =0 L m.om

et

lim R[x"*i]B[B I'=R[x"*11R[f]

m— ‘

|
¥ . Q ) . N
et op f est une fonction non-concave d’ordre n appartenant -a|

S.

5. Pour donner .une appllcatlon soit R[f]' le reste dans
la formule de quadrature . numérique-de :N. Obrechkoff [6].

= 2 171 Fonr 1 Wy
L Fleds =< £(0) + 5 £'(0) +55 £°(0) +—= f(0) o |

+‘— f(1) "'——-f (1) +R[f]

ot f a une dérivée d’ordre 3 continue .sur [0, 1] |

Dans ce cas R[f] est de degre d’exactitude :5 et est borne
par rapport & la norme (6) pour.j = 3.
Un calcul simple nous donne dans ge .cas '

1
k+2 -¢)l¥4
E}—-‘/‘t (1-t) dt >0 |
o

La délimitation (4) est donc bien applicable at nous avons

1
6
R[x]=m> O, H[ﬂk,f_] o
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| {x4, %2, %0, %4, %5, %6, %75 fiRl

1
|REfI ¢ —=  sup
105 4 ¢lo, 1]

Si la dérivée d’ordne!f(6) existe ‘sur [0, 1] nous.avons

(REA) € o v caup (%) ()]

105 6! xelo, 1
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