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On connait l'intérêt tout particulier que L. n'r¡Én a montré aux problèmes
dlinterpolation par polynomes. Lui-même a obtenu des résultats d'une très
grande importance dans ce domaine. Dans la suite je me propose de faire quel-
(ues remarques bien simples sur certains de ces problèmes.

1. Considérons 1'opérateur linéa;re

(r) @ff|¡l : )r,(*)Í(*,),¡:
défini sur l'espace des fonctions l, réelLes et d'une variable réelle x, définies sur
un intervalle 1 contenant les noeuds distincts

(2) xL, Iz, " ' ,xn

et où

(3) w(x), Er(x),. , . , q" (x)

sont des fonctions réelles, de la variable réelle x, définies sur l'intervalle I'.
Pour fixer les notations, nous supposerons toujours que

(4) xtlxz < ... < rn.

Si, en particulier, les (3) sont des polynomes nous pouvons prendre pour
1' I'axe réelle (- *, æ).

En donnanl à x la valeur xo on déduit de (l) la fonctionnelle linéaire
øfflxJ'

Nous dirons que l'opérateur (l) conserve Ie signe de la fonction f si nous
avons Alllxl-- 0 sur 1'pour toute fonction I non-négative sur 1. Pour qu'il
en soit ainsi il faut et il suffit que la fonctionnelle linéaire øtllxJ conserve le
signe de la fonction f, donc qu'elle slit non-négative pour toute fonction I
non-négative sur I et pout tout xo € /'.

Il est toujours possible de construire une fonction I non-négative sur 1

et prenant sur les noeuds (2) des valeurs non-négatives quelconques. Telle est,
par exemple, toute fonction représentée par une ligne polygonale convenable
réunissant les points représentatifs correspondants aux noeuds. I1 en résulte
que la condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle linéaire
@Illxol conserve le signe de la fonction I est que la suite (3) soit non-négative
poür X: Xo.
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ne peuvent pas avoir le même signe (ne peuvent être tous > 0 ou þien tous
I 0) pour x: xo. En effet, nous avons

Lr(x) tr(x) : l'(x) < 0, pour x € (- -, xr) U (xr, "o¡ '

l, (x) l, (x) :
(x - xr) (x - xr) l' (xr) l' (xr)

l'(x) < 0, pour x € (xr, xr),
(x - xr) (x - xr) l' (xr) l' (xr)

I

,l

I
ll

1l

x étant toujours d'ifférent des noeuds.
Nous donnerons aussi une autre

différent des noeuds et soit a un nom
l'intervalle fermé fxo- a, xo f al ne c
qui est toujours possible) une fonction
que le polynome de degré 2, (x - xo), -: Ll@-xo)'--azlxsf :-sz {0 et

Pour fl : I nous avons f lllxl = I @r) et la fonctionnelle linéaire
L lllxrl conserve le signe de la fonðtiõn I porir tout xo.

Pour n: 2 nous avons

L fflxl : x- xz 
I (xr) + fl l@,)xt-xz xz-xr

et la fonctionnelle linéaire ¿ fflxr] conserve le signe de la fonctiofi I si et seule-
ment si xo appartient à f intervalle [xr, xr] des noeuds (xr1xr),' l

3. Dans le cas (7) du polynome de Lagrange, l'égalité (5) est bien vérifiée
et les fonctions (3) (qui sont alors des polynomes) sont partout dérivables.

Nous avons la propriété suivante:

_ II. Sl n = 4, le polynome de Lagrange L lllxl ne cznserve pas la monotonie
de la lonction I sur aucun intervalle (non nul)- i'.

Nous allons donner une démonstration analogue à la seconde démonstration
de la propriété I.

Il est clair qu'il suffit de démontrer la propriété pour tout intervalle I'
fermé à ,gauche_. Soit alors xo l'extrémit de 1, èt, si xo ( x,,, soit r,. le
premier terme de la suite (2) situé à d (nous avons (a)). on peut alors
toujours construire une fonction f n ànte prenani iês vaieurs, for-
mant une suite non-décroissante, du de degré 2 ou 3,

P(x): I

I

(x - xo)' (x - x,) sì xo < x,

- (x - xo)z si xo-- xn

sur les noeuds. Mais LlPlx): P (x) et le polynome P n'est pas non-clécrois-
sant sur 1'. Au contraire, Ce polynome est décróissant

.u. 
fro, "+tlsi 

xo < x,, et sur [xo, -) si xo > r,.

l6*
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Nous dírons que l'opérateur (l) conserve la monotonie Q-e la fonction I si

la fonetion Oe x, é1¡lx1 eìt non-dé'cioissante sur..1' pour todte fonction I non-
décroissante sur 1.

Supposons que lton ait
n

et que les fonctions
fonction (l) peut s'

)qr (x) : t

(3) soient dérivables sur 1'. Alors, la dérivée @'[llx] de la
écrire

n-I
@'lllxl: 2

i:7 (,ä,rt("lJ 
[t 

t',*,1 - I (')J :
n-LI i l/ I: tI-]rit*>lll(*,*J-l(x)l, '

'-d t i-4 /t )

e,emarquons qu'on peut toujours construire une fonction I non-décroissante
sur / et prenãnt sui res nbeuds (2) des vareurs ti#il,rä:i,if. 

T3;;iåiiåi"äli
t les points représentatifs corres-
condition nécessaire et suffisartte

édentes, conserve la monotonie de la
des fonctions (3) ait toutes ses suitès
ail

(o) iEi(x)30'i:t'2'"''n' x<I'

où pour i : n l'é,galité est valable identiquement en x.

2. Supposons, en particulier, que (l) soit le polynome de Lagrange t [flx]
de la foncii'on ¡'surles'noeuds 1Zj. À1orè ies fonction-s 1e¡ se réduisent aux poly-

nomes fondamentaux d'interpolation

(i) E¡(x): I¡(x), i:1,2, " ',n
où

(B) t,(x): 
@:#y $,),

i : 1,2,...,ft, l(x) : rrlx-x)

Nous avons alors la propriété suivante:

I. Sl n >3 et sl xo esf dillérent des noeuds (2), ta lonctionnelle linëaire
L ltlx"l ne clnserve pas le signe de Ia lonction f." Ëä suppoiant toujours que ta c<jndition (4¡ soit vérifié_e, cette propriété
résulte seuiement ¿u täit que'les 3 premiers pôlynomes (B), lt (x\,lr(x), Jr (x)'
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et on voit que L fflxl
si cet intervalle est

(ll)
eí(o): l+.r81
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Pour n:l et pour n:2la propriété II n'est pas vraig. Dans cgs cas 0n

a L'lllx): 0 et L'lllxl:l@) -l -@) respectivement et f U¡¡I conserve laxz- xt
monotonie de I sur tout l'intervalle /.t..Si n:3, un calcul simple nous montre
que les conditions (6) de conservation de la monotonie deviennent

2x-xr- x, ( 0, 2x-xr- xz > 0

conserve la monotonie de la fonction f qur 1' si et seulement
un sous-intervalle de
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Nous en déduisons que les q¡(0), í :1,2, " ''2filsont positifs si et seule-

ment si

(t2) t*x¡Y,SI >s, í:t'2'"''2m'' l'(x,)

Nous avons la ProPriété suivante:
est pai euds s;ont

f si I¿s 12\ sont
e et con la monoto
t l-a, , aYant s

onsidéré, on a

(13) )qi(o) < o' i:1r2r...,2m-l

I t, + x, . xz* xsl (", a x, < x").L z ' 2 J.- 'ó''
4. Supposons maintenant que (l) soit le polynome de Fejér F fflxl de la

fonction I sur 19s noeuds (2). Alors les fonctions (3) se réduisent aux polynomes
fondamentaux d'interpolation de Lagrange-Hermite de la première espèce

(e) q¡(x):lr- t,,!.!1x-x,¡l4ix¡, i:1,2,...,n.L l'(x,) ' "l ' "'
On sait qu'alors f lÍlxl peut bien conserver le signe de la fonction I

sur tout l'intervalle fini I'.
Supposons que / se réduise à f intervalle [-1, l]. Alors L. Fn¡Én [] a

démontré que si le polynome I (x) vérifie l'équation différentielle

(10) (l-rr)t"(x)-(1 + l)xt'(x)+n(n+1)t (x):0
des polynomes ultrasphériques et si 0 < 1< l, l'opérateur F fflxl conserve
le signe de la fonction f sur l'intervalle [-1, 1].

Lorsque I (x) vérifie l'équation différentielle (10) nous dirons que nous
sommes dans le cas ultraspliérique de paramétre ). (). ) - l). D'ailleurs si 1> -lle polynome I (x) de degré, n qui vérifie l'équation différentielle (10) a bien toutes
ses racines réelles, distinctes et comprises dansl'intervalle (-1, l). En parti-
culier, nous sommes dans le cas de Legendre si ,1 : I et dans le cas de Tcheby-
cheff si 1 : 0. Alors les noeuds sont les racines du polynome de Legendre resp.
du polynome de Tchebycheff de la première espèce de degré n.

En particulier donc f Ulx] conserve le signe de la fonction f sur I'intervalle
[-1, 1] dans le cas de Legendre et dar s le cas de Tchebycheff.

5. Toujours dans le cas de l'opérateur f lllx] de Fejér, supposons que le
nombre n:2m des noeuds soit pair et que ces noeuds soient distribués symétri-
quement par rapport à l'origine. Nous avons alors l(0) + 0, l'(0) :0, xzm+t-t:
- -xit lzm-rt-j(O) : lj(0) + 0, l' (xr^.t-;) : - l' (x¡), L" (xr^+, -¡) : l" (I¡),
i:1,2,,,,,met

E¡(o): l, *.,Ï8],t,0,, i: 1,2,...,2r1

j:0

Mais, compte tenant de (11) et dela symétrie signalée des noeuds, nous

déduisons

qj (o) : - eL^+ri (o) < o' i : l'2' " '' ffi'

d'où les inégalités (13) résultent- immédiatement'
La proþriété Iil 'est 

donc démontrée'

6. En particulier, si nous sommes dans le cas ultrasphérique les noeuds

sont svmétiiquement'distribués par rapport à l'origine'
"""';/é'qu;iio;"äiii¿;.nïi.tt. (loj nous'montre que-dans ce cas, si I ) -1,

| + x,l:p :l -* 
1*=?, o, i : 1,2,...,n,'l'(x,) l-x?

donc les conditions (12) sont vérifiées'
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t7 (o) : 1 tr, (o) + t7 (o) l,
x¡

i:1,2,...,2tt1

11 en résulte que nous avons la propriété suivante:

IV. Si nous sÙmmes dans Ie cas ultrasphéyique_$.,paramëtre )')-l et

si le nombre n : Zm iii-iiru.dt est pøir, l'opërateur f lflx] de. Feiér .conse.rve 
tc

signe et c¡nserve outtllâ *õionrir'ae la foitc-tion I sur-un certain intervalle ton
ir?tl I o, al (a) O), ayant s;on centre dans l'orígine'--- 

Luïrõ'p.ìãí¿ .di ;ãi;; én particulier, dansle cas de Legendre et dans le

cas de Tschebycheff.I,
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i. Les ,résultats précéd.ents .sont à rapprocher de I'imporlante p¡opriété de
conservation des convexités de tous les 

-ordies, 
dont jouissent sui l;l^àtervaff"

[0, l] les polynomes de S. N. Bernstein

B v xt:,å 
[ :),å)xi(t -¡)n-i INDEX

TOMUS III--IV
qui sont égatemen! de la forme (l). Nous avons obtenu autrefois ces propriétés [2].
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