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REMARQUES SUR LA PREMIËRE ET SUR LA
SECONDE FORMULE DE LA MOYENNE DU CALCUL

INTÉGRAL

par-

TIBERIU POPO\/ICIU

' à Cluj

l. Considérons.deux fpntions réelles lU), g(x), définies et R-intégra-
bles sur f intervalle.fiùi et fermé la, bl @ <b).Si nous désignons par fune
movenne des valèurs 

l,îlt ?,,i"ï ;ï'îi",1;1,n""rela,b) xelø,bl

nous avons la première formule de la moyenne
bb

(1) \ tøt s( tv dx rs o
b (x dx

qui est valable si g(r) ne change pas de signe (est constarrment Þ 0 ou
constamment < 0 sur fø, ål) et l(ø) est quelconque.

On peut démontrer que, sbus l'hypothèse de sa continuité, f invariance
du signe de g(ø) est aussi nécessaire pour la valabilité de la formule (1),
pour 'l(x) quelconque.

En effet, supposorls que g(r) soit continue et qu'il change de signe sur
la,b). Sans restreinclre 1a généralité, nous por1vol1s srlpposer que

b

(2) Ç g@) d;>0,j"'
(car dans 1e cas contraire il suffit de prendre -C@) au lieu de g(ø)) et il
existe alors un point øo e(ø,b) tel que g(xo) < 0. Par suite de la continuité
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de g(r), .1^r>O,e.st assez petit on a a.<xo_Elxolxole<b et g(x)
est négatif sur f intervalle (øo - e, ro * ei.

Nous allons construire maintenant une fonctiorr l*(r) qui soit :

1'. Continue, positive et au plus égale à 1 sur (xo - ", ro f e).
2". Nulle sur la, x, - e] et sur Lxo i ", bl.
I,a fonction l*(ø) est R-intégrable sur fø, bl et nous avol1s 0 

= 
l* 

= 
1.

On peut, tr)ar ex., prerrdre

(B) Í*(*):{1' lour *'(:o-e' xofe)'
[ 0, pour r e la, b] - (;co - t, x, I e).

Si notrs cherchons à appliquer 1a formule (1), en prennant pour l(ø)la fonction f+(ø), nous avons, compte tenant cie (2),
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Nous pouvous donc énoncer la propriété sttivante :

l'.Pottrquel,ølorrnuled'elamoyenne(4)soitaraie-þour'toul'esuite(a¡)'
it faî,tt' ,t-ì ,ì1,¡:¡n q;; i;';¡;r*es d.e ta. suite'(b¡) soient du, tnême signe.

I,a proP läåt
passage à_ la suivre
insister plus ,, IV,,
résultent de

3. c. soNnERRoNr a cLémontré t1 ] que la prernière formule cle 1a

movenre (1) est vraie pour touterfonction rttonototrc l('v) si g(x) est R-intég-

rable et si so' intégra1e G(x) : 
\eU)At 

reste comprise entre 0 et C(å) pour

ttela,bf. La dernière propriétéosignifie que 11ot1s avons 0l G(ø) SG(b)

pour xela,b) resp. G(å) '> G(*) I 0 pour xelø'bl suivant clue 0 S G(¿)

resp, G1Ó) I 0.

onpeutencofedénrontrerqqelaconditionimposéeàc(')estnéces-
suir". Pdur cela prenons la fonction

[1, Pour xela,Lf,
!\x) : 

[0, pou, x e (],, b),

otr ¿ < l' lb(nous avons l(x) :1 sur [ø' Ö] lorsque ?' : b)'Cette fonction

est monotone (donc ¿ foti¡ii R-intégráble) et nous avons O 
= 

I 17' I-'a

formule (1) nous donne alors G(?') :TG(b) pour À ela' bl' ce qui clémontre

la propriété.
\Touspouvousdoncénoncerlapropriétésuivarrte:

II.Pourt1tleløþrenúère|ot,mu,I'eelel,ømoyenne(l)soitura'ie'Þouylot¡l'g

lonction monotone l(x), ilfaut el it swffi't Ete l"intégr'øIe G(x): 
$S{l) 

d't' d'e

lø fonctiotr' 1?-intégrable g(x), reste conoþrise ett'tve O et G(b) potfr x'Lo' bl 
'

4.C.Bonferroniobtierrtlasuffisancedelaconditionclelapropriété
It par ..n po..ugãï i;"ü;it" ,1" lu-prãpriete corresponclante relative à

1a formule (4).
s Partielles s¿ : br -l b,C,t'," .t"!::
rttiul" de la moyenne (4) est vérrtre.e

"it 
t"t de la suite (s¡) restent co111prls

rfroni est la suirtante' Remarqqons que

si les s¡, i :1,2,..,, n sottcompris entre 0 et sn' su - si' i : I'2' "'' tL

sont aussi compris entre 0 et sn. I,a ,nonotorri. de la suite (ø¡) nOUS montre;
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b

I
Í@) e@) o* :SÍ*@) g(*) d.x < o,

fo*e

xo-e

0

b

t\ilùa*

ce qui nous montre que l'égalité (1) est impossible.
Nous pouvons donc énoncer |a. propriété suivante :

r. Powr que la þremière lormule de lø moyenne (r\ soit uraie þour
toute lonction continue g@) et þour toute fonction'R-intéþr'øbte l(x),:il'farrt
et il, suflit que g(x) ne change þas d.e signe'sur lø, bl.

2. a' ra formule i'tégrale (1) 'correspond la formule de la moyerqre
,,en termes finis"

(4) tn,u,,-nit,,i:l t:1

oir les suites (où, (b,) sont réèl1es et

min(a1, &2,...,nu) l>ã5í nrax (ør, ø2,...,a,ù
Nous désignons par (c¡) la suite à r¿ termes c1, c2, ..., ctt, (" > L).

r,a formule de la moyeune (4) est vraie pour toute suite (ø¡) si les termes
cle la.suite (å¿) solt 9u même signe {tous } 0 ou lien toìrs'I O).

r1 est encore facile de voir que f invariance du signe des å¿ eát néces-
saire pour que la formule.dela moyenne (4) soit vraie [our toute suite (ø¿).
En effet, srlpposolls que les å¿ ne soient pas tous du nìême signe. on peüt
supposer, sans restreindre 1a généra1ité, .1ue É ó¡ :Þ 0 (car dans 1e cas

contraire on raisonne de la nrême nranière sur táìruit" (-br)).11 existe alors
un indice å te1 que br '-0. -Si nous prelrons alors r.r¡. -7, a¿ :0, pour i,+ k,

noús avolls 0 < r, l1 et i" o,U,:'¡t 10,, >) å¿à0 et l'égalité (4) est

impossible. 1:1 t:l
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cl'utre 1>art, que a est compris entre ø, et ø,, et, d'atrtre part, q[,ell 
'tilisant 

convenab]e. puisque par construction -Iì(x) est une intégrale' pour satis-
la fo'i,ule' a" ttot"ior-;Ti;;-äe;äi,'uoo. avorìs qu'ett tttilisant 

faire aux conditionÏlYi.äääi;î*tÌii, par ex., de prendre pour F(x)

( 8,.,b¡ - en ,,l I * (r¡ b¡ - n, rul :\ ,.:r '-/ 
\ ,3-r , ,")

f il_l: 
[;-8, 

s¡ (ø¡ -,,n')J 
[,.Þ,' 

(,n - s,) (o,+, -,,)]s o

n résulte inrmédiaternent,
sulte en prerrarr.t la suite monotone:Ai+z:...:û,n:$,

rr,. 
iété suivante :

rnonotone arøíe þour toute suíte
Ies d,e t,ø e (s¡) d,es swites þørtiel_

5' C 
cle Ia 

'ro1,snns
(5)

a<E<b.
oute fonction l(x) R_iutég.rable si la

5.Í?,:åå 
",Y¿',1;,,.*åiået, si g,(x) est une foäc_

tion continue et si l1ous posons F.(r) : 
$lfO 

dt, notrs avons

et la fonuule (5) devient

(x-*o+r)'[ro -xiij , r'""t xe(xo-e'nsl'

(* - xo - ")' (* - 
xo *;), no"t xe(xo' ro f e)'

pour .r e lø, b) - (xo - e, 's'l- 
e)'

1a fonction

1,, (r) :

(6)

m1n
i:7, 2,..., +z-r

0,

(orIor* max (

I,2, .., tt'-l
" + (Li)

Ð

-a

2

otì

b

$ 
Í{*) ett a*

Eb

s@) 
S 

t@) dx + s(b) [Ít4 a* ,

AF,

bb

$",, 
g,(x) dx: F(E) f e,Ø) a.v,

Nous pouvons énoncer la propriété suivante :

ue l,ø tormuln d'e l'a moyenne,-(5) soil trnrte io'tr'c'

tion **,"¿lí¡!íii'íoit'¡"T"' iií ¡o'by','( þ9, nction l(x'¡

R-í,n r,, ií,ií"í";i'";;;;""'iii¿t [*b [ç*¡ 'i'u sur rø' bt'

6. A 1a formule (5) correspond également une formule de la troyenne

,,en termes finis"

ceci revient, d'aillèurs, à prend.re po11f l(x) Ia fonction

,\ o, u, :v btn [,Ë,', -r)u,,,

oh r est une Yaleüf moyenne d.es ø - 1 prerniers termes de 1a suite (r¿)

des suites partielles 
-i, Lo,lez * "'-io" i :L'2'' '' ø de la suite

(ø¿), d.onc

Ln.\1 r "!-

nu

F(b) g(t)) - ^oO, g,(x) rtxl(x) g(x) d.x

n l¡ tt-l

i o, ø, - ön .X. a¡ : .\,r¡(b:1 1:l " ¡:l

ør-f az t

La formule d.e 1a moyenne (6) est vraie pr ut toute suite (ø¿) si la

suite (ó¡) "st 
,r,orroiã"".- Lo démoîstration est^ simple, puisque si nous

femafçlt1ol1s qúe

ú, +t)
donc revient à la prenrière formule de la moyenrre (F([) :F.),

e g(x) sar lø, å I est
de signe sw fø, bl.

sulte comme au rrr.- I
e g(x) et pour F.(;r:)

on revient à 1a première formule de la moyenne'

La nécessité de la monotonie de 1a suite (t'¿)' pour que (6)-rest1'jï
notr^iãrriã-t"iiå (o,), résulte immédiatement en prenant o' 7 t' ct¡+t : - |

ã;;-':"0-,"öãïtt'í+i,'i f 1, successivement^pour i :l'2' ""n -I'
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Nous pourrons donc énoncer la propriété suivante :

rrr! . Pour que .l'q. f ormwl'e d,e l,r. nr,oyenne (6) soit arøie þour toute suite:
(ø¿), íl fau,t et il sullit o,øre lø suite (b,) ioit tnonotone.

7. c. Bonferroni cLans son travail cité l1l a également démontré
que la fcrmule de 1a nroyenne (õ) est valable pour toutã fonctiou l@) dont

f intégrale þ'(r) : 
\ttOilt 

est monotone si g(ø) reste conrpris (au sens large),

entre g(ø) et g(å) 
opoti, 

*e lø, bf .

En supposant g la condition énoncée est aussi nécessaire-
En effet, supposons co'tinue et prenons poo l(x) la fonction
(Ð,oìr øo est uu poi t e un nombre positif suffiiàrirment petit.
r1n supposarrt -que i 1a mo\/enne (5) soit vérifiée, nous âïons
l'une des égalités

I,a nécessité de la condition résulte en prenant ø¡:7 et ø¡r:0, pour
hli. Nous avons alors 0 I r ! 1 et la formule (6) nous donne b¡:rhl
+ (1 - r)b,,, qr:j montre bien que å¿ est compris entre ó, et br.

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

IY'. Pou,r qwe lø forrnu,le de lø nooyenne (6) soit vvøie þowl toute su,ite
(ø¿) dont les term,es sont tous du même signe, il iaut et il' swllit que les b¡,
,i :7,2, . . ., n restent comþris en'tre b, et br.

]]IBI,IO G I{ÀTHIE

xo+ €

g(å), pourEíxo-e,
(E - ro* e)g(ø) t (xrfe- E)s(Ò)

[1 ] Bonf errorri C., Su.lla. ¡:alitlità d.eiteoyen¡idel.la. ntedia¡tel Calcol.oí9legrølc. Boll. Ull. Mat.
Ital., XIII, 225-229 (1534).

Reçr1 ls 8. II. 196C).

1

T
g(x) d,x : , pour Ee(xo - ¿, xo I e),

I
.)-
-c

g(ø), pour Eàro*E,
On voit donc que poür e positif et assez petit,

(?) ' 
'ï*" '

," \ s@) ax
Ïo-e

reste corupris'entre g(ø) et- g(ó). Mais si e * 0, 1a moyenne intégrale (z)
tend vers g(øo), qui reste dolc'aussi compris eître gqi¡ et g(b). \'/

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

rY ' Powr qct,e lø lormule d,e lø moyenne (5) soit urøie þour toute lonction

l(r), dont l,'in'tégrale\ttla, ¿st monotone, il faut et í1, sullit que l.ø fonction"

g(x), suþþosée contiån,e, reste comþrise entre g(ø) et g(b) þowr xela, bl.
B. Ici encore C. Bonferroni obtient la suffisance cle la condition de

limite.
pour toute suite (ø¿) dont
a suite (å¿) restent compris
orsçlue les ø¿ sont du même

et brr, no11s avons

f,ü, 
,, (b, - bu) * (bu -óJ ,Þ; 

,,] 
l,å 

ø¡(bi - b,) t (bn - u,) o,f :
: 

I,E, 
øi(b¡ -rJ] 

[,_E, 
a¡(b¡ -a)] < o.

I,a formule de la moyenne e11 résulte:immédiatement,


