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1. Considérons denx fontions reelles H(=x), g(x), définies et R- -intégra-
bles sur l'intervalle fini et. ferme [, b] (@ < b). Sinous désignons par f une
moyenne des valeurs de f(;c) donc: un nombre tel que

inf f(x) =7 = sup flx),
v€[a, b] %€[a, b]

nous avons la premiére formule de la moyenne
b b
(1) § 1 g0x) dx =7 (g()ax
a a
qui est valable si g(x) ne change pas de signe (est constamment =0 ou
constamment = 0 sur [a, b]) et f(x) est quelconque.

On peut démontrer que, sous 'hypothése de sa continuité, I'invariance
du signe de g(x) est aussi nécessaire pour la valabilité de la formule (1),
pour f(x) quelconque.

En effet, supposons que g(x) soit continue et qu'il change de signe sur
[@,b]. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que

@) ggm dx =0,

(car dans le cas contraire il suffit de prendre —g(x) au lieu de g(x)) et il
existe alors un point x,e (a, b) tel que g(x,) << 0. Par suite de la continuité
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de g(x), si e >0 e 7 i

est gl(lézg,atif sir l’ii:teg;svsaelélep?z,t —One,axi i g) T © SRS
1\{ous all.ons construire maintenant une fonction f*(x) qui soit :
1°. Continue, positive et au plus égale a 1 sur (¥, — &, %, + :s)
2°. Nulle sur [a, x, —¢] et sur [x, 4 ¢, b]. i s .
La fonction f*(x) est R-intégrable sur [a, b] et nous avons 0 = f* << 1
On peut, par ex., prendre S -

(3) f() ={1' pour we (% —e, % +e),
v 0, pour xe[a, b] — (xy —s, &, +e¢).

\

Si nows cherchons & appli
) quer la formule (1
la fonction f*(x), nous avons, compte tenant c(le)’(2e)n e

)

b Xo+e b
§16) g dx = f(x) gy ax < 0, F el dr=0,

ce qui nous montre que I'égalité (1) est impossible.
Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :
L. Pour que la premiére formule de la moyenne (1) soit vraie pour

toute fomction continue g(x) et pour-toute foncis inté :
. - foute 4 : ‘e ,
et il suffit que g(x) ne change pas de signe fSWC ESZ‘@ bl]e, iniégrable f(x),l 1! .f?mt

2. A la formule intégrs ’ .
o e e 111tegr11§ (1) ‘correspond la. formule de la moyenne

(4:) 5 a4 bi ;:_l 2 bl’;

oit les suites (a;), (b;) sont réelles et

min {a,, 4y, ..., a,) < a < max (a,, a,, .

" : B ():
ous désignons par (¢;) la suite 3 ]
par (¢;) la suite a n termes ¢, ¢, ..., cp, (n > 1).

: La formule de la moyenne (4) est vraie i i

de la suite (b;) sont 5111 méme(s%gne (touspgl(r) tgtljt}?)iseilt‘foglé) jl %)ejs i
_ Il'est encore facile de voir que 'invariance du signe des 5_: est néce

saire pour que la formule de la moyenne (4) soit vraie pour tout[e suit il

En effet, supposons que les b; ne soient pas tous du méme signe. Onel)(zgf

X it L n
supposer, sans restreindre la généralité, que %) ;=0 (car dans le cas
PIRIE

con.tra{re on raisonne de la méme maniére sur la suite ( —b;)). Il existe alors
un indice % tel que by < 0. Si nous prenons alors ay =1, a; = 0, pour 7 =~ &
i ” ] »

nous av la< ; Z 3
s avons 0l g <1 et gl a; b =0, << 0,a % b;==0 et I'égalité (4) est
impossible. ) :
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Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

1'. Pour que la formule de la moyenne (4) soit vraie pour toute suite (@),
il faut et il suffit que les termes de la suite (b;) soient du méme signe.

La propriété I peut d'ailleurs &tre déduit de la propriété I' par un
passage 2 la limite, en tenant compte de la définition de l'intégrale R. Sans
insister plus en détail, disons que les propriétés II, III, IV qui vont suivre
résultent de la méme maniére respectivement des propriétés II', TIT', IV".

3. ¢ BONFERRONT a démontré [1] que la premiére formule de la
moyenne (1) est vraie pour toute fonction monotone f(x) si g(¥) est R-intég-

X
rable et si son intégrale G(x) = Sg(t)d.t reste comprise entre 0 et G(b) pour

a
wela,b]. La dernitre propriété signifie que nous avons 0L G(x) £G(D)

pour xefa,b] resp. G(b) = G(x) < 0 pour vefa, D] suivant que 0 < G(b)

resp. G(b) <0.
On peut encore démontrer que la condition imposée & g(x) est néces-
saire. Pour cela prenons la fonction -

#) 2{1, pour xela, A],

0, pour xe (A, 0],

olta < A < b (nous avons f(x) =1sur [a, b] lorsque A = b). Cette fonction
est monotone (donc A fortiori R-intégrable) et nous avons 0 <f< 1 La
formule (1) nous donne alors G(1) =fG(b) pour Ae[a, b], ce qui démontre
la propriété. ;

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

1. Pour que la premiére formule de la moyenne (1) soit vraie pour louts
x
fonction monotone f(x), il faut et il suffit que Uintégrale G(x) = S gt) dt, de

a
la fonction R-intégrable g(x), reste comprise entre 0 et G(b) pour xela, b]

%. C. Bonferroni obtient la suffisance de la condition de la propriété
11 par un passage & la limite de la propriété correspondante relative a
la formule (4).

4i nous considérons les sommes partielles s; =b; + by + ... + b,
i =1,2, ..., n de la suite (b;), la formule de la moyenne (4) est vérifiée
pour toute suite monotone (a;) 81 les termes de la suite (s;) restent compris
(au sens large) entre 0 et sp.

La démonstration de C. Bonferroni est la suivante. Remarquons que
siles s;, ¢ =1,2,..., n sont compris entre 0 et Sn, Sn = Si, t=1,2,...,n
sont aussi compris entre 0 et s,. La monotonie de la suite (a;) nous montre;



166 TIBERIU POPOVICIU 4

d’une part, que a est compris entre a; et a, et, d’autre part, quen wtilisant
la formule de transformation d’Abel, nous- avons

n n - :
( o ;b — iy Sn) ( a; b; — @, Sn) =
i=1

=1
& [Zg $i (a4 — ﬂi+1)] [:gl (Sn —'s1) (@44 —a,-)] =0

La formile de la moyenne (4) en résulte immédiatement,

La nécessité de la condition résulte en prenant la suite monotone
({I‘r), au ﬂz =d¥2 ==l v = @y =1, a;_H :a,‘+2 == :ﬂ" =O.

Nous pouvons énoncer la propriété  suivante :
II'. Pour que la formule de la moyenne () soit vraie pour toute swite

monotone (a) il faut et il suffit que les termes de la swite (s,) des suites partiel-
les de la suite (by) restent compris entre O et sy.

5. Considérons maintenant la- seconde formiule de 1a moyenne

‘ b § b

(5) § 13180 dx = (o) § fta) a4 g0) () e,

ot ; d ;
“SELD.

Cette formule est valable pour foute fonction f(x) R-intégrable si la
fonction g(x) est monotone sur [a,b]. ‘

Supposons que g(x) ait une dérivée continue g'(x) sur [a,b]. Nous
pouvons alors démontier que la nionotonie de g(%) est nécessaire pour que
la formule (5) ait lieu pour f(x) quelconque, En effet, si g'(%) est une fone-
tion continue et si nous posons F(x) = Sf(t) dt, nous avons

a

b
{ 1) g(x) ax = F (0 gio) — { £(x) ¢'(x) ax
et la formule (5) devient
b b
{F e dr = Fe) (g as,

Dauns notre cas la monotonie de g(x) sur [a,b] est €quivalente au fait
que la dérivée g'(x) ne change pas de signe sur [a, b]. La nécessité de la
condition que nous avons en vie résulte comme au nr. 1. Il faut seulement
prendre la fonction g'(x) au lieu de g(x) et pour F(x) une fonction (%)

donc revient A la premiére formule de la moyenne (F(g) =F).

6

convenable. Puisque par constructxo.? siffit T
faire aux conditions 1°,2° du nr. 1,1 7

1a fonction
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e intégrale, pour satis-
g de prendre pour F(x)

| FLES our xe (%o— & %ol
_2_(x——x0—l—s)2'(xo—x'r2 P
3

)
i (x) = ,;_ (%= %, — &) (x — x, +%), pour xe (%g, % + E),
Li, pour xe [a, b] — (% —¢& %+ £).

Ceci revient, d’ailleurs, & prendre pour H(x) la fonction
-6;— (x5 — %) (¥ — %o +-€), pour xe (% — € Xg s

) =

5 (2 — %) (% — % — g), pour ¥e (¥o, %o + €),
3

0, pour Xe [a, b] — (xo — €, ¥y +€)

iété suivante :

{ énoncer la propri€éteé suiva )
i nne (B) soit vraie pour toute joinc-
[a,b] et pour toule fonction [(%)
e g(x) soit monotone sur [a, bj.

de la moye
Dour que la - formule de
ton {gI(Ix) Ia;?amqune dérivée continue sm't
gi”téﬁ"“”" S i(li suﬁz : nt une formule de la moyenne
égaleme
6. A la formule (5) correspon

en termes finis”
) B n s
n — —71d
g b —7b ( a; 7_) n,
(8) %1 e z>=:'l :

O 4 S 1 e valeut ()yel ne " — l'le. 21 te mes d.e S &} (i‘ )
¥ 1 u m deS (2 1 miers T la, Ult,
t ¢ > 4

la. suite

i =1,2,...,n de,

des suites partielles v; = a; 4~ 4, 4 ...+ a4 v Faissd

a;), donc i

A M g)i FeEdiv max (@ ay 4 oo )
min (@, + a4+ ... e .

i=1,2,..,n—1

l,a ‘ rmule de Ia 1 l()yelllle ‘; esl, viale [)(Illt |:Ol1te Slllte (ﬂl) S1 la
S‘]]te b e t oto de ()]]St]_’at on es s1m Ie 1 te S1 nhous

remarquons que

n—

L e g *11'~ by — biy1)
5;2:1 =t iZJl o t}:‘l (

. renie.
on revient & la premitre formule de la Irn-oye r que (6) reste vrai
scessité de la monotonie de la suite (0:), P(;R a(-1 =1, ;41 = —1
I‘:;a Iticsuite (a;), résulte immédiatement en Pren;r ; b s e
pé) " 0110 pour /Le’;f—‘i i 1, successivement po g
e ak —— ) B )
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Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :
II1'. "Pour que la formule de la moyenne (6) soit vraie pour toute suite
(@:), 1l Jaut et il suffit que la suite (b;) soit monotone. '

7. C. Bonferroni dans son travail cité [1] a également démontré
que la formule de Ia moyenne (3) est valable pour toute fonction f(x) dont

Iintégrale F{x) = S f(¢)dt est monotone si g(#) reste compris (au sens large)

Q
entre g(a) et g(b) pour xe[a, b].
En supposant g(x) continue, la condition énoncée est aussi nécessaire.
En effet, supposons que g(x) soit continue et prenons pour f(x) la fonction:
) (3), ot x, est un point de (a, b) et ¢ un nombre positif suffisamment petit.
"~ "En supposant que la formule de la 'moyenne (5) soit vérifiée, nous avons
Pune des égalités

g(b), pour § < %) —e,
X|)+e

2-_1 g(ﬂ) dx — (E_x0+ 5)g(a):_(x0+5“§)g(b) , pour Ee (xo — & % + E),
£ €

YXp—¢ =
g(a), pour §=x, +E,

On voit donc que pour g positif et assez petit,

" Xote
(1) WA S g(x) dx
2e
Xo—e
reste. compris- entre g(a) et g(b). Mais si ¢ — 0, la moyenne intégrale (7)
tend vers g(x,), qui reste donc aussi compris entre g(a) et g(b).
Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

IV. Pour que la formule de la moyenne (B) soit vraie pour foute fonction
X

1(x), dont Vintégrale Sf(t)dt est monotone, il faut ef il suffit que la fonction

a
g(%), supposée continue, reste comprise entre gla) et g(b) pour xela, b].

8. Ici encore C. Bonferroni obtient la suffisance de la condition de
la propriété IV par un passage 4 la limite.

La formule de la moyenne (6) est vérifiée pour toute suite (a;) dont
les termes sont du méme signe si les termes de la suite (b;) restent compris
entre b, et b,. La démonstration est la suivante. Lorsque les a; sont du méme
signe et les b; sont compris entre b, et b,, nous avons

n—1 :
|5 @ =) + 00 —0)'S, @

i=

n ]
['Zl a; (bi e bn) + (bn i bl) a,| =

L=

= [,ng}: a; (b; — bl)] L};Z a; (b; — bn)] <o

La formule de la moyenne en résulte immédiatement.
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La nécessité de la condition résulte en prenant a; =1 et a, =0, _pour
k = 1. Nous avons alors 0 < # < 1 et la formule (6) nous donne b, = 7by 4
4 (1 —7)by, qui montre bien que b; est compris entre b, et by

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

IV'. Pour que la formule de la moyenne (6) soit vrave pou'r toute suite
(a;) dont les termes sont tous du méme signe, il faut et il suffet que les b,
1 =1,2, ..., n vestent compris entre by el by.
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